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catiouB  math^mäliques,  die  Zeitschrift  für  mathemansuuen  und  natur- 
wisseusohaftlioheiL  Unterricht,  die  Mathematik  oh -natur  wissenaohaft- 
hoben  Blätter,  fernei'  das  Archiv  für  Baesen-  und  Geaellschafts-Biologie, 
die  Monatshefte  für  den  naturwiasensohaftliohen  Unterricht  aller 
Sohulgattungen  (die  eine  unmittelbare  J'oi-tfüliruDg  von  Natur  imd  Scbuie 
bilden),  die  Geographische  Zeitschrift,  Himmel  und  Erde  (illustrieiie 
natorwissenscbaftliche  Monatsschrift)  u,  a. 

Seit  1868  veröffentliche  ich:„Uittellangen  der  Verlagsbuolihaadlnng 
B  G.  Toubner".  Biese  jährlich  dreimal  erscheinenden  „Mitteilungen",  die 
in  döOOO  Exemplaren  im  In-  und  Auslande  von  mir  verbreitet  werden,  sollen 
das  Publüuin,  das  meinem  Verlage  Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  er- 
scbienenen  untei  dur  PiPsae  beflndiichen  und  von  den  vorbereiteten  Unter- 
nehmungen des  Teubnerschen  Verlags  duroli  ausführliche  Selbstanzeigen 
der  Verlajiser  m  Kenntnis  setzen.  Die  Mitteilungen  werden  jedem  In- 
teressenten auf  'Wunsch  regelmäßig  bei  Ereoheinen  umsonst  und 
postfrei  von  mir  ubersandt  Das  auafübrliohe  „Verzeichnia  des  Verlags 
von  B  G  Teubner  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Naturwissen- 
sohoften,  Technik  nebst  GrenzwiasenBohaften"  101.  Ausgabe,  mit 
gehender  systematisch  ex  und  alphabetischer  Bibüograpbie  und  einem  Gedenk- 
tagebueh  für  Mathematiker  10  Bildnissen  sowie  einem  Anhange,  Unter- 
haltungsbteratur  enthaltend  [CXXXI,  392  u.  92  S.]  gr.  8.  1908 
Intereaaentea  aut  Wuns  h  „egen  Einsendung  von  2  Mark  (gebundene  Esempi 
8  Maik)  zur  Verftigung 

liKiPzia,  Poatstoaäe  d  B.   G.  TOUbuer. 
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K.J.  Lobalschcfskij,  Uebcr  die  Anfangsgründe  der  Geometrie  .       I- 

Kaianer  Bote   TheU  «5  Fe1>TaaT  und  März  IS29   S  l'7'^lll 

y  inleit  infc,     Die  Lücken  m  der  Ceometne 

§    1     Dil  geometnachen  Korpei      Berührung     UmgeTiender  Banm     Oit    K  n 

gruentp  «nl  gleiche  Korpei 
S    2     JJegnff  des  Schnittes      ''eiteii  emen  'schnitte''      Reihenschnitte    Wcnle 

schnitte    diei  Haaptsehnith'      Die  drei  An  dehnungen  eines  Körpers 

5  d    Die  Begiiffe    FUch     Linie   Punkt     Der  Ahit.inl  zweier  Punkte 

EBtioer  BoU   Theil  «5  April  ISSD  ä  ia|j_a4l 

6  4     Kug-elflai,hp  und  Kugel   Kreis   l/hene  und  gerade  Linie 

g    u     MebSiing  dei   geraden   Linien  und  der  Winkel      ~Vi  inkilHumniP    "^    t^^n 

und  Winkel  im  geradlinigen  und  im  sphJn  chen  Dreiecke 
^    b     Die  fünf  regelmässigen  Körj«! 

I?    7     Die  Kongruen/sätze  für  gerallimge  und  sphT^ische  Dreiecke 
()    s     Die  gewöhnliche  (Euklidinche)  and  die  imaginäre  Geometrie    bchneiden  le 

nichtschneidende  und  parallele  b-erade      Die  Funktnn  F(a)     Sitze  flbt,i 

(.atallele  Gerade 
^    J     Gl  lazkreis  und  Gr  m/kugel     Die  Geometrie  aut  1er  Grjinzkugi.1    Axen 

der  (xiinzkugtl 

Kasaner  Bglo   Tholl  27   Noiamler  iml  DeoembM  1S»1   S     "7— °1 
15  III     Dl     tiigonometnachen  Funktionen 
§  11      Be^ciehungen  zwischen  den  Seiten  und  W  inkeln  einet  geradlimj,  n  illI  t 

wmkhgen  Dieiecks    au  gedruckt  durch  dit  Funktion  i"  [a) 
§  12     Konstiukhon  eines  Rphänschen  rechtwinkligen  Dreiecks    das  zu  dem  ge 

ralhnigen  gehört    Ableitung  der  analytischen  Gestalt  dei  Funktion  1  (a) 
§  IS     Die   Gleichungen  filr   recktwinklige  und   für  beliebige   geradlinige   und 

sphäriiche  Dieiecke 
§  14    1  ir  Dreiecke  mit  sehi  klemen  Seiten  gelten  die  öleichungcn  der  Eukbdi 

sehen  Geometne 

Kaaa  er  Bote   TI18  1  '     Mgrz     Qd  April  1S3     t,  ^l— 8S3 
§  lo     Verwcrtliung  astronomische!  Mes-iungen    um  zu  beurteilen    mit  welcher 

Genauigkeit  lie  Euklidische  Geometrie  mit  der  Fifahning  übereinstimmt 

Bedeutung  der  neuen  Geometne 
§  Ib     Vers  hie  lene  Formen  für  die  Gleichung  einer  Geraden     Gerade   die  e  n 

ander   nicht  ■schneiden   und  die  nicht  pirallel  sind    haben  ein  geme  n 

sames  Loth     Das  Viereck  mit  drei  rechten  Winkeln 
^  17     Gleichung  des  Kreises  und  der  Granzlmie 

§  18      Allgemein      über   he  Messung  der  Bogenl  n„p  krummei  Linipn 
g  1 1     D      K      0  u^  u  mit  dem  Cent    v.  mkel  a  iil    kr  Gi  i,n?kugpl    n  1  in   lei 

Elen 
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VIII  lohalt  des  ersten  Thoüs 

ä    0     Zi  LI   4i  h  Ir  icke  f  ii    Im  Ljji^       in  s  Gl  tnikreii!  o^ons 

§  Jl     Bpziebungen  zwischen  den  Seiten  und  '^^lu)leln  eines  Vi  letke     hw  iin 

der   Grundlinie  zwei   reihte  Winkel  hat     Allgemeine  loiinel    liir  das 

Bogenelenient  einer  kurve  in  rechtwinkligen,  Koordiuiten 
g  ~>2     Anwendung  auf  die  Bereniintmg  der  Bogenlänge  des  Kieises   dc^  Grtni 

krf  aes  und  der  Geiaden     Gleichungen  zwischen  den  'leiten  eines  Viei 

ecks    das  zwei  iiiillele  'leiten  hat    wiüncnd  die  beiden   audcin  auf 

der  einen,  von  die  "n  senkieclit  stehen  ' 

§  2-(     Pas  Bogenelemcnt  in  Polarkoordinaten  ; 

§  24     Allgemeines  über  die  Messung  von  Fl  icheni  lumen    Dei  Oit  dei  Spit/cn 

fl  ichengleicher  Dieiecke  mit  gemeinsamer  drundlinie     Gciadimig    Diu 

ecke  mit  glpither  Winkelsumme  sind  flichcngleich 
&  25     Der  Inhalt  eines  geradlinigen  Dreiecks  wird  durch  deu  Betiag  gemt  sen 

dci    ler  Winkehumme  an  ra  fehlt 
g  2b     Der  Inhalt  des  ^.eradlinigen  rechtwinkligen  Dreiecks      Anwendung  lut 

den   lall   seht    kleinei    ''citen      Der  Inhalt  des  Vietecks     das  an  dt-r 

f  rundl  nie  zwei  rechte  Winkel  hat  , 

§  27     Der  von  einer  krummen  Linie   begi  mzt     1  lucheninhalt   als  Ci  in^wctth 

des  Inhalts  zi^eier  Vielecke     Beiechnung  des  Rreisinhalts 
§  2S     Allgemeine  Formel  für  da-<  Element  eines  ebenen  FlSchenraums 
§  29     Anwendung  auf  Kieis  und  Grenzlinie     Dei  1  lächeniaum  /»liehen  einer 

<iiJ,nzimie  unl  zwei  toi    deren  Axen 
§  30     Dd«  Fl  lehenelement  in  Polarkuurdinaten     Anwendung  auf  die  Grjinzlinie 
§  31      Zerlegung  eiiws  lltchenraume  in  i  lemcnfe  mit  Hiilfe  pinlleler  Lim  n 

Anwen  li  ng  auf  den  Kreis 

Kia^anr  lute   Thull  «     J  li  uul  Auguit  1K30  B  671—  SR 

g  äi  AUgemPine  lormel  flr  das  Element  eiötr  krummen  Oberflache  jn  •.]  t 
winkligen  Koordin'iten 

g  33     Anwpndung  auf  Kugelfl3cht  und  Granzku^el  '. 

g  34     Umgestaltung  des  Doppelinte^rals  für  den  Inhalt  der  Kugelfl  ich    zui 

Ableitung  des  Werthes  eines  bestimmten  Integrals  ' 

g  iJ5     As  lehnung  des  Gültigkeitsbereichs  dieses  Integrals  '. 

%  ä6     Das  Übeifliichei  plcment  einer  Lmdrehungs flache  in  leilit  vinkligen  Ko 

or  Imaten      Anwendung  auf  den  geraden  Kegel  und  a  if  die  Gronzkugel    < 

&  61  Berechnung  des  Kauminhalts  der  hegianzt  wird  TOn  zwei  Gl  inzkugeln 
und  von  einer  geradlinigen  Fl  che  leren  Erzeu^j^nde  gemeinsame  Axen 
dieser  Grinzkugeln  sind  / 

g  39  Der  Eauminhalt  der  begr  mzt  wird  von  viei  Eben  n  die  einander 
unter  rechten  Winkeln  in  vier  parallelen.  Geraden  schneiden  und  ausser 
dem  von  einer  tjlmdcrfläche  die  auf  einer  dieser  Ebenen  senkrecht 
steht  und  diese  in  emer  Gi  mzlmie  schneidet  4 

g  39  Das  Eaumelement  einer  lyramide  deren  Grundflaehe  ein  lechtninkliges 
Dreieck  ist  und  von  deren  zu  einander  paiallelen  Kanten  die  eine  auf  dct 
Grundflacheineinem  von  dt  rtn  spitzen  Winkelnsenkrechtfcteht  Anwendung 
aut  den  geraden  Kteifckegel    dessen  Eizeugende  der  Aie  parallel  emd     4 

§40     Raiminhalt  des  geraden  Krciskegels  von  endlich  r  II  ht      liiuminlalt 

der  Kugei  i 

§  41  Raumin!  alt  einer  Lmdi  lingbfltche  Kigeliusschnitt  k  ^  Itormiger 
Kuf,plaus5chnitt    Kugel  tl  icbnitt    AI    chn  tt   1  r  (  rAn^ku^el 
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g  42  Zcrkjjunj,'  des  kiunis  in  Fleniinte  durch  l.rrinili.u(,cln  mit  {•  mein  iinoi 
Aie  und  dnrth  pai-allelc  Ebenen  Das  K  lumefemont  in  icchtwiukligoii 
und  in  PolailiootUinaten  i1 

§  4S  Der  llaHininlialfc  finer  Pyramide  dtron  brundli  lohe  em  recht« inkl igt s 
Dreieck  ]><t  und  TOn  d  rea  Kanten  dip  eine  auf  der  &rundfiiii-ho  in 
einem  von  deren  spitzen  ^\inkeln  senkrecht  steht  '3 

§  44     Verschiedene  Dai  Stellungen  die^ies  Rauminhalt'.  >i 

g  4>     Anwendung  auf  den  I<all  paralleler  Kanten  >6 

g  40     Zusiinmensetzung  der  m  §43  beti  ichttten  Pyiiini  le   lu'i  iiei  l>i  imilcu 

ieiselben  Art  mit  parallelen  Tanten  j7 

§  47  l  jiainid  deren  Grundfl  w,he  em  \  lereck  mit  drei  lechten  Winkeln  ist 
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[Einleitung  ] 

Die  Schwierigkeit  der  Begriffe  «teypit  sich  wie  es  aclieint  m 
demselbeD  Masse,  in  dem  man  den  urspiunghcben  Wihrheiten  m  der 
Natur  näher  Isommt,  ebenso  wie  sie  m  einer  inderen  liithtun^  wachst 
nach  der  Grunze  bin,  der  der  Geist  zur  Erreichung  neuer  Kenntnisse 
zustrebt.  Das  ist  der  Gruud,  weshalb  die  Schwierigkeiten  m  der  Geo 
metrie  in  erster  Linie  nothwendig  dem  Gegenstände  selbst  eigenthum 
lieh  sind.  Ferner  können  die  Mittel  zu  denen  man  Reifen  musa,  um 
hier  die  äusserste  Strenge  zu  erreichen,  kaum  dem  7iele  und  1er  Ein 
fachheit  dieser  Wissenschaft  entsprechen  Die  Mannei,  die  diesen 
Forderuugen  genügen  wollten,  habi.ii  sich  in  Limn  so  eng(,n  Kieis 
eingeschlossen,  dass  alle  ihre  Anstrengungen  nicht  dmch  Erfolg  be 
lohnt  werden  konnten  Endlich  will  ith  noch  bemeiken,  dass  seit  den 
Zeiten  eines  Newton  und  Descartes  die  ganze  Mathematik  zur 
Änalysis  geworden,  mit  so  reissender  fechnelle  fortge st h litten  ist  dast, 
sie  die  Wissenschaft  weit  hinter  sich  zuruckgeHssen  hat  ohne  die  sie 
nunmehr  auskommen  konnte,  und  diis  die«e  zugleich  lufhirte  die  [l"t 
Aufmerksamkeit  auf  sich  zu  ziehen,  die  sie  früher  erworben  hatte  Auf 
diese  Weise  haben  die  von  Euklid  herrührenden  Anfangsgrunde  tiotz 
ihres  hohen  Alters,  trotz  aller  unsrer  glanzenden  Jortschritte  in  der 
Mathematik,  bis  auf  den  heutigen  ly  ihte  «i spiunghchen  Mangel 
behalten. 

In  der  Tbat,  wer  wird  nicht  zugestehen,  dass  keine  mathematiiche 
Wissenschaft  mit  so  dunkeln  Begiiflen  begonnen  werden  dait  wie  die 
sind,  mit  denen  wir,  nach  Euklids  Voibilde,  die  Geometrie  beginnen, 
und  dass  nirgends  in  der  Mathemitik  ein  stlchei  Mangel  an  Strenge 
geduldet  werden  darf,  wie  man  ihn  in   dei  Iheoiie   dei  ParaUeüinien 

*)  Vom  Verfasser  selbst  iius  einei  Abhandluag  ausgezogen  die  er  am 
12,  Februar  löäli  in  der  Sitzung  der  A1  theilun^  f  r  ilie  phjsiko  mithemat  scten 
Wisaenachaftea  gdesea  hat,  und  zwar  unter  dem  T  tel  Eipo'utioii  succinete 
des  principeB  de  la  Geometrie  etc.". 

Lobatacliefaüj,  geomatr.  AihBndluugen,  1      £30.  IX.  1697.] 
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hat  zulassen  müasen?  Es  ist  wahr,  ditss  vor  falschen  Schlüssen  aus 
den  so  unklaren  ersten  und  allgemeineu  BegriS'eii  in  der  Geometrie 
uns  die  Vorsteilimg  der  Dinge  selbst  in  unsrer  Einbildungskraft  [2 
behütet;  auch  suchen  wir  uns  von  der  Richtigkeit  der  angenommenen 
Wahrheiten  ohne  Beweis  durch  deren  Einfachheit  zu  überreden,  sowie 
durch  die  Erfahrung,  zum  Beispiel  durch  astronomische  Beobachtungen; 
jedoch  kann  alles  das  nimmermehr  einen  Verstand  befriedigen,  der  au 
strenges  Urteilen  gewöhnt  ist.  Ueberdies  ist  es  auch  nicht  in  der 
Ordnung,  die  Erledigung  einer  Frage  geringzuschätzen,  so  lange  sie 
noch  unbekannt  ist  und  so  lange  wir  nicht  wissen,  ob  sie  nicht  noch 
zu  etwas  Anderm  dienen  kann. 

Ich  beabsichtige  hier  auseinanderzusetzen,  auf  welche  Weise  [ISO 
ich  diese  Lücken  in  der  Geometrie  auszufüllen  gedenke.  Die  Darstellung 
aller  meiner  Untersuchungen  in  gehörigem  Zusammenhange  würde  viel 
zu  viel  Baum  und  eine  Darstellung  der  ganzen  "Wissenschaft  in  voll- 
ständig neuer  Gestalt  erfordern.  Eine  ausführliche  Besprechung  der 
übrigen  Mängel  der  Geometrie,  die  nach  dem  Masse  ihrer  Schwierig- 
keit weniger  wichtig  sind,  halte  ich  nicht  für  nöthig.  Ich  will  mich 
auf  die  einzige  Bemerkung  beschränken,  dass  sich  diese  auf  die  Methode 
des  Vortrags  beziehen.  Niemand  denkt  daran,  das,  was  ausschliesslich 
der  Geometrie  angehört,  von  dem  zu  trennen,  was  diese  Wissenschaft 
bereits  zu  einer  andern  macht,  nämlich  zur  Analysis. 

B  ij 

Die  ersten  Begriffe,  mit  denen  eine  Wissenschaft,  welche  es  auch 
sei,  beginnt,  müasen  klar  und  auf  die  kleinste  Zahl  zurückgeführt  sein. 
Nur  dann  können  sie  für  das  Lehrgebäude  eine  feste  und  genügende 
Grundlage  bilden.  Begriffe  dieser  Art  werden  durch  die  Sinne  er- 
worben; auf  angeborene  darf  man  sich  nicht  verlassen. 

Nichts  kann  einfacher  sein  als  der  Begrifl^  der  die  Grundlage  der 
Arithmetik  bildet.  Wir  erkennen  leicht,  dass  in  der  Natur  Alles  der 
Messung  unterliegt,  dass  Alles  gezählt  werden  kann.  Die  Sätze  der  [181 
Mechanik  sind  von  andrer  Art;  mit  Hülfe  seiner  alltäglichen  Erfah- 
rungen allein  hatte  der  Mensch  nicht  auf  sie  kommen  können.  Die 
ewige  Dauer  und  Unveränderlich keit  einer  einmal  ertheilten  Bewegung, 
die  gemessen  wird  durch  die  Geschwindigkeit  eines  Körpers  und  durch 
die  Massen  verschiedener  Körper,  das  sind  Wahrheiten  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  sie  Zeit  und  die  Hülfe  andrer  Kenntnisse  erfor- 
derten und  ein  Genie  voraussetzten. 

Unter  den  Eigenschaften,  die  allen  Körpern  gemeinsam  sind,  muss 
eine  als  geometrisch  bezeichnet  werden,  die  Berührung.    Mit  Worten 
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voUstiindig  wiederzugeben,  was  wir  darunter  verstehen,  ist  unmöglich: 
der  Begriff  ist  durch  die  Sinne  erworben,  wir  Tcrstehen  ihn.  Die  Be- 
rührung bildet  die  unterscheidende  Eigenschaft  der  Körper:  weder  bei 
den  Kräften  noch  bei  der  Zeit  noch  irgendwo  soust  in  der  Natur 
finden  wir  sie.  Wenn  man  bei  einem  Körper  alle  übrigen  E^en- 
Schäften  wegnimmt,  bezeichnet  man  ihn  als  einen  geometrischen. 
Die  Berührung  vereinigt  zwei  Körper  zu  einem  einzigen.  So 
stellen  wir  uns  alle  Körper  als  Theile  eines  einzigen  vor,  des  Raumes. 
Ein  Körper  ist  begränzt,  wenn  ihn  ein  zweiter  —  ein  umgebender 
■ —  berührt  und  durch  seine  Berührung  die  Berührung  jedes  dritten 
unmöglich  macht.  Dieser  zweite  wird  der  umgehende  Raum  sein, 
wenn  er  mit  dem  ersten  zusammen  den  ganzen  Raum  bildet.  Die  [183 
Leere,  die  ein  Körper  im  Innern  des  Raumes  einnimmt,  heisst  sein 
Ort.  Zwei  Körper  sind  kongruent,  wenn  jeder,  ohne  irgend  eine  [A 
Veränderung,  diesen  Ort  ausfüllt,  das  heisst,  den  Raum  vollständig 
macht.  Bios  gleich  sind  sie,  wenn  man,  um  den  Ort  des  einen  aii- 
■iufüHcn,  den  andern  in  Theile  zerlegen  und  diese  Theile  in  neuer 
Anordnung  vereinigen  muss, 

[§  2-] 

Die  gedachte  Zerlegung  eines  Körpers  in  zwei  Theile  werden  wir 
einen  Schnitt  nennen.  Jeder  der  beiden  Theile  dient  zur  Bestim- 
mung einer  Seite  des  Schnittes. 

üie  geometiischen  Eigenschaften  der  Körper  erkennen  wir,  indem 
wir  diese  auf  ^erochiedene  Weise  in  Theile  zerlegen.  Sie  dienen  der 
Geometrie  als  tiundhge  und  sind  in  Folgendem  enthalten; 

I.  Jeder  Körper  kann  in  Theile  zerlegt  werden,  die  einander  nicht 
über  einen  hinaus  beiuhren  Derartige  Schnitte  werden  wir  als  Reihen- 
schnitte bezeichnen;  ihre  Zahl  ist  unbegränzt. 

II.  Jeder  Körper  kann  in  Theile  zerlegt  werden,  die  alle  [J83 
paarweise  einander  berühren  und  deren  Zahl  bei  jedem  neuen  Schnitte 
um  zwei  wächst.  Derartige  Schnitte  werden  wir  als  Wendeschnitte 
bezeichnen:  ihre  Zahl  ist  unbegränzt. 

III.  Jeder  Körper  kann  durch  drei  Schnitte  in  acht  Theile  zerlegt 
werden,  die  alle  paarweise  einander  berühren;  aber  alsdann  ist  es  nicht 
mehr  möglich  durch  einen  neuen  Schnitt  die  Zahl  der  Theile  zu  ver- 
doppeln. Derartige  Schnitte  werden  wir  als  drei  Hauptschnitte 
bezeichnen. 

Wendeschnitte  können  die  Zahl  der  Theile  auch  blos  um  je  einen 
vermehren.  Das  wird  dann  eintreten,  wenn  die  fehlende  Zahl  der 
Theile  durch  Hinzufügung  eines  neuen  Körpers  und  durch  Fortsetzung 
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der  Schnitte  in  (diesen  hinein  ergänzt  wird;  demnach  ist  das  Merkmal 
der  Wende  schnitte  eigentlich  nicht  die  Zahl  der  Theile,  sondern  deren 
paarweise  Berührung  mit  einander.  Jedoch  ist  das  allein  nicht  ge- 
nügend, sondern  ea  ist  noch  Folgendes  erforderlich.  Wenn  man  zu 
jedem  der  beiden  Wendeschnitte  in  den  beiden  Theilen  des  Körpers, 
die  sich  auf  gegenüberliegenden  Seiten  befinden,  Reihen  schnitte  führt, 
so  müssen  die  immer  in  dem  einen  Theile  solche  Stücke  abschneiden, 
die  den  andern  nicht  berühren. 

Eine  ähnliche  Bemerkung  bezieht  sich  auch  auf  die  drei  Haupt- 
sehnitte,  von  denen  je  zwei  zugleich  Wendeschnitte  sind,  und  das  ist 
schon  hinreichend,  damit  sie  Hauptschnitte  seien. 

Die  den  drei  Hauptschnitten  entsprechenden  Reihen  schnitte  be- 
stimmen in  dem  Körper  dessen  drei  Ausdehnungen. 

Einen  Körper  messen  heisst  die  kongruenten  Theile  zählen,  in  [1S4 
die  dieser  Körper  und  ein  andrer  als  Mass  genommener  durch  Reihen- 
schnitte nach  drei  Ausdehnungen  zerlegt  werden. 

[§3-) 

Die  Vereinigung  zweier  Körper  zu  einem  wird  zugleich  ein  Schnitt 
in  diesem  einen  sein.  Jenachdem  die  Berührung  nur  zu  einem  Schnitte 
oder  zu  einigen  Wendeschnitten  oder  zu  drei  Hauptschnitten  gehört, 
wird  sie  fläehenhaft,  linienhaft,  punkthaft  sein.  Wir  denken  uns 
einen  Körper  durch  drei  Hauptschnitte  in  acht  Theile  zerlegt,  die  [i 
durch  andre  Schnitte  nicht  würden  entstehen  können.  In  diesem  Falle 
erhalten  wir  mit  dem  ersten  Schnitte  eine  flächenhafte  Berührung 
zweier  Theile.  Durch  den  zweiten  Schnitt  erzeugen  wir  zwei  Theile, 
die  sich  auf  gegen  überHe  gen  den  Seiten  jedes  der  beiden  Schnitte  be- 
finden und  einander  linienhaft  berühren.  Mit  dem  dritten  Schnitte 
entstehen  zwei  Theile,  die  sich  auf  gegenüberliegenden  Seiten  jedes  der 
drei  Schnitte  befinden  und  daher  einander  punkthaft  berühren. 

Ein  Körper  bekommt  den  Namen  Fläche,  wenn  er  einen  andern 
fläehenhaft  berührt  und  wenn  man  nur  die  gegenseitige  Berührung 
dieser  beiden  Körper  in  Betracht  zieht;  deshalb  gestattet  man  auch, 
alle  Theile  des  einen  wegzuwerfen,  die  den  andern  nicht  berühren. 
So  wird  die  eine  der  drei  Ausdehnungen  vernichtet  und  so  ge-  [185 
langen  wir  diu-ch  Beseitigung  unnöthiger  Theile  der  Fläche  zur  Dünne 
eines  Papierblattes  oder  so  weit,  wie  die  Einbildungskraft  gehen  kann. 

Die  beiden  Körper,  deren  Berührung  hier  betrachtet  wird,  sind 
die  beiden  Seiten  der  Fläche. 

Linie  heisst  ein  Körper,  der  einen  andern  linienhaft  berührt 
und  von  dem  man  die  Theile  wegzuwerfen  gestattet,  die  diesen  andern 
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nicht  berühren.  Wir  gelangen  so  zur  Dünne  eines  Haares,  eines 
Federstriches  auf  dem  Papier  und  dergleichen.  Bei  der  Verwandlung 
des  Körpers  in  eine  Linie  werden  zwei  Ausdehnungen  vernichtet,  denn 
zwei  Schnitte  bilden  im  Räume  eine  Linie,  wenn  Reihen  schnitte,  die 
man  zu  jedem  von   ihnen   führt,  nur  überflüssige  Theile  abschneiden. 

Ein  Körper  bekommt  den  Namen  Punkt,  wenn  man  seine  punkt- 
hafte Berührung  mit  einem  andern  betrachtet  und  deshalb  die  Theile 
des  ersten  wegzuwerfen  gestattet,  die  den  andern  nicht  berühren.  So 
kann  man  zur  Kleinheit  eines  Sandkömchens  oder  eines  mit  der  Feder- 
apitze  auf  dem  Papier  gemachten  Punktes  gelangen. 

Ein  Punkt  wird  im  Räume  durch  drei  Hauptschnitte  gebildet,  und 
Reihen  schnitte,  die  man  zu  jedem  von  diesen  führt,  schneiden  [_186 
nur  überflüssige  Theile  ab:  folglich  ist  bei  dem  Punkte  überhaupt  keine 
Ausdehnung  mehr  vorhanden. 

Bei  Fläche,  Linie  und  Punkt  richtet  man  seine  Aufmerksamkeit 
nur  auf  die  Berührung  zweier  Körper.  Das  bedeutet,  dasa  man  bei 
dem  einen  Körper  alle  solchen  Veränderungen  zulässt,  die  keine  Theile 
des  andern  ihrer  Berührung  berauben  und  auch  keine  neuen  Theile 
hinzufügen,  die  den  andern  berühren.  Das  ist  der  Grund,  weshalb  es 
bei  der  Messung  der  Flächen  und  Linien  erlaubt  ist,  alle  Reihen- 
schuitte,  vermöge  deren  man  die  Ausdehnungen  bestimmt,  durch  zu- 
gehörige Wendescbnitte  zu  ersetzen.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Linie 
die  Grösse  einer  Fläche  nicht  verändert  und  ein  Punkt  nicht  die  einer 
Linie.  Hieraus  ist  auch  ersichtlich,  dass  eine  Linie  einer  ganzen  Schaar 
von  Wende  schnitten  angehören  muss,  und  deshalb  sind  zur  Bildung 
einer  Linie  zwei  Flächen  nöthig,  von  denen  man  sagt,  dass  sie  ein- 
ander in  der  Linie  schneiden,  jede  dieser  Flächen  wird  durch  [5 
die  Linie  in  zwei  Theile  zerlegt,  die  die  beiden  Seiten  der  Liüie  sind. 

Ein  Punkt  gehört  nicht  nui  drei  Haupfcschnitten  an,  sondern  allen 
Wen  de  schnitten,  die  diesen  entsprechen,  und  deshalb  sind  zur  Bildung 
eines  Punktes  zwei  Linien  nothig,  von  denen  man  sagt,  dass  sie  ein- 
ander in  dem  Punkte  schneiden.  Jede  Linie  wird  durch  den  Punkt 
in  zwei  Theile  zerlegt,  die  zur  Bestimmung  der  beiden  Seiten  [187 
des  Punktes  dienen. 

Der  Punkt  hat  keine  Grösse,  da  er  ohne  Ausdehnung  ist  und 
deshalb  keine  Messung  zulässt. 

Wenn  zwei  Körper  Ä  und  B  einen  dritten  C  in  je  einem  Punkte 
berühren,  so  wird  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Punkte  oder  ihr 
sogenannter  Abstand  von  einander  jedesmal  bestimmt  sein,  sobald  A 
und  B  durch  einen  Körper  D  verbunden  sind,  der  G  nicht  berührt, 
auch  wenn  dabei  an  A,  S  und  D   Veränderungen   vorgehen   sollten. 
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indem  neue  Theile,  die  C  nicht  berühren,  weggenommen  oder  hinzu- 
gefügt werden,  oder  solche  Umgestaltungen  von  A  und  J3,  die  bei 
dieser  Art  der  Berührung  von  A  und  B  mit  C  zulässig  sind.  So  dient 
der  Zirkel  zur  Bestimmung  von  Abständen. 

[S  4.]  [fs/ 

Mit  diesen  Begriffen  vom  Räume  und  von  dem  Verfahren  zur 
Messung  seiner  Ausdehnung  kann  die  Geometrie  unter  voller  Strenge 
der  Beweise  in  der  Ordnung  durchgeführt  werden,  in  der  sie  hier 
nachher  auseinandergesetzt  wird,  wobei  dann,  wenn  keine  neuen  Er- 
klärungen gegeben  werden,  die  von  jedermann  angenommenen  Benen- 
nungen gemeint  sind. 

Kugeifiäehe  heissfc  eine  Fläche,  deren  sämmthche  Punkte  sich 
von  einem,  dem  Mittelpunkte,  in  gleichem  Abstände  befinden.  Dieser 
Abstand  ist  der  Halbmesser  der  Kugelfl'äche.  Die  innere  Seite  der 
Kugelfliiche  ist  die,  wo  ihr  Mittelpunkt  Hegt;  die  andre  ist  die  äussere. 

Der  Körper,  der  von  der  Kugelfläche  begränzt  wird,  heisst  Kugel 
und  hat  denselben  Mittelpunkt  und  denselben  Halbmesser  wie  die 
Kugelfläche. 

Kugeln  und  Kugelflächen  sind  kongruent,  wenn  ihre  Halb-  [3S0 
messer  gleich  sind. 

Kongruente  Kugeln  fallen  zusammen,  das  heisst,  sie  decken 
einander,  wenn  sie  die  Mittelpunkte  gemein  haben,  welches  ihre  Lage 
auch  sonst  sein  mag. 

Dagegen  können  koncentrische  Kugelflächen  mit  verschiedenen 
Halbmessern  keinen  einzigen  Punkt  gemein  haben.  Derartige  Kugel- 
flächen stellen  im  Räume  Reihenschnitte  dar.  Der  Halbmesser  einer 
solchen,  die  im  Innern  einer  andern  enthalten  ist,  wird  als  der  kleinere 
betrachtet.  Das  dient  zur  ersten  Vergleichung  von  Abständen  unter 
einander. 

Eine  Kugelfläche  begränzt  den  Raum  von  allen  Seiten,  weil  eine 
andre,  koncentrische  Kugelfläche,  die  sich  ausserhalb  der  ersten  be- 
findet, eine  solche  Schicht  hinzufügt,  die  es  überhaupt  für  jeden  Körper 
unmöglich  macht,  die  zur  ersten  gehörige  Kugel  zu  berühren. 

Zwei  Kugelflächen  um  verschiedene  Mittelpunkte,  die  in  einander  [6 
hinein  und  wieder  heraus  treten,  zerlegen  den  Raum  in  vier  Theile; 
der  eine  Ä  gehört  der  inneren  Seite  der  einen  und  der  andern  Kugel- 
flache  an,  der  andre  B  der  äusseren  Seite  beider,  der  dritte  Ü  [330 
der  äusseren  Seite  der  einen  und  der  inneren  der  andern  und  beim 
vierten  D  ist  es  umgekehrt.  Neue  Kugelflächen  um  dieselben  Mittel- 
punkte  schneiden  entweder  von   Ä  Theile   ab,  die   B  nicht   berühren 
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oder  umgekehrt,  und  ebenso  von  C  solche  Theile,  die  D  nicht  berühren 
oder  umgekehrt.  Demnach  ergiebt  der  Schnitt  zweier  Kugelflächen 
eine  Linie,  die  man  Kreis  nennt. 

Hiernach  stellen  zwei  KugelHUchen,  die  einander  schneiden,  im 
Räume  zwei  Hauptschnitte  dar,  oder,  was  ganz  dasselbe  ist,  zwei 
Weudeschnitte.  Aus  demselben  Grunde  stellen  drei  Kugelflächen,  wenn 
sie  einander  schneiden,  drei  Hanptschoitte  dar. 

Ebene  heisst  die  Fläche,  in  der  alle  Kreise  hegen,  die  als  Schnitte 
kongruenter  Kugelflachen  um  zwei  Punkte  —  die  Erzeugungs- 
mittelpunkte —  entstehen.  Die  Ebene  kann  folglich  unbegräjizt 
fortgesetzt  werden,  indem  man  die  Halbmesser  der  kongruenten  Kugel- 
flachen  vergrijssert. 

Der  Kreis,  der  durch  den  Schcitt  kongruenter  Kugelflächen  ent- 
steht, deckt  sich  selber,  mit  welcher  Seite  und  in  weicher  Lage  [331 
er  auch  auf  sich  gelegt  werden  mag,  solange  nur  die  Mittelpunkte 
der  Kugelflachen  ihren  Ort  beibehalten  oder  der  eine  an  den  Ort  des 
andern  verlegt  wird. 

Im  Innern  jedes  Kreises  befindet  sich  auf  der  Ebene  ein  Punkt, 
der  Mittelpunkt  des  Kreises,  dessen  Abstände  —  die  Halbmesser 
—  von  allen  Punkten  des  Kreises  kongruent  sind.  Zu  allen  diesen 
Kreisen,  die  die  Ebene  erzeugen,  kann  nur  ein  einziger  Punkt  als 
Mittelpunkt  gehören. 

Gerade  Linie  heisst  die  Linie,  die  zwischen  zwei  Punkten  sich 
selbst  in  allen  Lagen  deckt.  Von  dieser  Beschaffenheit  ist  in  der  Ebene 
des  Kreises  die  Linie,  deren  Punkte  an  ihren  Plätzen  bleiben,  wenn 
der  Kreis  sich  selbst  von  der  andern  Seite  deckt. 

Der  Abstand  zweier  Punkte  kann  durch  eine  gerade  Linie  be- 
stimmt werden,  und  deren  Beschaffenheit  gemäss  entstellt  jeder  Abstand 
aus  einem  andern  und  dessen  Theilen  durch  Vervielfachung. 

Eine  gerade  Linie  liegt  ganz  in  einer  Ebene,  sobald  sich  zwei 
ihrer  Punkte  in  der  Ebene  befinden. 

Durch  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  [332 
kann  man  nur  eine  Ebene  legen. 

Jeder  Punkt  ausserhalb  einer  Ebene  kann  als  Erzeugungsmittel- 
punkt für  die  Ebene  genommen  werden,  und  auf  der  gegenüberliegen- 
den  Seite   befindet   sich  dann   ein    andrer  entsprechender  Mittelpunkt. 

Zwei  Ebenen  achneiden  einander  in  einer  geraden  Linie. 

[§  6.] 
Die  Grösse   einer  geraden   Linie  wird   durch    deren  Vergleichung 
mit  einer  andern  bestimmt. 
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Auf  ähnliche  Weise  wird  auch  die  Grösse  eines  Kreisbogens  durch 
dessen  Vergleichung  mit  dem  umfange  bestimmt,  von  dem  der  Bogen 
ein  Theil  ist.  Dieses  Verhältnis a  hängt  nicht  von  der  Grösse  des 
Halbmessers  ab,  sondern  von  der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  [7 
Halbmesser,  die  durch  die  Enden  des  Bogens  gehen.  Um  willkürlich 
zu  lassen,  welcher  Bogen  als  Einheit  benutzt  wird,  werden  wir  den 
Umfang  mit  2x  bezeichnen.  Ein  so  dargestellter  Bogen  heisst  gerad- 
liniger Winkel,  oder  Winke!  der  beiden  Geraden,  die  durch  die  Enden 
des  Bogens   gehen  und  im  Mittelpunkte   des  Kreises  zusammentreffen. 

Ebenso  werden  wir  mit  2n  auch  die  Kugelßäche  bezeichnen,  {333 
wenn  wir  die  Ausschnitte  auf  dieser  im  Vergleich  mit  ihr  bestimmen. 
Wenn  der  Ausschnitt  durch  zwei  Ebenen  entsteht,  die  durch  den 
Mittelpunkt  gehen,  so  ist  seine  Grösse  ein  Ebenenwinkel,  bei 
andern  Ausschnitten  ein  körperlicher  Winkel. 

Ebenenwinkel  und  körperliehe  Winkel  hängen  nicht  von  dem 
Halbmesser  der  Kugelfiäche  ab,  sondern  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  Ebenen,  die  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugelfläehe  ausgehen.  Der 
Ebenenwintel  hängt  auch  nicht  von  dem  Orte  ab,  an  dem  sich  der 
Kugelmittelpunkt  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  befindet. 

Der  Ebenenwinkel  ist  gleich  dem  geradlinigen  Winkel  zwischen 
den  Lothen,  die  in  den  Ebenen  auf  deren  Schnittlinie  und  zwar  in 
demselben  Punkte  errichtet  sind. 

Damit  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senkrecht  sei,  genügt  es,  dass 
sie  auf  zwei  Geraden  in  der  Ebene  senkrecht  sei. 

Die  Winkelsumme  des  geradlinigen  Dreiecks  kann  nicht  grösser 
als  jr  sein,  dagegen  ist  die  Winkelsumme  des  sphärischen  Dreiecks 
immer  grösser  als  jt. 

Die  Summe  zweier  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  [334 
jedesmal  zugleich  mit  der  Summe  der  gegenüberliegenden  Seiten  >  rc, 
=^  jr,  <  w  [,  voraus  gesetzt,  dass  die  dritte  Seite  kleiner  als  w  ist]. 

Wenn  in  einem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  die  eine  Kathete 
<  jr  ist,  so  ist  die  andre  zugleich  mit  dem  gegenüberliegenden  Winkel 

Im  geradlinigen  Dreiecke  liegt  der  grösseren  Seite  der  grössere 
Winkel  gegenüber  und  umgekehrt. 

Die  Summe  zweier  Seiten  des  geradlinigen  Dreiecks  ist  grösser 
als  die  dritte. 

Im  sphärischen  Dreiecke  ist  der  Winkel  gegenüber  der  grösseren 
von  zwei  Seiten  der  grössere  oder  der  kleinere,  jenachdem  die  dritte 
Seite  <  7t  oder  >  a  ist. 
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Die  Summe  zweier  Seiten   eines  sphärisclien  Dreiecks  iat  grösser 
als  die  dritte,  wenn  diese  dritte  <  at  ist. 


[§<5.] 
!  eines  körperliehen  Winkels  ist  gleich 


S-{n 


2)  TT 


WO   S  die  Wjnkelsumme    des  sphärisclien   Vielecks  ist   und  n    dessen 
Seitenzahl. 

Wir  setzen  die  Zahl  der  Flächen  oder  Figuren,  die  einen  '[235 
regelmässigen  Körper  begränzen,  gleich  n,  die  Zahl  der  Seiten  einer 
Figur  gleich  m,  die  Zahl  der  Mächen,  die  sieh  zu  einem  körperlichen 
Winkel  zusamraenschliessen,  gleich  t.  Jeder  Fläche  des  Körpers  [8 
entspricht  beim  Mittelpunkte  der  Winkel  2« :  n,  zu  dem  gerade  m 
Ebenenwinkel,  jeder  von  der  Grösse  2k  :  t,  gehören;  vergleichen  wir 
hiernach  die  beiden  Ausdrücke  für  den  körperlichen  Winkel,  so  finden 


jelmässigen  Körpers  ist 


1m-{m-1)t 

Hier  können  m   und  t  nicht  grösser  als  fünf  sein,   sonst   wird  n 
negativ;  folglich  sind  alle  möglichen  Annahmen  diese: 

m  =  3,  (  =  3,  w  ^    4;  der  Körper  heisst:  Tetraeder; 
m  =  3,  i  =  4,  n=     8;     „  „  „      :  Oktaeder; 

m '=  3,  (=5,  M  =  20;     „         „  „     :  Ikosaeder; 

,K  =  4,  i=3,  «=    6;     „  „  „      :   Würfel; 

)«  =  5,  i  =  3j  H  =  12;     „  „  „      ;  Dodekaeder. 

Die  Zahl  der  Ecken  oder  Spitzen  des 
gleich  nm  :  i,  folglich: 

beim  Tetraeder      .  .  . 

„      Oktaeder        .  . 

„      Ikosaeder 

„      Würfel 

„      Dodekaeder 

Es  verdient  Beachtung,  dass  man  den  vorhin  angegebenen  Werth 
für  n  finden  kann,  ohne  zu  berücksichtigen,  auf  welche  Weise  der 
körperliche  Winkel  aus  seinen  Ebenenwinkeln  gefunden  wird.  In  der 
That,  die  Zahl  der  Kanten,  in  denen  die  Flächen 
muss    offenbar    ^nm   sein,   während    sie   nach   der 
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Eiilers*)  (nm :  t)  -{-  n  —  2  sein  wird;   indem  wir  den  einen  Ausdruck 
mit  dem  andern  vergleichen,  erhalten  wir  dasselbe  n  wie  schon  Yorhin. 

B  '.] 

Alle  Fälle  der  Kongruenz  von  Dreiecken  können  nunmehr  ohne 
Benutzung  der  Theorie  der  Parallel  1  in ien  bewiesen  werden.  — 

Geradlinige  Dreiecke  sind  jedesmal  kongruent,  wenn  bei  ihnen  [337 
gleich  sind: 

1)  eine  Seite  und  zwei  Winkel; 

2)  zwei  Seiten  und  der  Winkel  zwischen  diesen; 

3)  zwei  Seiten  und  der  Winkel  gegenüber  der  grösseren;  [0 

4)  die  drei  Seiten; 

sphärische  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  bei  ihnen  gleich  sind: 

1)  die  drei  Seiten; 

2)  zwei  Seiten  und  der  Winkel  zwischen  ihnen; 

3)  zwei  Seiten  und  der  Winkel  gegenüber  der  einen,  aber  die 
Winkel,  die  in  den  beiden  Dreiecken  der  andern  Seite  gegenüberliegen, 
dürfen  nicht  x  zur  Summe  haben; 

4)  eine  Seite  und  die  zwei  Winkel  an  ihr; 

5)  zwei  Winkel  und  die  Seite  gegenüber  dem  einen,  aber  die 
Seiten,  die  in  den  beiden  Dreiecken  dem  andern  Winkel  gegenüber- 
liegen, dürfen  zusammen  nicht  die  Summe  jr  ergeben; 

6)  die  drei  Winkel. 

Zwei  geradlinige  Dreiecke,  in  denen  die  drei  Winkel  gleich  sind, 
brauchen  nicht  kongruent  zu  sein,  wenn  man  die  Summe  der  Winkel 
in  jedem  gleich  it  annehmen  will.  Dagegen  müssen  sie  kongruent  [338 
sein,  wenn  sich  bei  ihnen,  ähnlich  wie  bei  den  sphürischen,  die  Winkel- 
'  yon  jr  unterscheidet. 


[§  sj 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  W  mkelsumme  des  geradlinigen  Drei- 
ecks nicht  grosser  als  je  sein  kann  Es  bleibt  daher  übrig,  diese 
Summe  gleich  nr  oder  kleiner  als  jr  anzunehmen  Das  eine  und  das 
andre  kann  ohne  jeden  Widerspruch  in  der  Folge  angenommen  werden, 
und  daraus  gehen  nun  zwei  Geometrien  hervor:  die  eine,  die  gewöhn- 
liche, sie  ist  es  bis  jetzt  ihrer  Einfachheit  wegen,  stimmt  mit  allen 
thataächlichen  Messungen  überein;  die  andre,  die  imaginäre,  allge- 
meinere und  deshalb  in  ihren  Rechnungen  schwierigere,  lässt  eine 
Abhängigkeit  der  Linien  von  den  Winkeln  als  möglieh  zu. 

*)  Den  einfachsten  Beweis  dieses  Satzes  hat  Grunert  geliefert  (s.  Journal 
für  die  Mathematik,  toh  Grelle,  Bd.  2,  [t827,]  S.  367). 
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§  6 — 8,    Kongruente  Dreiecke.    Parallele  Linien.    Die  Funktion  F{a).         H 

Will  man  in  einem  geradlinigen  Dreiecke  die  Winkelsumme  gleich 
JE  annehmen,  so  wird  sie  überhaupt  in  allen  diesen  Werth  haben.  Wenn 
man  sie  dagegen  in  einem  einzigen  kleiner  als  ro  zulässt,  ao  lat  leicht 
zu  zeigen,  dass  sie  mit  wachsenden  Seiten  des  Dreiecks  abnimmt 

Unter  allen  Umständen  können  daher  zwei  Gerade  m  einer  Ebene 
niemals  zusammentreffen,  wenn  sie  mit  einer  dritten  Winkel  bilden, 
deren  Summe  w  ist.  Sie  schneiden  einander  möglicherweise  auch  ["J'* 
in  dem  Falle  nicht,  wenn  diese  Summe  kleiner  als  sr  ist,  wofern  man 
überdies  die  Winkelsumme  im  Dreiecke  kleiner  als  x  annehmen  will. 

In  ihrer  Beziehung  zu  einer  Geraden  können  daher  alle  Geraden 
einer  Ebene  in  schneidende  und  nichtschneidende  eingetheüt 
werden.  Die  letzteren  sollen  parallel  heissen,  wenn  sie  unter  allen 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Geraden  die  Gränze  zwischen  den  beiden 
Arten  bilden  oder,  anders  ausgedrückt,  den  üebergang  von  der  einen 
Art  zur  andern. 

Wir  denken  uns  von  einem  Punkte  aus  das  Loth  a  auf  eine  ge- 
gebene Gerade  gefällt  und  zu  dieser  von  demselben  Punkte  aus  eine 
Parallele  gezogen;  wir  bezeichnen  mit  F(a)  den  Winkel  zwischen  a 
und  der  Parallelen.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  der  Winkel  F(a)  [lO 
für  jede  Gerade  a  gleich  -^ir  ist,  sobald  die  Winkelsumme  im  Dreiecke 
gleich  5t  ist;  aber  bei  der  andern  Voraussetzung  ändert  sich  der  Winkel 
F{ci)  mit  a,  indem  er  mit  wachsendem  a  bis  zur  Null  abnimmt  und 
beständig  kleiner  als  -^ji  bleibt.  Um  bei  dieser  letzteren  Voraussetzung 
die  Bedeutung  von  F(a)  auf  alle  Geraden  a  auszudehnen,  werden  wir 
annehmen : 

-f(0)-|-,     F(--a)  =  ,,^F(a). 

Man  kann  sich  dann  für  jeden  spitzen  Winkel  Ä  eine  positive  [340 
und  für  jeden  stumpfen  Winkel  A  eine  negative  Linie  a  denken  von 
solcher  Beschaffenheit,  dasa:  A  =  F(a)  ist. 

Uebrigens  besitzen  die  Parallellinien  sowohl  bei  der  einen  als  bei 
der  andern  Voraussetzung  folgende  Eigenschaften: 

Wenn  zwei  Gerade  parallel  sind,  so  liefert  der  Schnitt  durch  sie 
gelegter  Ebenen  auch  eine  zu  beiden  parallele  Gerade. 

Zwei  Gerade,  die  einer  dritten  parallel  sind,  sind  unter  einander 
parallel. 

Wenn  drei  Ebenen  einander  in  parallelen  Geraden  schneiden,  so 
ist  die  Summe  der  inneren  Ebenenwinkel  gleich  je. 
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[§9-] 

Die  Annahme,  dass  die  Winkel  summe  im  DreiecJse  kleiner  als  n 
ist,  bringt  es  mit  sieh,  dass  sieh  der  Kreis  mit  wachsendem  Halb- 
messer nicht  einer  geraden  Linie  nähert,  sondern  einer  krummen  Linie 
von  besonderer  Art,  die  wir  Gränzkreis  nennen  werden.  Auch  die 
Kugelfläche  wird  sich  in  diesem  Falle  einer  krummen  Fläche  nähern, 
die  wir  in  ähnlicher  Weise  Gränzkugel  nennen  werden.  Diese  [240 
Fläche  ergiebt  als  Schnitt  mit  einer  Ebene  entweder  einen  Kreis  oder 
einen  Gränzkreis, 

Die  Geometrie  auf  der  Gränzkugel  ist  der  Form  nach  vollständig 
dieselbe,  wie  wir  sie  auf  der  Ebene  kennen.  Der  Gränzkreis  ersetzt 
bei  ihr  die  gerade  Linie,  und  die  Winkel  zwischen  den  Ebenen,  in 
denen  die  Gränzkreise  liegen,  vertreten  die  Stelle  der  Winkel  zwischen 
geraden  Linien. 

Die  Gränzkreise  kommen  geraden  Linien  um  so  näher,  je  kleiner 
ihre  Bogen  sind,  so  dass  man  den  Unterschied  im  Verhältnisse  zur 
Länge  des  Bogens  so  klein  machen  kann,  wie  man  will.  Deshalb  gilt 
atich  Alles,  was  von  den  einen  gilt,  zugleich  von  den  andern,  wenn 
man  nur  beide  ausserordentlich  klein  nimmt. 

Wenn  daher  die  in  der  Natur  bestehende  Geometrie  so  beschaffen 
ist,  dass  zwei  parallele  Linien  zu  einer  dritten  Linie  unter  Winkeln 
geneigt  sein  müssen,  deren  Summe  kleiner  ist  als  tc,  so  wird  die  ge- 
wöhnliche Geometrie  eine  Geometrie  von  Linien  sein,  die  ausser-  ^341 
ordentlich  klein  sind  im  Vergleiche  mit  solchen,  bei  denen  die 
Winkelsumme  im  Dreiecke  als  von  je  verschieden  angenommen  werden 

'""'°-     .  .  .  rsr.n.a 

Es  ist  gesagt  worden,  dass  die  Geometrie  auf  der  Gränz-   |_     32? 

kugel  genau  dieselbe  ist,  wie  auf  der  Ebene.  In  der  ersten  ersetzt 
der  Gränzkreis  die  Gerade;  die  Winkel  zwischen  den  Ebenen,  in  denen 
die  Gränzkreise  liegen,  nehmen  die  Stelle  der  Winkel  zwischen  geraden 
Linien  ein.  Der  Messung  von  Dreiecken  auf  der  Gränzkugel  muss 
jedoch  die  Lehre  von  den  trigonometrischen  Funktionen  vorhergehen; 
und  wenn  es  sich  um  die  geometrische  Konstruktion  handelt,  so  musa 
man  mit  den  Dreiecken  auf  der  Gränzkugel  verfahren,  wie  man  {328 
es  mit  sphärischen  thun  würde.  Die  Ebenen,  in  denen  die  Gränzkreise 
liegen  und  die  man  Normalebenen  nennen  kann,  werden  die  Ebenen 
grösster  Kreise  einer  Kugelfläche  darstellen ;  die  Schnittlinien  aber  dieser 
Ebenen  unter  einander,  also  die  Normalen  oder  Axen  der  Gränz- 
kugel werden  dasselbe  sein,  was  die  Halbmesser  der  gewöhnliehen 
Kugel  sind. 
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Wir  ■werden  hiernacli,  ohne  einen  Untersctiied  zu  machen,  von 
geradlinigen  Dreiecken  sprechen,  indem  wir  darunter  zugleich  auch 
Dreiecke  auf  der  Gränzkugel  verstehen,  die  aus  Bogen  von  Gräuzkreisen 
gebildet  sind. 

[8  10.] 

Wir  bezeichnen  in  einena  geradlinigen  [rechtvpinkligen]  Dreiecke 
die  Katheten  mit  «  und  i,  die  gegenüberliegenden  Winkel  nait  Ä  und 
S,  die  Hypotenuse  mit  e. 

Das  Verhältniss  a :  c  verändert  sich  in  einem  solchen  Dreiecke 
überhaupt  nur  mit  dem  Winkel  A.  Diese  Abhängigkeit  des  Verhält- 
nisses a ;  c  von  Ä  bezeichnet  man  mit 

—  =  sin  j4 

und  nennt  a  :  c  den  Sinus  von  A.  Die  Erklärung  von  sin  A  erweitert 

man  auf  andre  Winkel,   die  nicht  vfie  A  spitz  und  positiv  sind,  [339 
indem  man  annimmt: 

sin  0  =  0,  sin  ^  =  1, 

sin  ()ijt  -|-  j4)  =  (—  1)"  sin  .4;     sin  (%  —  A)  =  sin  A, 

wo  A    ein   Winkel    von  0    bis   ^ji  ist,    n   eine    positive    ganze   Zahl, 
Endlich  setzt  man  für  jedes  positive  A: 

sin  {—  J.}  =  —  ain  A; 
folglich  auch  für  negatives  A  und  für  ^  =  0. 

So  kann  man  den  Sinus  jedes  Winkels  auf  den  Sinus  von  Null 
oder  von  ^ä  oder  auf  den  eines  spitzen  positiven  Winkels  zu-  [la 
rückfUbren.  Die  Werthe  der  beiden  ersten  sind  gegeben;  die  Werthe 
der  letzteren  stellen  das  Verhältniss  zweier  Seiten  im  rechtwinkligen 
Dreiecke  dar. 

Nunmehr  ist,  wie  leicht  einzusehen,  stets,  was  auch  A  für  ein 
Winkel  sein  mag: 

sin  (w  +  J.)  =  —  sin  Ä. 

Ausser  der  trigonometrischen  Funktion,  die  Sinus  genannt  wird, 
sind  noch  andre  gebräuchlich:  Cosinus,  Tangente  und  Cotangente, 
deren  Erklärung  und  Bezeichnung  die  folgenden  Gleichungen  lehren:   [330 

I  -In  A        ,  .  sin  A  ,  .  cosjI 

COS  A  =  sin  l-g  —  A\,     tang  A  =  — --j >     cotaug  A  =  -r^  ■ 

Die  Werthe  aller  dieser  trigonometrischen  Funktionen  ändern  sich 
nicht,  wenn  wir  zu  dem  Winkel  2w  hinzufügen. 
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Im  rechtwinkligen  Dreiecke  findea  wir: 
ain^  A  -f-  cos^  X  =  1 , 
was  überhaupt  für  jeden  Winliel  A  richtig  ist. 

In  jedem  geradhnigen  Dreiecke  mit  den  Seiten  a,  b,  c  und  den 
gegenüberliegenden  Winkeln  A,  B,  C  ist: 

-.-  =  - — p ;     c  =  a  cos  B  -}-  h  cos  A . 

Die  letzte  Gleichung  ergiebt  mit  Hülfe  der  ersten  und  wegen 
sinC=sin(^  +  B): 

sin  (^  +  jS)  =  sin  A  cos  B  +  cos  A  sin  B 
für  alle  positiven  Winkel  A,  B,  deren  Summe  kleiner  ist  als  ji.  Man 
sieht  leicht  ein,  dass  hier  die  Winkel  A  und  B  beide  Null  sein  können 
und  auch  Ä-\-B^n.  Es  sei  femer:  Ä  =  nn-\-a,  B=mjt+/3,  \li3l 
wo  n  und  m  ganze  positive  Zahlen  sind  und  cc,  ß  positive  Winkel  >  0 
und  <  n;;  dann  finden  wir,  indem  wir  die  Gleichung  durch  ( — 1)"+"' 
dividiren,  dieselbe  Gleichung,  nur  dass  /l  in  «,  jB  in  |5  übergegangen 
ist,  wobei  demnach  k  -f-  /?  <  je  sein  muss.  Aber,  da  sich  die  Gleichung 
nicht  ändert,  wenn  wir  te  —  «  und  n  —  ß  an  die  Stelle  von  a  und  ß 
setzen,  so  können  wir  a  -\-  ß  auch  >  je  annehmen.  So  ist  die  Glei- 
chung für  alle  positiven  Winkel  A,  B  bewiesen;  die  negativen  wiederum 
kann  man  sieh  dadurch  entstanden  denken,  dass  2x  von  positiven  ab- 
gezogen wird,  aber  dieses  Abziehen  verändert  die  Gestalt  der  Glei- 
chung nicht. 

Indem  wir  ^  '~  ^  ''^^^  —  B  an  Stelle  von  A  und  B  einsetzen, 
finden  wir; 

cos  (A  -{-  B)  =  cos  Acos  B  —  sin  A  sin  B. 

Setzen  wir  A  =  B,  sodann  A  =  \n,  ^je  und  so  weiter,  so  finden 
wir  die  Werthe  der  trigonometrischen  Funktionen  für  alle  Winkel 
mit :  2",  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind. 

Jeder  andre  Winkel  A  kann  durch  eine  Summe  B  +  2ro  [13 
dargestellt  werden,  wo  B=m7t::2''  mit  ganzen  Zahlen  m  und  », 
cj  dagegen  ein  beliebig  kleiner  Winkel  ist.  [S33 

Dann  wird: 

sin  ^  =  sin  B  +^2  sin  o)  cos  [B  -\-  w), 

cos  J,  =;  cos  .5  —  2  sin  w  sin  {B  -\-  o). 
Wenn   in   einem  rechtwinkligen  Dreiecke   ein   spitzer  Winkel  ab- 
nimmt, so  nimmt  zugleich  die  gegenüberliegende  Kathete  ab  und  zwar 
so,  dass  das  Verhältniss  dieser  Kathete  zu  der  andern  so  klein  gemacht 
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werden  kann,  wie  man  will.  Nachdem  wir  ao  tang  to  beliebig  klein 
gemacht  haben,  ünden  wir  sin  o  noch  kleiner,  während  sin  (B -|- w) 
und  cos(5-f-»)  die  Einheit  nicht  überschreiten.  Demnach  können 
die  Unterschiede:  sin  Ä  —  sin  .B  und  cos  Ä  —  cos  B  so  klein  sein, 
dass  man  sin  B  und  cos  B  für  ein  A  und  cos  Ä  nehmen  kann.  So 
ist  es  möglich  zu  verstehen,  dass  die  Werthe  der  trigonometrischen 
Funktionen  für  alle  Winkel  in  Zahlen  bestimmt  sind.  — 


H  "■] 

Jetzt  wollen  wir  uns  mit  der  Messung  der  Dreiecke  und  mit  der 
Lösung  der  Aufgabe  Über  die  Parallelen  beschäftigen. 

Wir  nehmen  nur  die  Voraussetzung  als  richtig  an,  dass  das  Lofch 
auf  einer  parallelen  Linie  die  andre  unter  einem  spitzen  Winkel  trifft. 
Für  diesen  spitzen  Winkel  haben  wir  die  Bezeichnung  F(a)  Ter-  [3:i3 
abredet,  wenn  a  das  Loth  ist.  Die  andre  und  bis  auf  den  heutigen 
Tag  aHein  von  den  Geometern  zugelassene  Annahme  ist  ebenfalls  in 
dieser  allgemeinen  enthalten,  mit  der  Bi?aehränkung,  dass  man  die 
Linien  als  unendlich  klein  betrachten  und  daher  bei  der  Rechnung 
deren  Produkte  sowie  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  im  Vergleich 
mit  den  ersten  vernachlässigen  muss. 

Demnach  müssen  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  die  spitzen 
Winkel  gegenüber  den  Katheten  a  und  6  gleich  F(a')  und  F(h')  sein, 
wo  a'  und  b'  gerade  Linien  sind  mit  dem  Zeichen  -\-  vor  den  Zahlen, 
die  ihren  Masswerth  ausdrücken. 

Wir  verlängern  die  Kathete  h  und  die  Hypotenuse  c  über  beider 
Schnittpunkt  A  hinaus  (Fig.  1).  AD,  die  Verlängerung  von  c,  machen 
wir  gleich  a'  und  m  dem  Endpunkte  D 
errichten  wir  das  Loth  BE  nach  der 
Seite  von  AG,  der  Verlängerung  von  b. 
Von  dem  Punkte  B  aus,  dem  Scheitel 
des  Winkels  F{b"),  ziehen  wir  zn  AG 
die  Parallele  BH  nach  derselben  Seite. 
Die  drei  Linien  BH,  AG  und  BE  wer- 
den parallel  sein,  auch  zu  h,  dessen 
Schnittpunkt  mit  ö  wir  mit  C  bezeichnen 
wollen. 

Hier  ist: 


das  heisst: 

(1) 


L  USA  +  LABÜ  —  L  ÜJIC, 


F{c  +  a/)  +  F{l/)-F(u). 
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Wenn  wir  in  demselben  Dreiecke  ABO  a'  Ton  A  nach  B  [234 
liin  auf  der  Linie  c  abtrügen,  im  Endpunkte  D  das  Loth  DE  errich- 
teten und  zu  diesem  vom  Punkte  B  aus  die  Parallele  zogen,  folglicli 
zugleich  auch  die  Parallele  zu  b,  so  würden  wir  eine  neue  Bezieliuug 
zwischen  den  Linien  c,  a,  a'  und  h'  finden.  Wir  müssen  jedoch  drei 
Fälle  unterscheiden:   Wenn  c  >  a'  ist  (Fig.  2),  so  finden  wir:  [14 

LBSH^LDBC+iCBH 

oder: 

(2) 


J?(c  — o')  — J'(4')  +  F(o). 


Wenn  c  =  a'  (Fig.  3),  so  ist: 

'^  -  F(i')  +  F(a). 
Wenn  c  <  a'  (Fig.  4),  so  ist: 

n-F(a'-c)  =  F{b-)+F(a). 


Aber  im  zweiten  Falle  ist:  ^jr  =  i^(0)=-F(c  — a')  und  im  letzten: 
:c  —  F[a' —  c)  =  F(c  —  a'),  folglich  ist  die  Gleichung  (2)  in  allen 
drei  Fällen  richtig. 
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Die  Verbindung  der  Gleichungen  (1),  (2)  ergiebt: 

(3)  2F{a)  _  F{c  -  a)  +  F{c  +  o), 

(4)  2F(V)-F(c-a')-^F{c+<,'). 

Wir  verlängern  ferner  J>  und  c  über  den  Punkt  Ä  (Fig.  5),  a  ober 
den  Punkt  C  hinaus,  machen  ÄI=a',  CN=l>' — a  und  er-  [335 
richten  die  Lothe  IK  und  NO  auf  CI  und  GN,  dann  werden  ZK,  AL 
und  NO  parallel  sein.  Wenn  wir  noch  C3l  parallel  dazu  ziehen, 
so  ist: 

LMCN+  LMCI^  ", 
das  heisst: 

(5)  Fiy~,)  +  F{a+l,)-l- 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  a  die  Linie,  die  durch  die  Gleichung 
F\u)  +  F{a)  -  -J 

bestimmt  ist.    Mit  ß,  y,  «',  ß'  bezeichnen  wir  ähnliche  Linien  in  Bezug 
auf  h,  c,  II ,  h'.    Dann  kann  die  Gleichung  (4)  anders  dargestellt  werden: 

SF{ß')-F{a-c)  +  F(a+c), 
was  voraussetzt,  dass   es  ein  rechtwinkliges  Dreieck  giebt,   in  dem  ö' 
die   Hypotenuse   ist,   ß'   eine  Kathete   und  F(c) 
der  dieser  gegenüberliegende  Winkel  (Fig.  6). 

Hiernach  muss  man  schliessen,  dass  man  in 
den  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5),  wie  überhaupt 
bei  jeder  angenommenen  Abhängigkeit  zwischen 
den  Winkeln   und    Seiten   eines    rechtwinkligen  ptg.  i 

Dreiecks,    nicht    nur   ö   in    ö    verwandeln    [336 
darf,  wenn  man  zugleich  a'  in  b'  verwandelt,  sondern   auch 
a   in  ß'  K    in  h' 

a'  in  c  ft'  in  y 

b'  in  a  ß'  in  a, 

während  man  zu  gleicher  Zeit  6   und  ß   ungeändert  lässt.     At 
Weise  ergeben  die  Gleichungen  (3)  und  (4): 

,-2F(«)  =  F(c  -a')  +  F(e  +  a) 

hF{l)-F(c  -in+F{c+V) 

'  2J-((.!_F(«-<.)    +F{a+a) 

hF(a)-F{f-ß)    +J{!,-+«, 
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Geomekie,     K. 

B,  18-29, 

,2F(b') 

—  F(c 

-«■) 

-^■(c 

+  •■) 

2-F(«-) 

-F(, 

-»■) 

-2?(» 

+  »■) 

Um 

~.F{a 

-«) 

-F{a 

•+«) 

\SF(C) 

_F(6- 

-« 

-F(V+(l), 

j2J?(»') 

__F(» 

-« 

~F(«. 

+  « 

Uf(i/) 

-n? 

-«) 

~F(a 

+  «, 

(8) 

und  die  Gleichung  (5): 


(9) 


(10) 


\F{,. 


-  a)  +  F(fi  +  «•)  . 


[F(a-  -  f)  +  F(ß  +  ,)  . 
'F{V  +  a)    +F[a:--h)   . 

F{c    +a)   +F(ß~  «■)  . 

F(a  +  ß')  +  F(ß  -  r)   - 


Alle  diese  Gleichungen  stellen  die  Abhängigkeit  zwischen  den 
Seiten  und  Winkeln  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  unter  verschiedenen 
Gestalten  dar  und  dienen  zusammengenommen  zur  Bestimmung  der 
Abhängigkeit  einer  jeden  Linie  a  von  dem  Winkel  F(a)i  zur  Beant- 
wortung dieser  letzteren  Frage  kann  man  aber  auf  die  folgende  Weise 
gelangen. 

B  12,] 

Auf  der  Ebene  ABC  desselben  rechtwinkligen  Dreiecks  errichten 

wir  im  Punkte  B  das  Loth  BB'  (Fig,  7);  zu 

diesem  ziehen  wir  von  den  Punkten  A  und 

C  aus    die    Parallelen  AA'   und  CC     Die 

Summe    der   inneren    Winkel    zwischen   den 

Ebenen,  in  denen  die  drei  Parallelen  liegen, 

ergiebt  -^Jt  —  ^X^')  ^^^  ^^^  Winkel   an  der 

Kante   AA'.     Wir   denken   uns    um   A,   als 

Mittelpunkt,  eine  KugelflUcbe,  deren  Schnitt 

mit  den  Linien  AA',  AB  und  AC  ein  sphä^ 

risches,    rechtwinkliges    Dreieck   A'BC  er- 

zei^  (Fig.  8),  in  dem  A' C  ^^  F{b)  die   [338 

*■'*'■  '•  Hypotenuse  ist,  A'B==F(ej  und  BC=F(a') 

die   Katheten  und  F(a),  -^ji  —  F(b')   die   gegenüberliegenden  Winkeh 

Man    kann    hier   im  Vorbeigehen   bemerken,   dasa   daa  Vorhandensein 
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eines  aolchen  Dreiecks  ein  rechtwinkliges  geradliniges  Dreieck  (Fig-  6) 
voraussetzt,  in  dem  a'  die  Hypotenuse  ist,  ß'  und  b  die  Katbeten  und 
F(c)  und  |jr  —  F(a)  die  diesen  gegenüberliegenden  Winkel,  folglich 
genau  dasselbe  Dreieck,  dessen  Konstruktion  wir  vorhin  gezeigt  haben. 
Es  ist  nöthig,  die  Schlüsse  in  dieser  Weise  zu  prüfen,  so  lange  uii- 
gewiss  bleibt,  welche  der  beiden  Annahmen  wahr  ist. 


Wir  denken  uns  wiederum  das  sphärische  Dreieck  Ä'BC  und  den 
Mittelpunkt  A  der  zugehörigen  Kugelfläche  (Fig.  9).  Von  Ä'  aus 
fällen  wir  auf  AB  das  Loth  A' D.  Wir  ziehen  zu  (JA  die  Parallelen: 
DM  durch  den  Punkt  D  in  der  Ebene  ABC  und  A' L  durch  den 
Punkt  A'  in  der  Ebene  A'AC.  Es  sei  LMN  ein  Dreieck  auf  einer 
Gränzkugel, .  die  A'L,  DM  und  CA  zu  Axen  hat. 

Man  kann  zeigen,  dass  sich  die  Verhältnisse  der  Seiten  des  [16 
Dreiecks  A'BC  von  denen  der  Seiten  des  Dreiecks  LMN  um  so 
weniger  unterscheiden,  je  grösser  der  Halbmesser  AC  oder,  was  ganz 
dasselbe  ist,  die  Linie  «'  in  der  Gleichung  BC  =^  F{a')  ist,  und  dass 
dieser  Unterschied  so  klein  gemacht  werden  kann,  wie  man  will.  {239 
Die  Gränze,  der  sich  das  Verhältniss  zweier  Linien  nähert,  werden  wir 
durch  Vorsetzung  von  Lim.  bezeichnen.     So  schreiben  wir: 


XC        LN 


AB        LM 


Lim. 
Hieraus  folgt: 


V{a')        cos  i'(ff) ' 


—  cos  F{a) 
Aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  ergiebt  sich: 


=  tangJ'(«). 
mg  F{a). 
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F(h)  +  F.c) 

=  F(ii 

-«). 

FQ,)  -  F(c) 

-  F(a 

+  ■<), 

=  cot  - 

-J'W, 

^^ -kl 

=  taug 

In«) 

Ueter  die  Anfangsgründe  der  Geometriü,     K,  E.  1820,  Nr, 


folglich  ist: 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  die  zweite  auch  für  alle  [£4fJ 
negatiTen  Linien  a  richtig  ist.  Indem  wir  uns  auf  diese  letztere 
stützen,  schliesaen  wir,  dass  für  je  zwei  Linien  a  und  ^: 

ist,  das  heisst: 

(11)  tang  i  F(«  -  (i)  .  laiig  |  F((J)  -  taug  ]-  F(«) , 
Dies  erfordert: 

(12)  tang|i^'(«)  =  e-"- 

wo  e  eine  unbestimmte  konstante  Zahl  ist,  unter  der  wir  aber  [17 
die  Grundzahl  der  Neperschen  Logarithmen  verstehen  können,  weil  es 
unbekannt  ist,  welche  Linie  bei  der  Messung  der  Geraden  als  Einheit 
genommen  wird. 

[8  13.] 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (U)  ergeben  die  vorbin  gefundenen 
Gleichungen  (6),  (7)  und  (8): 

Fie)    =8in     F(a)   , 
taug  F{c)    =  tang  F{a)   . 
F{}»   =cos    Fip) 
F(c)    =iaas  F(a'). 
tang  J'C«')- cos    F(a)  . 
F{h')  =  sin     F{a)   . 
und  andre,  die  unmittelbar  hieraus  folgen. 

In  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Katbeten  a  und  h,  den 
gegenüberliegenden  Winkeln  Ä  und  S  und  der  Hypotenuse  e  wird 
demnach  sein,  wenn  es  geradlinig  ist: 

F(c)  =  sin     F(a)  .  sin     Fih) 
tang  F{c)  =  tang  F{a} .  sin     A 
F(fi)  =  cos    F{c)  .  cos    A 
F{c)  =  tang  A       .  tang  S 
lA       =cos    F{a)A&n^F(h) 
B       =  sin    F{a)  .  cos    A, 


(13) 


sin  F{b) 
sin  F{a') 
cos  F{a) 
tang  FQ/} 
tang  F{h) 
cos    i^{«') 


[341 


(14) 
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19—14,    Die  Gleichungen  für  geradlinige  und  für  aphä 

ieche  Dreiecke 

es  sphärisch  ist: 

sin     «  ==  sin     Ä  .  sin  c 

taog  a  =  tang  c  .  cos  B 
cos      c  =  cot    Ä.  cot  -B 

tang  a  =  taug  A  .  siab 

cos    ^  =  eos     a.  siu  JB, 

(16) 


(lie   bekannten  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie,   mit  deren 
Hülfe  man  auch  leicht  für  jedes  sphärische  Dreieck  mit  den  Seiten   [M2 
a,  h,  c  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln  A,  13,  C  findet: 
s  Asinh  sin  c  -\-  cos  h  cos  c  =  cos  a 
sin  a  sin  B  =  sin  h  sin  A 
cot  ^  sin  C  +  cos  ^  i^os  &  —  cot  «  sin  ?»  =  0 
cos  a  sin  B  sin  C  —  cos  B  cos  C  ^  cos  A. 
Die  Messung  der  sphärischen  Dreiecke  hängt  folglich  nicht   von 
der   Annahme  über   die  Parallelen  ab.     Mit   der  Messung   der   gerad- 
linigen verhält  es  sich  anders.    Aehnlich  wie  die  Gleichungen  (15)  uns 
(16)  liefern,  so  finden  wir  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (14)  für  jedes  [18 
geradlinige  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  h,  c  und  den  gegenüberliegenden 
Winkek  A,  B,  C: 


(17)*) 


tang  F(a}  sin  A  =^  taug  ^'(61  sin  B 
y(i.)..inJ>-(£)_ 
"■inj>)~ 

m  _ 


.■08  Ä  cos  F(J>)  cos  F(c)  + 

cot  Ä  sin  B  sin  F(cj  +  cos  B 
cos  C  -{-  cos  Ä  cos  B 


•sF(4' 


[§    »0 
Wenn  a,  b,  c  sehr  klein  angenommen  werden,  so 
ist,  Potenzen  und  Produkte  von  höherer  Dimension 
lässigen,  so  kann  man  setzen: 

sin  F(a)  =  1  —  y  »^;     cos  F(a)  = 

wodurch  die  Gleichungen  (17)  übergehen  in: 


au  vernach- 


„(l-A..), 


*)  Die  Gleichungen  (17)  und  Alles,  waa  nach  diesen  folgt,  hatte  der  Ver- 
fasser bereits  hinter  der  Abhiindlung  beigefügt,  die  er  1826  in  der  Ahtheilung 
für  die  phjsiko -mathematischen  Wissenschaften  vorlegte. 
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h  sio  J.  =  «  sii]  B 
flä  =  ;,s  _j_  ^2  _  26c  cos  A 

sin  (yl  +  B)  =  —  sin  Ä 

cos  C  +  cos  (^  +  ß)  =  0, 
von  clenen  die  zwei  ersten  bekannte  Gleichungen  der  geradlinigen  Trigono- 
metrie sind,  während  die  zwei  letzten  zeigen,  dass  A-\-B~\-  C=a  ist 

Die  von  uns  entwickelte  Parallelentheorie  bedingt  zwischen  L  ^^^ 
Linien  und  Winkeln  eine  gewisse  Abhängigkeit,  von  der,  wie  wir 
nachher  sehen  werden,  niemand  zeigen  kann,  ob  sie  in  der  Natur  vor- 
handen ist  oder  nicht.  Wenigstens  überzeugen  uns  die  astronomischen 
Beobachtungen  davon,  dass  alle  Linien,  die  unsrer  Messung  unterliegen, 
sogar  die  Abstände  zwischen  den  Himmelskörpern,  sehr  klein  sind  im 
Vergleich  mit  der  Linie,  die  in  unsrer  Theorie  zur  Einheit  genommen 
ist,  so  dass  die  bis  heutzutage  gebräuchlichen  Gleichungen  der  gerad- 
linigen Trigonometrie  ohne  merklichen  Fehler  richtig  sein  müssen. 

Wir  nennen  a  den  Durchmesser  der  Bahn  der  Erde  um  die  Sonne, 
2p  die  gröaste  jährliehe  Parallaxe  eines  Fixsterns:  das  heisst,  [353 
-^re  —  2p  ist  der  Winkel  zwischen  a  und  der  Geraden  von  dem  einen 
Endpunkte  von  a  nach  dem  Sterne  hin,  während  die  Gerade  von  dem 
Sterne  nach  dem  andern  Endpunkte  hin  auf  a  senkrecht  steht.  Es  ist 
noth  wendig: 

J-(»)  >  -J  -  2p, 
woraus  folgt:  [19 

1  —  ts,agp' 

2  «<  tangjp  +  -3-tang*i»  +  -^taaig^^H 

und  um  so  mehr: 

a  <  taug  2p . 

Der  Abstand  des  Sterns  wird  auf  a  senkrecht,  wenn  der  Längen- 
unterschied zwischen  dem  Sterne  und  der  Sonne  einen  rechten  Winkel 
beträgt.  Gerade  diese  Bedingung  muss  man  erfüllen,  damit  die  wirk- 
lichen  Beobachtungen   über   die   Parallaxe   möglichst   günstig  werden. 

Wie  es  scheint,  kann  man  sich  auf  die  von  Herrn  d'Assas- 
Montdardier  ersonnene  iVlethode  am  Meisten  verlassen  (Oonnaiss.  des 
tems   de   1831).     Dieser    findet    die    jährliche    Parallaxe    des    Sternes 
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Keid  {29  im  Eridaiius)  2",  die  des  Rigel  1",  43,  die  des  Sirius  1",  24. 
Die  letzte  ergiebt: 

»<0,000  006012, 
die  grÖsste: 

a<  0,000  009  696. 

Da  wir  auf  diese  Weise  a  uud  folglich  auch  überhaupt  alle  [353 
Linien,  die  unarer  Messung  unterliegen,  als  sehr  klein  betrachten 
müssen,  so  können  wir  uns  in  den  Gleichungen  (17)  um  so  mehr  mit 
den  niedrigsten  Potenzen  der  Dreieckseiten  begnügen,  da  hier  in  die 
Funktionen  entweder  nur  gerade  oder  nur  ungerade  Potenzen  eingehen. 

Die  Winkelsumme  unterscheidet  sich  sogar  in  solchen  Dreiecken, 
wie  wir  sie  jetzt  betrachten,  ausserordentlich  wenig  von  zwei  Rechten. 
Wenn  wir  diesen  Unterschied  mit  2m  bezeichnen,  so  finden  wir  aus 
der  letzten  Gleichung  (17),  indem  wir 

-B=|-,     C  =  |-  — 2^,     Ä='2p  —  2a 
setzen,  leicht: 

cos  -Fl-  j  =  j/tang  w  .  tang  (äp  —  m) 
und  daraus: 

sin^  (})  —  tu)  =  sin^  jj  —  cos  2p  .  cot^  F {^\  ■ 
Ist  p'  eine  andre  Parallaxe,  kleiner  als  p,  so  ist: 

»"(l)<l=".f' 

Demnach  kann  man  mit  der  Genauigkeit,  die  hier  eingehalten  werden 
muss,  setzen: 

ia<2p  sin^  (|-) , 


TfVl 


2p' 


Zum  Beispiel  ist  für  den  Sirius:  p'=0",G2,  für  Keid:  p=  1",  folglich 
ist  in  dem  Dreiecke,  das  sich  bis  zu  dem  zweiten  dieser  Sterne  [354 
erstreckt : 

2(.j<0",43. 

"Wäre  der  Abstand  bis  zu  dem  Sterne  ebenfalls  gleich  a,  dann  [20 
wäre: 

tang  a  =  cos*  .f(-|)  <  tang^p, 

wo  2p  die  kleinste  bekannte  Parallaxe  für  a  ist.  Setzen  wir  zum 
Beispiele:  p  =  0",  62,  so  finden  wir,  dass  sich  in  einem  solchen  Drei- 
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ecke  die  Winkels umme    von  zwei  Rechten  um  weniger  unterscheidet 
als  um: 

0",000  003727. 

Allgemein  ist  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Katheti^n 
a,  b  und  der  Winkelsumme  :ir  —  2ra: 


tang  c 


=G^)'(::i 


Je  kleiner  daher  das  Dreieck  ist,  um  so  weniger  unterscheidet  sich 
seine  Winkelsumme  von  zwei  Rechten.  Demnach  kann  man  sich  vor- 
stellen, wie  sehr  dieser  Unterschied,  auf  den  unsre  Parallelentheorie 
hegründet  ist,  die  Genauigkeit  aller  Rechnungen  der  gewöhnlichen 
Geometrie  rechtfertigt  und  gestattet,  die  in  dieser  letzteren  angenom- 
menen Grundlagen  so  anzusehen,  als  wären  sie  streng  hewiesen. 

Indessen  ka^n  man  nicht  umhin,  sieh  von  der  Ansicht  des  [25ö 
Laplaee  hinreissen  zu  lassen,  dass  die  uns  sichtbaren  Sterne  und  die 
Milchstrasse  nur  einer  einzelnen  Versammlung  von  Himmelskörpern 
angehören,  die  denen  ähnlich  ist,  die  wir  in  den  Sternbildern  des  Orion, 
der  Audromeda,  des  Steinbocks  und  in  andern  als  schwach  schimmernde 
Flecken  wahrnehmen.  Daher  zeigt  uns  die  Natur  selbst  solche  Ab- 
stände, im  Vergleich  mit  denen  sogar  die  Abstände  unsrer  Erde  von 
Fixsternen  wegen  ihrer  Kleinheit  verschwinden,  dessen  zu  geschweigen, 
dass  in  der  Vorstellung  der  Raum  unbegränzt  fortgesetzt  werden  kann. 

Hiernach  kann  man  femer  unmöglich  behaupten,  dass  die  An- 
nahme, das  Mass  der  Linien  sei  von  den  Winkeln  unabhängig,  eine 
Annahme,  die  viele  Geometer  als  eine  unbedingte  Wahrheit  haben  an- 
nehmen wollen,  die  keines  Beweises  bedürfe,  dass  diese  Annahme  sieh 
[nicht],  möglicherweise  noch  bevor  wir  die  Gränzen  der  uns  sichtbaren 
Welt  überschreiten,  als  merklich  falsch  herausstellen  könnte. 

Andrerseits  sind  wir  ausser  Stande  zu  begreifen,  was  für  eine 
Verbindung  von  Dingen  in  der  Natur  bestehen  könne,  die  in  dieser 
so  verschiedenartige  Grössen  wie  Linien  und  Winkel  verknüpfte.  [356 
Daher  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  Euklidischen  Sätze  ganz 
allein  wahr  sind,   obgleich  sie  für  immer  unbewiesen  bleiben  werden. 

Wie  das  auch  sein  mag,  die  neue  Geometrie,  für  die  hier  nunmehr 
der  Grund  gelegt  ist,  kann,  wenn  sie  auch  in  der  Natur  nicht  besteht, 
nichtsdestoweniger  in  unsrer  Vorstellung  bestehen,  und  wenn  sie  auch 
bei  wirklichen  Messungen  ausser  Gebrauch  bleibt,  so  eröffnet  sie  doch 
ein  neues,  weites  Feld  für  die  Anwendungen  von  Geometrie  und 
Analysis  auf  einander. 
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[§  16-] 

Jetzt  wollen  wir  zusehen,  auf  welche  Weise  in  dieser  imagi-  [21 
nären  Geometrie  die  Grösse  von  krummen  Linien,  ebenen  Flächen- 
riiumeD,  krummen  Oberflächen  und  Korperräumen  bestimmt  wird. 

Zunächst  werden  wir  uns  mit  der  Untersuchung  der  GleicLungen 
der  gebräuehiichaten  Linien  beschäftigen. 

In  einem  reclifc winkligen  Dreiecke  mit  den  Katheten  x  und  y  und 
dem  Winkel  A  gegenüber  y  ist  (s.  die  fünfte  Gl.  (14)): 
(18)  tang  A  =  tang  F(x)  .  coa  F{y). 

Das   ist   die  Gleichung  einer  Geraden,  die  die  Ase   der  x   unter    [257 
dem  Winkel  A  schneidet. 

Setzen  wir  hierin  r  an  die  Stelle  von  x  und  sodann  r  -|-  3:  an 
die  Stelle  von  x,  b  an  die  von  y.  Durch  Vergieichung  der  Ausdrücke 
für  A  erhalten  wir: 


oder: 


tang  F(r)  .  cos  Fit/)  =  tang  F(r  -\-  x)  .  cos  F{h'} 


3T»+C 


F{,-)_ 
,  F(r)  ■ 


cos  F{y)  =  cos  F{h)  ■ 
Indem  wir  r  ^  oa  setzen,  finden  wir: 
(19)  cosFW-a-.cosJ-m, 

die   Gleichung  der  Geraden,   die   mit  der  x-Ane   parallel  ist   auf  der 
Seite,   wohin  die   x  gerechnet  werden,   und   die   durch   den  Endpunkt 
des  im  Anfangspunkte  dieser  Koordi- 
naten   auf    der    x-Axe    errichteten 
Lothes  h  geht. 

Es  sei  jetzt  die  Gerade  (Fig.  10) 
im  Abstände  l  von  der  iC-Äxe  unter 
dem  Winkel  A  < -^m  aber  >  F(T) 
gegen  die  »/-Axe  geneigt.  Diese 
Linie  trifft  mit  der  x-Axe  nicht 
zusammen,  wie  weit  sie  auch  verlängert  werden  möge. 

Wir  suchen  eine  Linie  a  so,  dass: 


tang  F(l)  = 


folglich: 


5  A  .  cos  F(a), 


n  (^  —  Pili) ' 


In  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Katheten  a  und  l  [3ö8 
nennen  wir  die  Hypotenuse  c,  den  Winkel  a  gegenüber  A'  und  den  l 
gegenüber  L.    Indem  wir  die  Gleichungen  (14)  anwenden,  finden  wir: 
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tang  L  =  cos  F(l)  .  tang  F(a) 
taug  J.'==  cos  F(a) .  tang  F(l) 
sin  F{c)  =  sin  F{a) .  sin  Fil). 
Wir  tragen  jetzt  a  von  l  aus   auf  der  a^-Ase  nach  der  Seite  ab,  wo 
sich  der  Winkel  A   befindet.     Von  dem  andern  Endpunkte  aus  fällen 
wir  auf  die  gegebene  Linie  das  Loth  &,  das  in  irgend  einem  Abstände  t 
von  dem  Endpunkte    von   l    auftreffen    wird.     So   entsteht   ein   recht- 
winkliges Dreieck  mit  der  Hypotenuse  c,   den   Katheten  b  und  (   [22 
und  mit  dem  Winkel  A  —  A'  gegenüber   der  ersten;  den   gegenüber 
der  zweiten  werden  mr  L'  nennen. 
Wir  erhalten: 

tang  L'  =  sin  F{c)  .  cot  {A  —  A") 
cos  F{h)  =  cos  L' .  cos  F\c} 

_  siiiF(c).cotX' 
-'■"■  -        co8F(6) 

Indem  wir  in  die  erste  Gleichung  die  Werthe  von  tang^  und  tang.4' 
einsetzen,  die  wir  vorhin  mit  Hülfe  von  a  und  l  ausgedrückt  haben, 
entdecken  wir,  dass  L'  ^  \7i:  —  L  ist  und  dass  folglich  }>  auf  a  senk- 
recht steht. 

Daher  müssen  in  der  Ebene  zwei  gerade  Linien  entweder  zusammen- 
treffen oder  parallel  sein  oder  auf  einer  dritten  senkrecht  stehen.   [359 
Undlich  ergeben  die  beiden  letzten  Gleichungen: 

(21)  cos  F(b)  =  ain  F(a) .  cos  F{1) 

(22)  tang  F{t)  =  sin  Fil)  .  tang  F(a). 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Gleichungen  (20),  (2\)  und  (22), 
wenn  wir  Überdies  A  =  F(a')  setzen,  zu  einem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke (Fig.  11)  gehören,   in  dem  a  und   a'  die  Ka- 
theten sind,  F(t)  und  ^n^F^h)  die  diesen  gegen- 
überliegenden Winkel  und  t  die  Hypotenuse. 

Die    Gleichung   der    geraden    Linie    lässt    sich 
jetzt  sehr  einfach  darstellen,  wenn  wir  die  Koordi- 
naten X  von  b  ab  rechnen,  sie  wird  nämlich: 
cos  F(b)  =  sin  F(x)  .  cos  F(y) 
oder: 

(23)  sin  F{a) .  cos  F(l)  =  sin  F(x)  .  cos  F(s), 

wo  die  Linie  a  durch  die  Gleichung  (20)  bestimmt  wird.  Indem  wir 
den  Werth  von  a  einsetzen  und  die  Koordinaten  x  von  l  ab  rechnen, 
erhalten  wir  hieraus: 
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{■24)  cos  F{y)  =  £-^|-  —  sin  F(l) .  coi  A  .  cot  F(x), 

was  sich  noch  so  darstellen  lässt: 

(25)  2  sin  ^  .  cos  F(y)  =  e^  .  sin  (^  —  F{1))  +  c-^  .  sin  (Ä  +  F(lj). 
Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ist  das  die  allgemeine  Gleichung   [360 
aller  geraden  Linien  und  zwar  kann  A  jeder  Winkel  sein;  jedoch  ist 
X  auf  der  Seite  des  Winkels  A  positiv  und  auf  der  gegenüberliegenden 
Seite  negativ  zu  nehmen. 

[9  ".] 

Wenn  wir  beim  Kreise  die  Koordinaten  x   vom  Mittelpunkte  aus 
rechnen  und  den  Halbmesser  r  nennen,  so  ist: 

(26)  sin  F(r)  =  sin  F(x) .  sin  F(p); 
wenn  wir  dagegen  die  x  vom  Umfange  aus  rechnen: 

sin  F(r)  =  sin  F{y)  .  sin  F{r  —  x), 
eine  Gleichung,  die  aich  anders  darstellen  lasst:  [23 

sin  F(x)  .  sin  F(r/)  =  1  —  cos  F(r)  .  cos  F(x). 
Setzen  wir  hier  r  =  oo,   ao   bekommen  wir  die  Gleichung  des  Gränz- 
kreises : 

(27)  sini^(y)  =  e-'. 

Man  kann  zu  dieser  Gleichung  auf  andre  Weise  gelangen,  indem  man 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  x  und  ij  und  der  Hypo- 
tenuse s  betrachtet,  in  dem  F(^0)  —  F(y)  und  F(\0)  die  x  und  y 
gegenüberliegenden  Winkel  sind.     Hier  finden  wir: 

cot  F(y)  ^2  coi  f{-^) 

tang  J'(y)  =  cos  F(i/) .  tang  F(x), 

woraus  nur  noch  s  wegzuschaffen  ist. 

B  18-] 
Eine  krumme  Linie  kann  nicht  aus  Geraden  zusammengesetzt 
werden  und  deshalb  ergiebt  die  Messung  einer  Kurve  mit  Hülfe  einer 
Geraden  nur  eine  verabredete  Grösse,  als  die  man  gewöhnlich  [361 
die  Gränze  annimmt,  der  man  sich  nähert,  wenn  man  auf  der  Kurve 
Punkte,  die  immer  näher  aneinander  genommen  werden,  durch  Gerade 
verbindet.  Es  ist  leicht  einzusehen,  welchen  Zweck  man  bei  dieser 
Rechnung  verfolgt  Die  krummen  Linien  werden  wirklich  ausgemessen, 
mit  Hülfe  einer  Kette,  die,  wie  man  annimmt,  die  Grosse  einer  Kurve 
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um  80   richtiger  bestimmt,  je  kleiner  ilire  Glieder  sind,   so  dass  also 
ein  biegsamer  Faden  diese  Grösse  ohne  merklichen  Fehler  ergiebt. 

Man  braucht  folglieh  nur  zu  beweisen,  dass  eine  Gränze  der  An- 
näherung vorhanden  ist,  und  sodann  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  man 
diese  findet. 

Es  sei  AB  (Fig.  12)  ein  Kreisbogen,  AC  und  BD  seien  die 
Linien,  die  von  den  Enden  des  Bogens  nach  dem  Mittelpunkte  ge- 
richtet sind;  BE  und  FA  seien  Lothe  auf 
AC,  das  eine  von  dem  Endpunkte  £  des 
Kreisbogens  aus  gefällt,  das  andre  in  dem 
Endpunkte  A  errichtet  und  in  F  durch  die 
Verlängerung  von  BI)  begränzt. 

Es  möge  BG  vom  Punkte  B  aus  senk- 
recht zu  BD  gezogen  sein  und  die  Linie  AF 
in  G  treffen.     Hier  ist: 

AB>BE,  AF>AG-\-GB. 
Hieraus  ist  leicht  zu  ersehen,  sowohl  für  den  Kreis  als  auch  für  jede 
Kurve,  dass  Theilung  der  Bogen  die  Summe  der  Sehnen  vergrössert 
und  die  Summe  der  Tangenten  verkleinert.  Zwischen  diesen  \36-a 
beiden  Summen  muss  sich  folglieh  eine  Gränze  befinden,  die  nunmehr 
die  Grösse  der  krummen  Linie  sein  wird. 

[§  19-] 
Es  hindert  nichts,  sich  unter  den  geraden  Linien  in  Figur  12 
Gränzkreise  vorzustellen,  die  auf  einer  Gränzkugel  gezogen  sind.  Der 
Bogen  AB  möge  einem  Kreise  angehören,  dessen  Halbmesser  s  ist, 
gemessen  durch  den  Bogen  eines  Gräuzkreises,  der  vom  Umfange  aus 
bis  zum  Mittelpunkte  auf  einer  Gränzkugel  angenommen  ist.  Den 
Winkel  beim  Mittelpunkte  nennen  wir  «.     Es  wird  sein: 

BE^  s  .  sin  «,     AF  =  s  .  taug  a. 
Ist  a  =  jt :  2",  wo  n  eine  ganze  Zahl,  so  nähern  sieh  2" .  BF  und   [24 
2".-4F  mit  wachsendem  n  einer  Gräuze,  die  die  Hälfte  des  Kreisum- 
fanges  darstellt,  2"  .  sin  «  und  2" ,  tang  a  dagegen  der  Zahl: 

;r  =  3,141592  ■-■; 
folglich  ist  der  Kreisumfang  gleich: 

und  der  Bogen  für  einen  unbestimmten  Winkel  «  gleich: 

Ist  AB  ein  Kreisbogen  und  sind  die  übrigen  Linien  sämmtlich 
gerade,   so  nennen  wir  a   den  Centriwinkel  des  Kreisbogens  AB   [363 
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mit  dem  Halbmesser  r;  die  Sehne  AB  bezeichnen  wir  mib  c,  die  Tan- 
gente AF  mit  t.     Ea  wird  sein: 

2  cot  F  (y)  =  2  sin  |-  ■  cot  Fi/) 
cos  F(t)  =  taug  «  .  eot  F(r). 
Ist  a  =  2jr:«,   wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl,  und   multipliciren 
wir  die  Gleichungen  mit  n,  so  erhalten  wir  die  Gräuze: 

2jt .  cot  F(r), 
der  sich  2«  .  cot  F(\e)  und  n .  cos  Fit)  mit  wachsender  Zahl  n  nähern, 
während  zugleich  das  Kleinerwerden  von  c  die  Gränzen: 

2)ä .  eot  ^''(  „-)  =  «c,    n.  cos  -F(i)  =  n( 

ergiebt,  die  beide  den  Kreisumfang  darstellen  müssen.  Für  einen  un- 
bestimmten Winkel  cc  wird  folglich  die  Grösse  des  Bogens  sein: 

(28)  ec  cot  F{r)  =\a{e  —  e-'). 

Wenn  r  sehr  klein  ist,  so  finden  wir  den  Bogen  gleich  k  .  r,  richtig 
bis  auf  r^. 

[§  20.] 

Wir  denken  uns  nunmehr  den  Kreis  zu  gleicher  Zeit  sowohl  auf 
einer  Ebene,  wo  er  den  Halbmesser  y  hat,  als  auf  einer  Gränzkuge!, 
wo  sein  durch  einen  Gränzkreis  gemessener  Halbmesser  s  ist.  Der 
Umfang  des  Kreises  musa  durch  23rs  und  durch  2% .  cot  F(y)  dar- 
gestellt werden,  folglich  ist: 

(29)  s  =  cot  F(jf)  [364 
der  Bogen  eines  Gränzkreises,  ausgedrückt  mit  Hülfe  des  Lothes,  das 
von  dem  einen  Ende  des  Bogens  auf  die  durch  das  andre  Ende  ge- 
zogene Äie  gefällt  ist. 

Dasselbe  kann  man  finden,  wenn  man  k  in  dem  Ausdrucke  (28) 
mit  Hülfe  des  Halbmessers  r  und  mit  Hülfe  des  Lothes  darstellt,  das 
von  dem  einen  Endpunkte  des  Kreisbogens  aus  auf  den  Durchmesser 
durch  den  andern  gefällt  ist,  und  wenn  man  sodann,  blos  r  als  ver- 
änderlich betrachtend,  das  Verhältniss; 

da  _ 

d  tang  i''{r) 
[für  r  =  oo]  bestimmt. 

In  einem  Dreiecke  endlieh,  dessen  Ecken  s'ämmtlich  auf  einem  [25 
Gräüzkreise  so  liegen,  daas  die  Seiten  a  und  b  die  Sehnen  zweier 
Bogen  darstellen  ujid  die  Seite  c  die  Sehne  des  aus  diesen  zusammen- 
gesetzten Bogens,  müssen  die  gegenüberliegenden  Winkel  sein: 
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Die  Gleichungen  (17)  ergeben  in  diesem  Falle: 


cot  J"  -„-    =coti^  4 


-  cot 


^&- 


Hieraus  folgt,  dass  cot  F(^c)  dem  Gränzk reisbogen,  zu  dem  die  Sehne 
c  gehört,  proportional  ist;  da  aber  die  Sehne,  wenn  sie  kleiner  [265 
wird,  mit  ihrem  Bogen  zusammenfällt,  so  muss  2  cot  FQ^c)  eben  den 
Bogen  darstellen,  dessen  Sehne  c  ist.  So  wird  wiederum  die  Richtig- 
keit der  Gleichung  (29)  bewiesen. 

Indem  wir   die  Gleichungen   (19),    (27)   und  (29)  verbinden,    er- 
halten wir: 

(30)  s  =  cos  F{t), 

v/o  i  die  Tangente  des  Gränzkreisbogens  s  ist,  die  in  dem  einen  End- 
pmikte  berührt  und  von  der  Axe  durch  den  andern  abgeschnitten  wird. 


H  -'1] 

Um  zu  finden,  auf  welche  Weise  eine  unendlich  kleine  Sehne 
oder  ein  Bogenelement  einer  Kurve  mit  Hülfe  der  i  echt  winkligen 
Kooidinateu  j-,  t/  dargestellt  wird  betrachten 
wir  ein  geradliniges  Viereck  {Fig  13),  in  dem 
(/  und  1/  auf  a  senkieoht  stehen  und  y' >  y  ist, 
AVir  tragen  auf  u  eine  Linie  gleich  y  ab,  ver- 
binden die  Endpunkte  der  beiden  y  durch  die 
Linie  2g,  die  Endpunkte  von  y  und  y'  durch 
die  Linie  t  und  nennen  T  den  Winkel  zwischen 
2q  und  y' — y,  a  den  zwischen  t  und  y,  w'  den 
zwischen  t  und  y'.  Die  Linie  durch  die  Mitten 
von  a   und   2q   muss   auf  a   und   2q   senkrecht 


? 


stehen,  folglich  (s.  die  Gl.  (20),  (22)  und  (17))  ist: 
taug  /■  (ij)  =  —  tang  T .  cos  F f -"-) , 


tang  F(g)  =  sin  F(y)  .  taug  f[^) 
sin  F(t)  = 


T.coB'F(2q).coaF(!/'- 
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cüt  ■»'.  tang  T  .  sin  F{n' -  ?/)  +  !=  ^°^^4l)'  ^^^ 

und  daraus:  [^^ö 

cos  T .  cos  F(2q)  = ^°^^M .       ^ 

2+sinäJ''(y).tang'J'(J 

was  wir  einsetzen  und  findenr 

,  ainF(a).sillP(l,).sinJV) 

(31)  sm  F{t)  =  i"^i„-jr(-„):^ir-(-y7:^s /V)' 

cot  D)' .  COS  F{a)  .  sin  F{y')  +  sin  -F(a.)  .  cos  F(y)  =  eoa  -F(i/') . 
Auf  ähnliche  Weise  wird: 

cot  (0  .  cos  F{a)  .  sin  F{y)  +  sin  F{d) .  cos  -F(«/')  =  cos  F{^j). 
Die  beiden   letzten  Gleichungen  sind  dieselben,  wie  die  (24),   sie  sind 
aber  hier  ohne  jede  Voraussetzung  darüber  abgeleitet,  ob  die  Linien  t 
und  a  zusammentreffen  oder  nicht. 

Femer  finden  wir  noch: 

\di)  taug  (^w  -1-  G)  J  —  oos(J'(y-|  +  F{y))~m^V{ay 

eine  Gleichung,  die  wir  in  der  Folge  brauchen  werden. 

Bemerken  wir  aoch,   duss  die  Gleichung  (i?l)  für  parallele  t  und 
a  übergeht  in: 
(33)  -^-^  =  sin^  F(y) . 

Wenn  wir  jetzt  »/'  =  j/  -(-  dy,  a^^  dx  und  t  =  ds  setzen,  indem 
wir  unter  x  und  i/  die  rechtwinkligen  Koordinaten  einer  Kurve  mit 
dem  Bogen  s  verstehen,  so  wird: 

1  -  sin  Fit)  =  ~  äs^;     F{y)  —  F{y')  =  dy  .  sin  Fiy).       {267 

Die  Gleichung  (31)   und  der  Ausdruck  für  cot  ra'  verwandeln  sich  in: 


(34)  '"  =  V''y'  +  .i^FSy 

(35)  cola.--g.BinF(y). 

Die  erste  liefert  das  Element  der  krummen  Linie,  die  zweite  bestimmt 
den  Winkel  der  Tangente  mit  der  Koordinate  y. 

Man  kann  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  leichter  finden,  wenn 
man  beachtet,  dass  in  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke  T ^  i^%  ist, 
ferner: 


cot  ra'  =  ~- 


2« 


[27 
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B  22.] 
Fftr  einen  Kreis,  bei  dem  x  vom  Mittelpunkte  aus  gerechnet  wird 
und  r  der  Halbmesser  ist  (s.  Gl.  (26)),  wird: 

ay~      ax-  ^^^  ^^^^ 
und  die  Integration  ergiebt; 

s  =  cot  Fir) .  arcain -^  -  - 

Hier  stellt  cos  Fix) :  cos  F(r)  den  Cosinus  des  y  gegenüberliegen- 
den Oentriwinkels  dar;  demnach  ist  dieser  Ausdruck  für  s  voll-  [268 
ständig  derselbe  wie  (28). 

Aus  der  Gleichung  (27)  für  den  Gränzkreis  erhalten  wir: 

dx  =  du  .  cos  F(y):     äs  =  -. — —^  - 

Durch  Integration  finden  wir: 

s  =  cot  F(y), 

wie  schon  früher  (s.  Gl.  (29)). 

Aus  der  Gleichung  (25)  für  die  Gerade  erhalten  wir; 

,          ■   2  TT/  •.          e^  .  sin  (^  —  F(l])  —  c-^  .  ain  lA  +  Fil))       , 
dy  .  sin^  F{y)  =  — ^A— 1-^-^ ^-^ >-  .  dx, 

ferner: 

ds  =  i,dx.smm.AnA . 

i  sin'  Ä-  I  sin  (4  ~  FiDy  +  sin  {A  +  Fai)e''' )  ^ ' 
durch  Integration  von  a;  =  0  ab  wird : 

«2^  cos'  /^-■^'ffl'l  _  cos'  ('d+-f.("'i 
S  =  y  lof 

und  hieraus: 

Dasselbe  hätten   wir  auch   unmittelbar  aus  der  Auflösung  von   Drei- 
ecken erhalten  können. 

Indem    wir    hier    Ä  =  F{1)    setzen ,    finden    wir   für    ein    mit   x 
paralleles  s: 


.in'(^-S2] 

-,'.„ 

,(._-^)) 

„ 

>F(x) 

■ml.,mj?(!)  +  c 

DSJ.CO 

B  F{1) .  cos  F{x) 

"37 =  S^"     -^(Oi 

dieselbe  Gleichung  wie  (33).  Wir  können 

diese  unmittelbar  und  sehr  leicht  finden, 

^8-  '■>■  wenn  wir  die  Lothe  y  und  y'  (Fig.  14) 

betrachten,  die  von  den  Enden  der  Linie  t  auf  eine  zu  dieser  parallele 

Linie  gefällt  sind,  wobei  a  den  Abstand  zwischen  y  und  y'  misst;  ferner 
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denken  wir  uns  noch  von  den  Endpunkten  von  t  aus  zwei  Gränz-  [38 
kreisbögen  s  und  s',  die  t  zur  gemeinsamen  Axe  taben  und  die  durcb 
die  andre  Axe  a  und  durch  deren  Verlängerung  abgeschnitten  werden. 
Es  wird  sein  (s.  Gl.  (29),  (19)): 

s  =  cot  F(7/),     s'  =  cofc  F{y'),     cos  F{y')  =  e—  .  cos  F{y) 
und  hieraus: 

,    ]/>-coB'J'(y) 
^~^-  ^mF{y)  ■ 

Wir  denken  uns  ferner  an  die  Bögen  s  und  s'  die  Tangenten  q  und  q' 
gezogen,  die  in  den  Endpunkten  auf  der  mit  a  zusammenfallenden  Axe 
senkrecht  stehen  und  die  von  der  andern  Axe  t  und  deren  Verlänge- 
rung abgeschnitten  werden.     Es  wird  sein  (s.  Gl.  (30)): 

s  =  cos  F(q),     s'  »=  cos  F{q"),     cos  F{q)  =  e'  cos  F(q'), 
folglich: 

(36)  s  =  s'.e'. 

eine  Gleichung,  die  man  auch  unmittelbar  erhalten  kann,  indem  man 
sieh  auf  die  Eigenschaften  des  Gränzkreises  stützt. 

Indem  wir  hierin  den   früher  gefundenen  Werth  von  s  ein-    [270 
setzen,  erhalten  wir: 


^^'"ITT  =  sin^  Fiy')  ■ 

[§  23.] 
Wenn    wir   den    Abstand    eines   Punktes    vom    Mittelpunkte    der 
Koordinaten  r  nennen  und   y  den  Winkel   zwischen  r  und  x,   so   ist: 

,    dip  .  tos  ip  .  cos  ¥(r)  -{-  dr .  sia  rp 

l/f— "cöV>'5TcösTF(i^         ' 
dx      dr .  cos  ijp .  sin  F{r)  —  dtp  .^inip  .  cot  Fi^) 

indem   wir  das   in  den  Ausdruck  (34)   für  ds  einsetzen,  erhalten   wir: 


(37)  ds  =  y'dr^  +  d(p^ .  cot^  F(r) . 

Beim  Kreise  ist  r  konstant,  folglich  ist:  (?r  =  0,  s  ==  ip .  cot  F(c), 
wie  schon  vorhin. 

[§  2« 
Die  Messung   von   Flächenräumen   ist   in    der  Geometrie   auf  die 
Sätze  gegründet: 
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1.  Flächenräume  sind  gleich,  sobald  sie  aus  koiigrueßten 
Theilen  zusammengesetzt  werden  könneo,  wenn  auch  in  ver- 
schiedener Ordnung. 

2.  Ein  Flächenraum  ist  kleiner  als  ein  andrer,  wenn  er 
in  diesem  zweiten  Platz  hat  und  dabei  einen  Theil  unbedeckt 
lässt. 

B.  Der  Flächenraum  [eines  Dreiecks]  nimmt  unbe-  ra71 
gränzt  ab,  wenn  eine  seiner  Seiten  in  dieser  Weise  ab-  L29 
nimmt,  während  die  andern  eine  bekannte  Gränze  nicht  über- 
schreiten. 

Beginnen  wir  mit  Dreiecken,  als  den  Figuren,  aus  denen  alle 
übrigen  geradlinigen  Figuren  zusammengesetzt  werden. 

In   dem   Dreicke   ABC  (Fig.  15)    halbiren 

?  wir  die   beiden  Seiten  AB  xmä  BG.    Durch 

5/;\  die  Ha! birungsp unkte  ziehen  wir  die  Linie  DIE 

/    I*  \  und  fällen  auf  diese  von  den  Ecken  des  Drei- 

I     /        J  ^-^--^    ecks  ABO  aus  die   Lothe   AF,  CG  und  BJ. 

iv  \  So  entstehen  kongruente  Dreiecke:  AFI)  kon- 

/  \       gruent  mit  DBJ,  und  CGE  mit  BJE.  Hieraus 

^  folgt,  dass  der  Flächenraum  des  Dreiecks  ABC 

dem  Flächenraume  des  Vierecks  AFGC  gleich 

ist   und   dass  die  Flächenräume   aller  <Ier  Dreiecke  über  AC  einander 

gleich  sind,   bei  denen  die  Spitzen  gleichweit  von  DE  abstehen,   das 

heisst,   von  der  Geraden  durch  die  Mitten   der  beiden  Seiten,  die  die 

Spitze  B   mit    der  Grundlinie   A  C   verbinden.     Wir    setzen   BJ  =  h, 

L  BAC=-  A,  AB==c  und  finden  in  dem  Dreiecke  AFD: 


sin  A  - 


mFlh)_ 


.Fi; 


eine  Gleichung,  die  möglich  ist,  sobald  c  nicht  kleiner  als  2h  ist,  und 
die  den  Winkel  A  bestimmt,  wenn  h  und  c  gegeben  sind.  Um-  [37ä 
gekehrt  finden  wir  c,  wenn  A  und  h  gegeben  sind.  Auf  diese  Weise 
wird  jedes  Dreieck  ABG  in  ein  rechtwinkliges  verwandelt,  dessen 
Katheten  sind:  AC  und  die  durch  die  Gleichung: 

cos  f{^)  =  3mA.  cos  f{^) 
bestimmte  Linie  c'. 

Es  seien  jetzt  in  irgend  zwei  Dreiecken  die  Seiten  nicht  gleich, 
zum  Beispiel  cl>c',  und  in  dem  einen  von  ihnen  sei  A'  ein  Winkel 
an  c';  dann  ist  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  zu  ersehen,  dass  man, 
ohne  den  Flächenraum  dieses  letzteren  Dreiecks  zu  verändern,  c  an  die 
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Steile  der  Seift!  v'  setzen  kanD,  sobald  an  die  Stelle  von  Ä'  der  Wintel 
A"  aus  der  Gleichung: 

sin  Ä"  =  sin  Ä  ■ ■)■— ( 

gesetzt  wird. 

Demnach  kann  mau  bei  der  Vergleicliung  der  Fla  eben  in  halte 
zweier  Dreiecke  immer  annehmen,  dass  sie  je  eine  gleiche  Seite  haben, 
die  wir  wieder  Gfrundiinie  nennen  werden.  Ferner  kann  jedes  dieser 
Dreiecke,  während  es  auf  eben  dieser  Grundlinie  bleibt,  in  ein  recht- 
winkliges verwandelt  werden.  In  dieser  Gestalt  sind  zwei  Dreiecke 
nothwendig  kongruent,  sobald  ihre  Winkelsummen  gleich  sind,  sonst 
erzeugten  die  Unterschiede  ihrer  Flächeoritume  ein  Dreieck,  bei  dem  die 
Winkelsumme  ir  wäre.  Folglich  sind  überhaupt  die  FlächenrUume  ^-/-^ 
zweier  Dreiecke  gleich,  wenn  ihre  Winkelsummen  gleich  sind, 

[§  2B.] 

Wenn  dagegen  der  FlächeiiiDhalt  A  eines  Dreiecks  grösser  ist  als 
der  Flächeninhalt  A'  eines  andern,  so  ist  die  Winkelsumme  des  ersten, 
die  wir  mit  %  —  s  bezeichnen  werden,  kleiner  als  die  Winkelsurame 
IC  —  s'  des  zweiten,  folglich  s  >  s'.  Man  kann  sich  davon  auch  über- 
zeugen, indem  man  die  Dreiecke  mit  den  gleichen  Grundlinien  und 
den  rechten  Winkeln  auf  einander  legt.  Der  Unterschied  der  beiden 
Dreiecke  wird  ebenfalls  ein  DreiecJc  sein,  dessen  Winkelsumme 
7C  —  (s  —  s')  <  re  ist. 

Es  sei  s'={)i:»()s,  wo  n  und  m  ganze  Zahlen  sind  und  n-Cni. 
In  dem  Dreiecke  A  nennen  wir  die  Katheten  a,  i;  überdies  bezeichnen 
wir  mit  «  und  ß  solche  Linien,  dass: 

F{a)  +  F(„)  _  1 ,    F(b)  +  F(ß)-  l- 
wird.     Indem  wir  die  Gleichungen  (8)  zuziehen,  finden  wir: 

s-F(„  +  ß). 
Wenn  wir  mit  c  und  y  solche  Linien  bezeichnen,  dass 

F(c)  +  F{r)  =  ^-,    F(«  + ,)_£-» 

wird,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  reclitwiakligen  Dreiecks  mit  den 
Katheten  a  und  c  gleich  A'.  Wenn  wir  femer  in  der  letzten  Glei- 
chung an  die  Stelle  von  n  der  Reihe  nach  alle  Zahlen  von  1  bis  m 
setzten,  so  zerlegten  die  verschiedenen  so  entstehenden  Wertbe  [274 
von  c  das  Dreieck  A  in  m  gleiche  Theile,  von  denen  n  gerade  A' 
ergeben  müssten,  folglich  ist:  A' =  (s':s)^. 
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Zu  bemerken  ist,  daas  bei  der  Zerlegung  des  Dreiecks  Ä  in  m 
gleiche  Theile,  auch  die  Kathete  6  in  m  Theile  zerlegt  wird;  wenn 
daher  das  Verhältniss  s :  s'  nicht  genau  durch  das  Verhältniss  ganzer 
Zahlen  dargestellt  wird,  so  kann  man  wenigstens  durch  VergrÖsserung 
der  Zahlen  m  und  n  erreichen,  daas  ein  Dreieck  zu  rernachiässigen 
ist,  bei  dem  die  eine  Seite  eo  klein  gemacht  werden  kann  wie  man  will. 

Demnach  vei'halten  sich  die  Flächeninhalte  zweier  Dreiecke  wie 
die  Beträge,  die  ihren  Winkelsummen  an  zwei  Rechten  fehlen.  Wir 
werden  diesen  Betrag,  der  der  Winkelsumme  an  ir  fehlt,  geradezu  als 
den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  annehmen,  indem  wir  einstweilen  das 
Dreieck,  dessen  Flächeninhalt  die  Einheit  ist,  unbestimmt  lassen. 

B  2«.] 

Indem  wir  die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  a  [31 
und  h  hezeichnen  und  seinen  Flächeninhalt  mit  A,  finden  wir: 


tang  ~A  =  cosF  (y)  .  cos  f{^)  ■ 


Sind  a  und  b  ausserordentlich  klein,  so  dass  man  die  dritten  und   [,875 
höheren  Potenzen  vernachlässigen  kann,  so  ist: 

wie  es  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  erhalten  wird. 

Der  Flächeninhalt  eines  Vielecks  mit  n  Seiten  wird  gleich  dem 
Betrage  sein,  der  dessen  Winkelsumme  an  (n  —  2)re  fehlt. 

In  einem  Vierecke,  dessen  Seiten  a  und  a'  auf  b  senkrecht  stehen, 
dessen  vierte  Seite  c  und  bei  dem  Ä  der  Winkel  zwischen  a  und  c 
und  A'  der  zwischen  «'  und  c  ist,  finden  wir  (s.  Gl.  (32)): 

Indem  wir  hier: 

F(b)-^-F(ß},     F(»)  +  F(a)-I(a) 
setzen,  erhalten  wir  den  Flächeninhalt  des  Vierecks  gleich: 

a  27.] 

Der  von  einer  krummen  Linie  hegränzte  Flächenraum  ist  grösser 
als  der  Fiäeheninhalt  eines  Vielecks,  das  anstatt  von  der  Kurve,  von 
deren  Sehnen  begränzt  wird,  und  er  ist  kleiner  als  der  eines  Vielecks, 
das  anstatt  von  der  Kurve,  von  Tangenten  an  diese  begränzt  wird. 
Es   lässt   sich    zeigen,    dass    bei    Verkleinerung    der   Seiten   der    [276 
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Unterschied  zwischen  den  Flächeninhalten  beider  Vielecke  so  klein 
gemacht  werden  kann  wie  man  will.  Die  (iränze,  der  sieh  die  Flächen- 
inhalte der  Vielecke  auf  diese  Weise  nähern,  belraehtet  man  als  die 
Grösse  der  Fläche,  die  von  der  krammen  Linie  eingeschlossen  wird. 
WirkHche  Messungen  werden  auf  ähnliche  Weise  ausgeführt. 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  den  Kreis.  Wenn  wir  von  dem  Ende 
eines  Halbmessers  aus  auf  einen  zweiten  ein  Loth  fällen  und  in  dem 
Ende  des  zweiten  ein  Loth  errichten  und  dieses  verlängern,  bis  es  den 
ersten  Halbmesser  trifft,  so  entstehen  zwei  Dreiecke,  von  denen  das 
eine  kleiner,  das  andre  aber  grösser  ist  als  der  Kreisausschnitt 
zwischen  den  beiden  Halbmessern.  Wir  nennen  a  den  Centriwinkel, 
A  und  Ä  die  Beträge,  die  der  Winkelsumme  des  kleinen  und  der  des 
grossen  Dreiecks  an  n  fehlen,  r  sei  der  Halbmesser.     Danu  ist: 

tang  A  =  7 — -i — ^!"^  ■■  ■,„  ^  ■  titng  u, 
"  tang*H-|-  s\a.F{r)  °      ' 

sin  A'  = 


^i^m  - 


nF{r) 

Wenn   das  Verluiltniss:    ^ir  ;  a    wächst,    so    wird   sieb:    (2ff  :  k)  taug  ^ 
und  ebenso:  (2 it :  k)  sin  j1'  einer  bestimmten  Gränze:  [377 


7t\e^—e     V  =4jteot^i?(-|-) 


(38) 

nähern,  die  den  Flächeninhalt  des  Kreises  darstellt.  Ist  r  ausser- 
ordentlich klein,  so  wird  dieser  Ausdruck  bei  Vernachlässigung  von  r* 
und  so  weiter  gleich  wr*. 

H  28.) 
Allgemein  wird  für    eine  krumme   Linie   mit  den   rechtwinkligen 
Koordinaten    x   und   y   der   Flächeninhalt   ds    des   Vierecks    zwischen 
(jj  y'  =  y  -(-  dy  und  dx  gleich 

F(ß  ^  a), 
wie  wir  gesehen  haben,  wobei: 

J^m  -  f  -  -i'C'i«),     F{a)-F(,j)  +  F(/) 
ist;  folglich  wird: 

das  heisst: 

(39)  ds  =  dx.  cot  I(y). 

Wenn  wir  statt  des  Vierecks   aus  y  und   y',  das  kleiner  ist  als 
das  Element  des  von  der  Kurve  begränzten  Flächenraumes,  das  Viereck 
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betrachten,  das  von  dx,  y  und  s  gebildet  wird,  wo  s  die  Verlängerung 
von  y'  ist  bis  zum  Zusammentreffen  mit  der  durcb  den  Endpunkt  von 
1/  an  die  Kurve  gezogenen  Tangente,  so  wird  sieh  das  Element  ds 
dem  Gränzwerthe  des  Ausdruckes 

nähern,  unter  dem  es  beständig  bleibt,  und  wo  [1178 

ist.    Der  Werth  von  2  wird  durch  die  Gfleichung  (s.  GL  (24)  und  (35)): 

cos  F(ß)  =  -^^ cos  F(y)  +  '     ~^ dy  .  sin«  J^O) 

bestimmt,  folglich  ist:  s  =  y'. 

[§  29.] 


Für  den  Kreis  wird: 


V   am"  F(, 


wobei  r  der  Halbmesser  ist  und  die  Koordinaten  x   vom   Mittel-   j_33 
punkte  aus  gerechnet  werden.     Durch  Integration  finden  wir: 

.  — .  ^  -^  _  .     oösFix)  _  ■     cot  F{x) 

^  ~  Bin  F{r)  '  ^'''^^'"  cos  F{r)  ^^^^"^  cot  F{r)  ' 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  folgend  er  massen  prüfen.  Wenn  wir 
den  Centriwinkel  tp  nennen,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Kreisaus- 
schnittes mit  dem  Centriwiukel  i^n  —  <p  gleich: 

(f-f)(.>«-W)-') 

(s.  den  Ausdruck   (38)).     Der   Plächeninhalt   des   von   x,  y   und  r  ge- 
bildeten rechtwinkligen  Dreiecks  ist: 

cot  Fix) 
arccos  — .— -riT-^ — -  "P  \ 
cot  Fif)        '  ' 

die  Summe  dieser  beiden  Flächenräume  ergiebt  s  von  Neuem  und   {279 
es  ist  dabei: 

COB  F{x) 

Wird  X  vom  Umfange  nach  dem  Mittelpunkte  hin  gerechnet,  so  ist: 

1                       <:n.V(r-a:)  c 

.,-,-, ■  arccos  - 


___  Qot  F^r  —  x] 

„ F(_r)  ■  ""^'^"'^      cos  F{r)  "''"'''^  ~^^tF(rr 

1  .     tang  F(r)  .     cos  F(y) 

~-^^,  ■  arcsm  i — ^^-^5=^  —  arcsm        —-/ ■ 
n  F(r)  tang  F(:y)  coa  F{t) 
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Indem  wir  hier  /■  =  go  setzen,  linden  wir  den  Flächenraum  zwischen 
den  Koordinaten  und  einem  Gräozkreisbogen: 

S-C0tJ?(j,)-|-  +  J!'(j). 

Genau  dasselbe  würden  wir  finden,  wenn  wir  in  den  allgemeinen 
Ausdruck  (39)  den  Werth  von  x  aus  der  Gleichung  (27)  einsetzten 
und  dann  iutegrirten.  Wir  wollen  bemerken,  dass  ^a  —  F(if)  einen 
riäcbenraum  darstellt,  der  sich  nach  der  einen  Seite  hin  unendlich 
weit  erstreckt  und  der  auf  den  andern  Seiten  von  zwei  Gränzkreisasen 
und  von  der  Koordinate  y  begränzt  wird;  folglich  ist  der  Flächenrauin 
zwischen  dem  Bogen  der  Kurve  und  deren  beiden  Axen  gleich: 

GoiF(y), 
also  eben  so  gross  wie  der  Bogen  seibat  {s.  Gl.  (29)). 

Endlich  hat  der  Flächenraum  zwischen  zwei  Axen  und  zwei   [MHO 
Griinzkreis bögen,    die    den  Abstand  t   von  einander  besitzen   und    [34 
von  denen  wir  den  grösseren  s  nennen,  den  Werth  (s.  Gl.  06}): 
(39a)  s(l  -~e~') 

oder: 

s'(e'~l), 
wo  6''  der  kleinere  von  beiden  Bögen  ist. 

Man  kann  diese  beiden  Ausdrücke  für  den  FlUcheninhalty  ähnlich 
wie  die  Gleichung  (30),  finden,  ohne  die  Gleichungen  (12)  und  (17) 
als  bekannt  vorauszusetzen.  Man  braucht  sich  zu  diesem  Zwecke  blos 
den  Flächeninhalt  durch  Axen  und  durch  Bögen  von  Gränzkreisen  in 
gleiche  Theile  zerlegt  zu  denken. 

[8  30.] 
Bedeutet  r  den  Abstand  eines   Kurvenpunktes    von   dem  Koordi- 
natenanfange,   q)  den  Winkel  zwischen  r   und  einer  durch  ebeji  diesen 
Koordinatenanfang    gezogenen   festen  Axe,    so   kann  das  Element  des 
Fliichenraumes  so  dargestellt  werden  (s.  Formel  (38)); 

ds  =  dtp  (-^~p^-^  -  l)  ■ 
Die  Integration  ergiebt: 

Für  den  Griinzkreis  zum  Beispiel  ist:  fSfli 

folglich ; 
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Hier  wird  der  Abstand  r  von  einem  Punkte  auf  der  Kurve  aus  ge- 
nomnaei}  und  der  Winkel  tp  wird  von  der  Tangente  in  diesem  Punkte 
an  gerechnet. 

[§  31-] 

Ein  Flächenraum  kann  femer  durch  parallele  Linien  in  Elemente 
zerlegt  werden.  Die  vom  Ende  der  Koordinate  x  ausgehende  Parallele 
zur  ^-Axe  möge  die  Kurve  in  dem  Abstände  w 
treffen  (Fig.  16).  Der  Flächenraum,  der  sicii 
zwischen  den  beiden  durch  die  Enden  von  x 
und  von  X  -\'  dx  gezogenen  Parallelen  bis  ins 
Unendliche  erstreckt,  ist  gleich 

~  dF{x), 
und  der  durch  die  Kurve  begränzte  Theil  dieses 
Plächenraumes  (s.  Formel  (39  a)): 

ds=-  —  dF{x).[\  —  e-"J, 
woraus  sich  durch  Integration  ergiebt: 


(41) 


-  T  -  ^(^)  * 


fdx. 


.  sin  F(x) . 


Nennen    wir   «'   den  Abstand,   in  dem  die 
Parallele  zur  y-Axe  die  Kurve   auf  der  andern 
Seite  der  a;-Axe  trifft,  so  kann  das  Element  des  Flächenraumes  auch 
so  ausgedrückt  werden: 

ds  ^  —  dF{x)  .  [e"'  ~  1], 

folglich  ist  der  Flächeninhalt:  ^ss 

(42)      s-fdx.(e-,-).BmF(x). 

Sind  u  und  u'  die  Abstände  (Fig.  17),  in 
denen  eine  Parallele  zur  ^-Axe  eine  Kurve  zwei- 
mal auf  derselben  Seite  der  x-.\se  trifft,  wobei 
diese  ausserhalb  des  Flächenraumes  der  Kurve 
gezogen  ist,  so  wird: 


(43) 


=  f  dx  .(f 


''').smF(x). 


Rechnet  man  beim  Kreise  x  vom  Mittelpunkte 
aus,  durch  den  die  Koordinatenaxen  der  x  und 
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der  y  gehen,  so  ergiebt  das  Dreieck  aus  x,  u  und  dem  Halbmesser  r, 
dem  der  Winkel  P(x)  gegenüberliegt: 

cos>  F(x)  .  CO.  F(u)  +  "-"-4;^—  -  1 
und  hieraus: 

C- .  Sin  Fix)  =  l+J^^--      —    -"-^ 


nF(r) 


nF(a:)    l  +  l/coa'F(r)- 


Die  Gleichung  (41)  ergiebt  nach  der  Integration:  \2S3 

s  =  9»  —  aresin  (sin  <p  .  tang  F{r))  -\- 
+  ^n"F(r)  (f  ~  f^'^'^t^g  (siö  *P)  —  arctang  — '— --"Jin'-^ — «sm_j»j^ 

wo  »p  =  ^n  ~  Fix).  Dasselbe  hätten  wir  erhalten,  hätten  wir  uns  s 
aus  einem  Kreisausschnitte  und  aus  dem  Dreiecke  mit  den  Seiten 
X  und  r  und  dem  Winkel  F^x)  gegenüber  r  zusammengesetzt  gedacht. 

rNr.  7,  8 
[§32.]  [    571 

Krumme  Oberflächen  werden  durch  die  ebenen  Flächen  zusammen- 
hängender Dreiecke  gemessen,  deren  Ecken  auf  der  Oberfiäclie  liegen 
und  deren  Abmessungen  um  so  kleiner  sein  müssen,  je  grössere  Ge- 
nauigkeit' bei  der  Berechnung  erforderlich  ist.  Die  Gränze  der  An- 
näherung wird  man  sich  ungleich  als  die  mathematische  Grösse  der 
Oberfläche  vorstellen,  welche  die  Diiferentialrechnung  unter  der  Annahme 
unendiieh  kleiner  ebener  Flächen  unmittelbar  liefert. 

Es  mögen  die  Koordinaten:  x,  senkrecht  darauf  y  und  z  senkrecht 
auf  y  [und  auf  der  Ebene  von  x  und  j/]  den  Ort  eines  Punktes  be- 
stimmen. Für  F(x),  F(if),  F(z)  schreiben  wir  der  Kürze  wegen: 
X,  Y,  Z.  Ausser  dem  Punkte  {x,  y,  s)  betrachten  wir  noch  zwei  [36 
mit  den  Koordinaten: 

X,        y^dy,z-\-{^)dy, 

x-\-dx,       y,       s-\-{-^dx. 

Wir  erhalten  für  die  Quadrate  der  Abstände  (s.  GL  (34})  [572 
des  ersten  vom  zweiten: 

\dyJ      ^      '    Bm'Z' 
des  ersten  vom  dritten: 

W<ii'+     ''"- 
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des  zweiten  vom  dritten: 

Der  Flächeninhalt  des  unendlich  kleinen  Dreiecks  aus  diesen  drei 
Abstünden,  in  dem  man  die  Winkelsumme  schon  gleich  jr  annehmen 
muss,  wird  sein: 


'ismZVXdx/  ~^lin'Y\(hj!  "*"  smTsin'Z  ' 
Hätten  wir  noch  statt  des  ersten  Punktes  den  Punkt  genommen,  dessen 
Koordinaten  durch  VerJtnderuiig  von  x  in  x -\-  dx  und  von  y  m  'y-\-  dy 
hervorgehen,  so  wären  die  Abstünde  und  folglich  auch  der  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  dieselben*  geblieben.  Die  Summe  dieser  beiden 
Fläch enriiume  ergiebt  den  Zuwachs  der  Oberfläche,  wenn  x  um  dx  und 
1/  um  dy  vermehrt  wird.    Nennen  wir  die  Oberfläche  S,  so  finden  [573 


(«)      (^)=ii^yl)'+»7{S)'  +  s;«^- 

[§  33.] 
Für  eine  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  r  wird,  wenn  wir  die 
Koordinaten   x,  y,  s    vom   Mitteijmnkte    aus    rechnen    und   J'^('')  ==  JR 
setzen: 

sin  X ,  sin  Y ,  sin  Z  =  sin  li, 

\dx!  ^        cosZ'      \dy!  cÖaZ' 


\dxdy}         ünZ  y  cos' 2 


xdyl 
Indem  wir  den  Werth  von  Z  einsetzen,  erhalten  wir: 


\dXdYl  ~  am'B'y^, 


Durch  Multiplikation  mit  4dY  und  durch  Integration  von 

sin  F  =  sin  iJ :  sin  X    bis     Z  =  y  re 
finden  wir  für  den  ganzen  Umfang: 

/dS\  „  .       „       COEfi 

Durch  Multiplikation  mit  dX  und  durch  Integration  von  X  bis  X=  ^jt, 
erhalten  wir: 
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den  Auascbiiitt  der  Kugelfläche  zwischen  zwei  auf  einem  Halbmesser 
senkrechten  Ebenen,  von  denen  die  eine  durch  den  Mittelpunkt  geht, 
die  andre  aber  vom  Mittelpunkte  den  Abstand  x  hat. 

Die  ganze  Kugelfliicbe  wird: 
(45)  4%  .  cot^  B  =  %(&•  -  fl-')' . 

Der  Abschnitt  im  Abstände  x  vom  Mittelpunkte  ist  gleich: 

oder  gleich: 

2^_cös_X_coa_E_ 
i— "coeX.cosie 
im  Abstände  x   von   der  Oberfläche.     Dieser   letzte   Ausdruck   ergiebt 
für  r  =  cc  den  Abschnitt  der  Fläche  der  Gränzkugel: 

[9  34.] 
Indem  wir  lür  jede  Kugelfläche: 

cos  ilf  =  tang  R  .  cot  Y,     cos  X  =  cos  JJ .  sin  ^ti .  sin  <p 
setzen,  erhalten  wir: 

/  li'fi  \ cos=  Ji    sJD  Tf  ]/i"^cös' ETsi^'  1^  ■  sin"'"^ 

Xd'Vidip/  ~~         sinB  "  '  1  -  cns^  it .  sin^'ip' 

Durch   Multiplikation   mit    Sdipdq)    und    durch  Integration    von    f^ö 
^  =  0  bis  ip  ^  ^x  und  von  9)  =  0  bis  fp  =  {a  müssen  wir  von 
Neuem  die  Grösse  der  ganzen  Kugelfläche  finden;  folglich  ist: 


^*"J  2sinii-J   J    -  1-ec 


ein  Integral,  an  dem  eine  Eigenschaft  der  elliptischen  Funktion: 


sichtbar  ist,  nämlich: 

Tta        r      a;dxE(a:) 

Wenn  wir  die  andre  vollständige  elliptische  Funktion: 
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zu  Hülfe  nehmen,  und  beachten,  dass 

/"   rdi^.difi.  cos  1(1.  [/l  —  sin'it  sin'ij'  sin'qj  __  J£(g\^  Jß)  L^''* 

ist,  oder,  was  ganz  « 


■■^m^)"/"^, 


so  ergiebt  die  Gleichung  (46),  wenn  wir  darin  i^n  ■ —  R  an  die  Stelle 
von  R  setzen,  mit  cosB.dR  multiplicirea  und  von  jR^=0  an  integriren: 


KU  _     r    r     d->l>.dfp.  sin  E.  sin 


Indem  wir  femer  in  Bezug  auf  i/i   zwischen  den  bezeichneten  Grunzen 
integriren,  erhalten  wir: 

J  sm  v         &  \  1  —  ein  E  sin  qi ) ' 
was  man  noch  anders  darstellen  kann,  indem  man  (p  =  ^(x)  setzt:  [39 

oder  bei  tbeilweiser  Integration;  [577 

(47)  ''-K    ^  f\-J^lz:}}£?i^.— 

ein  Integral,  das  nur  für  E  =  —  bekannt  ist,  nämlich: 

[§  35.] 

Die  Richtigkeit  des  Integrals  {47}  kann  man  auch  noch  in  dem 
Falle  zeigen,  wo  an  der  Stelle  von  cos2iJ  eine  Zahl  grösser  als  Eins 
steht. 

Wir  beginnen  mit: 


/  d-^  .  log  cot  Y  ^  =^  0 

Hosled  byLjOOQlC 


§  34—36.  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals.    Um drehungs flächen.      45 
oder: 

/  d'^  .  log  (e"  .  cot  -ä^)  =  ^0,. 

Hierin  setzen  wir  <f  =  e"  cot  ^i/i  und  das  Integral  verwandelt  sich  in: 
r  xdx  51  [578 

Wir  zerlegen  es  in  zwei  Theile,  den  einen  von  x  =  0  bis  ir  =  oo,  den 
andern  von  a;  ==  —  oo  bis  x^=0.  Der  letzte  kann  anders  dar- 
gestellt werden; 

J  .-—+^+- 

Beide  zusammen  ergeben: 


U^- 


Wenn   wir  hier  aY —  1    an   die   Stelle  von  a   setzen,    so   finden   wir 
wieder  (47), 

[§  36.] 

Für  eine  Umdrehungsfiäche  um  die  a;-Axe  muss  man  in  der  Glei- 
chung (44)  setzen: 

sin  Y .  sin  2'=  sin  Ü; 

\dJ  ~        cosZ'  \da:}  '     \dy/  ~'        cos  Z' 
wo   -R  =  F(r)  ist,  und  x.  und  r  die  Koordinaten  der  Punkte  der    [40 
erzeugenden  Linie  sind.     Hiernach  erhalten  wir: 


(_^'AJ) lIzA^ 

\dX  dYJ        Bin  X.  sia»  fi .  yn^lang'  BTcät^Y 
Durch  MultipUkation  mit  AdY  und  Integration  von  Y=  ^je  bis  Y=  E 
finden  wir: 

Für  den  geraden  Kegel  (s.  Gl.  (18))  ist: 

tang  A  =  taug  X .  cos  Ü, 
folglich : 

,„  'äTtcosB.dX 

(liS  =  —    j   aj(    Bin  X   cos  ^' 
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Wenn  wir  die  Seite  des  'Kegels  mit  l  bezeichnen  und  F(l)  =  L  setzen, 
so  ist  (s.  Gl.  (14)): 

cos  L  .cos  A^  cosX;     tang  i  =  sin  J. .  tang  iJ; 
demnach: 

und  die  Integration  crgiebt: 

S=2:rsin^.(^-.-i-^  — l). 

Für  den  Gräiizkreis  ist;  sin  R  =  e^^;  indem  wir  das  in  die  [5S0 
Gleichung  (48)  einsetzen,  erhalten  wir  dasselbe  wie  schon  vorhin. 

Diese  Beispiele  genügen,  um  einen  Begriff  von  der  Berechnung 
der  Grösse  krnmmer  Oberfliiehen  zu  geben.  Jetzt  wollen  wir  nns 
mit  der  Bestimmung  des  Inhalts  von  Körpern  beschäftigen. 

[§  3'.] 
Ein  Körper  sei   begränzt   von  zwei   Gränzkugeln,    die   nach   der- 
selben  Seite   gekrUmmt   sind   und   deren    gegenseitiger  Abstand  c   als 
gemeinsame    Äxe    dient,    ferner   von   einer   kegelförmigen    Oberfläche, 
deren  Erzeugende  c  immer   der  Axe  der   beiden  Kugelflächen  parallel 
bleibt.     Der  Inhalt  dieses  Körpers  muss  dem  Ausschnitte  S  auf  einer 
der   beiden  Gränzkugeln  proportional    sein    und  ausserdem  von  c   ab- 
hängen; folglich  wird  er  gleich  S .  C  sein,  wo  C  eine  Funktion  von  c 
ist.     Wenn  S  der  grössere  der  beiden  Ausschnitte  ist,  das  heisst  der, 
auf  dessen  innerer  Seite  c  liegt,  und  wenn   er  ein  Rechteck  aus  den 
Gränz  kreis  bogen  a  und  b  bildet,   so  ist  S^=ab  und  der  kleinere  Aus- 
schnitt gleich  ab  .  er^'  (s.  GL  (36)).     TJeberhaupt  muss,   wie  auch  der 
Ausschnitt   S   beschaifen  sein   mag,    der   andre,    der   kleiner   ist    \58i 
als  dieser,  gleich  e-^'S  sein.    Indem  wir  jetzt  die  kegelförmige  Ober- 
fläche  über  den  kleineren  Ausschnitt   hinaus  verlängern  und    sie    [41 
jedesmal  im  Abstände  c  durch  eine  zu  c  senkrechte  Gränzkugel  schnei- 
den, erhalten  wir  Körper,  deren  Rauminhalte  sind: 
S.G;    e-^^S-Ci    e-*=Ä  .  C;  . . . 
und  deren  Summe  sich  folglich  dem  Werthe: 
S.G 
1  —  e-^' 
um  so  mehr  nähert,  je  weiter  sich  der  kegelförmige  Körper  erstreckt, 
so  dass  diese  Gränze  nunmehr  den  Inhalt  des  Körpers  mit  unendlich 
verlängerter  Oberfläche    darstellt.     In   diesem   falle   kann    der  Faktor 
von   S   nicht   mehr   von  c   abhängen,    und   demnach    müssen   wir   den 
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Eauminhalt  des  abgestuinpftea  Kegels  von  der  Höhe  c,  den  wir  zuerst 

betrachtetea,  gleich 

(49)  i  ,9(1  -  .->■) 

annehmen,  womit  wir  zugleich  erreichen,  dass  er  für  ein  sehr  kleines  c 
gleich  c .  S  wird,  wie  in  der  gewöhnlichen  Geometrie.  [683 

Nunmehr  kann  die  Berechnung  des  Rauminhaltes  eines  jeden 
Körpers  dadurch  ausgeführt  werden,  dass  man  ihn  mit  Hülfe  von 
KegelflUchen,  deren  Erzeugende  irgend  einer  willkürlich  angenommenen 
Axe  parallel  sind,  in  Elemente  zerlegt. 

[8  38.] 
Zum  Beispiel  mögen  vier  Ebenen,  die  der  Reihe  nach  auf  einander 
senkrecht  stehen,  einander  in  parallelen  Linien  schneiden;  endlich  möge 
der  Körper  noch  von  einer  Cylinderfläche  begränzt  sein,  deren  Leit- 
linie ein  Gränztreis bogen  6  auf  einer  der  vier  senltreehten  Ebenen  sein 
möge,  und  zwar  seien  die  beiden  parallelen  Schnittlinien  dieser  Ebene 
mit  den  beiden  andern  zugleich  k:s.en  des  Bogens  6;  die  Erzeugende 
der  Cylinderfläche  aber  sei  das  Loth  ü  auf  h,  das  durch  die  gegen- 
überliegende Ebene  abgeschnitten  wird.  Wir  denken  uns  durch  h  eine 
Griinzkugel  und  bezeichnen  mit  s  den  Bogen,  der  auf  dieser  als  Schnitt 
mit  der  seitlichen  Ebene  durch  a  entsteht  und  der  von  der  gegen- 
überliegenden Ebene  abgeschnitten  wird.  Ea  sei  y  der  Abstand  zwischen 
den  Endpunkten  von  a  und  s.  Lassen  wir  diese  beiden  letzten  [J85 
Linien  sich  ändern,  so  wird  der  Rauminhalt  des  Körpers  P  durch 
i  Ebenen  in  Elemente 


zerlegt 

Wir  setzen  hierin  (s.  Gl.  (29),  (30)  und  (36)): 
s  =  coaF(a);     ß"^  =  sin  i^(«) 
und  finden  durch  Integration  von  a  =  0  an: 
(50)  F^\-ab. 

Hier  kann  man  unter  h  zugleich  auch  den  Flächenraum  verstehen,  [42 
der  durch  den  Bogen  h  und  durch  die  beiden  von  dessen  Enden  aus 
unendlich  verlängerten  Axen  begränzt  wird.  Wenn  daher  x  der  Ab- 
stand von  einer  Geraden  ist  und  dw  ein  unendlich  kleines  Stück  von 
X  zwischen  zwei  Parallelen  zu  dieser  Geraden,  so  ist:    h  =  ^  dF(a:). 
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B  39.] 

Es  seien  nunmehr  a  und  h  die  Katheten  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  und  a  liege  der  Winkel  A  gegenüber.  Wir  betrachten  eine 
Pyramide,  deren  Grundfläche  dieses  Dreieck  ist,  und  die  sich  bis  ins 
Unendliche  erstreckt,  indem  sie  derart  von  drei  Ebenen  begräözt  wird, 
dass  alle  drei  Schnittlinien  oder  die  Kanten  der  Pyramide  zu  \_5S4 
einander  parallel  sind  und  die  eine  auf  der  Grundfläche  im  Scheitel 
des  Winkels  Ä  senkrecht  steht.  Wir  nehmen  a  und  h  als  veränder- 
lich  an,  A  als  fest.  Durch  zu  dem  Lothe  parallele  Ebenen  wird  die 
Pyramide  P  in  Elemente  zerlegt,  so  dass  (50): 

(51)  dP=~\a.  dF(b) 
ist;  indem  wir  hierin: 

B  =  F{b) ;     cotB  =  cot  A  .  cos  F(a) 
setzen,  erhalten  wir: 

(52)  dP  =  -^dBAog2\"tfy 

Wenn  wir  nur  die  erste  Potenz  vod  tang  A  beibehalten,  an  deren 
Stelle  2a  setzen  und  dann  von  B  =  ^z  an  integriren,  so  finden  wir: 

(53)  P  =  —  K  log  sin  iJ  =  ji  log  (^~^) 

als  Rauminhalt  des  geraden  Kegels,  der  sich  bis  ins  Unendliche  er- 
streckt, dessen  Grundfläche  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  h  und  dessen 
Axe  zur  Seite  parallel  ist. 

Durch  Difl'erentiation  der  letzten  Gleichung  nach  h  finden  wir:  [585 

(54)  dP  ^xdb.  cos  F(h), 

die  Grösse  der  Kegelschale,  die  in  der  Richtung  des  Halbmessers  h 
des  Grundkreises  die  Dicke  db  besitzt  und  die  sich  unendlich  weit 
erstreckt,  indem  sie  zur  Aie  des  Kegels  parallel  verläuft. 

[§  40.] 
Um  die  Grösse  eines  geraden  Kegels  von  endlicher  Höhe  zu 
finden,  muss  man  dessen  Oberfläche  durch  zur  Höhe  senkrechte  Ebenen 
in  Elemente  zerlegen,  sodann,  von  der  Spitze  beginnend,  alle  die  Kegel- 
schalen addiren,  die,  zur  Höhe  des  Kegels  parallel,  von  diesen  Elementen 
ausgehen,  und  die  Summe  von  dem  Rauminhalte  des  Kegels,  der  von 
der  letzten  Kegelschale  begränzt  wird,  abziehen.  Demgemaas  sei  x 
die  Höhe  des  Kegels,  y  der  Halbmesser  der  Grundfläche,  c  die  Seite, 
A  der  Winkel  an  der  Spitze  zwischen  x  und  c.    Der  Kürze  halber  [48 
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bezeicineii  wir   die  Winkel  F{x),  F{y),  J^(c)  mit  X,  ¥,  C.     In  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Katheten  x,  y  und  der  Hypotenuse  n  ist: 
cos  X  =  coe  A  .  cos  C;     tang  Ä  =  cos  Y .  tang  X;  \ö8G 

tang  C  ==  sin  j4  .  tang  Y. 
Indem  wir  hier  A  als  fest,  alle  übrigen  Grössen  als  veränderlich  be- 
trachten, finden  wir; 

äy  =  dx  ^^J'Y'mi'x  ' 
In  dieser  Weise  ändert  sich  y  bei  einem  Kegel  mit  der  Hölie  x\  wäre 
aber  x  unendlich,  so  wäre  der  Zuwachs  von  y  (19)  gleich: 

dx   ■  t  Y 

Der  Unterschied  zwischen  beiden  ergiebt: 


das  Stück  der  auf  y  folgenden  Ordinate,  das  eine  durch  den  Endpunkt 
von  y  ZM  X  gezogene  Parallele  abschneidet.  Hiernach  ist  der  Raum- 
inhalt des  Kegels  (54): 

=  71  f(/y  cos  r.  cos  X  =  xjdx  cot^  Y 

1'    dx  [587 

wo  die  Integrale  mit  x  =  0,  y  =  0  heginnen.  Ferner  ergiebt  die 
Gleichung  für  C  und  X: 

dx  .  sin-  X^dc  .  cos  A  .  sin-  C ; 
indem  wir  das  mit  sin^  Y  multipliciren  und  darin:  sin  X.  sin  l'=sin  C 
einsetzen,  erhalten  wir: 

dx  ^  de  .  cos  A  .  sjn^  F, 
folglich : 

(55)  I"  ^  %{c  eos  A  —  x). 

Um  bierin  die  Buchstaben  c  und  A  allein  einzuführen,  muss  man  an 
Stelle  von  x  setzen; 

—  log  { i 

2  \l  +  ün--\-A{^'^-i)] 

oder  in  Gestalt  einer  Reihe: 


[37,  X.  1697.: 
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oder,  wenn  man  die  Annäherung  bis  auf  c*  treibt:  [44 

X  =  cos  A\c  ■ ^'^  •  äin^  a\ , 

demnacli  wird:  {588 

F  ^  -^nc^ .  cos  A  .  sin^^  ^=  —  icy^x, 

wie  es  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  erhalten  wird. 

Ist  y  so  klein,  dass  man   sich  mit   seinen  zweiten  Potenzen  be- 
gnügen kann,  so  wird: 

cos  j4  =  1  - —  Y  tang^  C .  cot^  Y, 
1  ,       /l  +  cos  ^  .  cos  C\  cot'  y 

Indem  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (55)  einsetzen,  hierauf  durch 
die  Grösse  der  Grundfläche  des  Kegels  dividiren  und  mit  der  Ober- 
üäche  der  Kugel  vom  Halbmesser  c  multipliciren  ((38)  und  (45)),  finden 
wir  den  Rauaunhalt  der  Kugei: 

(66)  |-(e.._e-.._4c). 

B  «■] 
Mit  Hülfe  von  Kegelsehalen,  die  sich  bis  ins  Unendliche  erstrecken, 
können  wir  überhaupt  den  Rauminhalt  jedes  Körpers  finden,  der  von 
einer  Umdrehungsfläche  begränzt  wird.  Die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten der  erzeugenden  Linie  seien  x,  y  und  mögen  von  dem  Punkte 
aus  gerechnet  werden,  in  dem  die  Oberfläche  des  Körpers  die  ar-Axe, 
die  zugleich  auch  als  Drehungsaxe  dient,  sehneidet.  Wenn  beim  [589 
Uebergange  von  x  in  x  -{•  dx  die  Koordinate  y  m  y  -\-  dy  übergebt, 
so  wird  die  zu  x  durch  den  Endpunkt  von  y  gelegte  Parallele,  wie 
wir  vorhin  gesehen  haben,  von  y  -\-  dy  die  Linie: 

,     ,    ,    cos  r 
dy  -f-  ax   .  a  „ 

ahschneiden.  Indem  wir  mit  x  cos  Y  multipliciren,  erhalten  wir  eine 
Kegelschale  wie  die,  deren  Werth  durch  die  Gleichung  (54)  gegeben 
ist.     Indem  wir  hierauf  von  x  =^  0  an  integriren  und: 

n  j  dy  cos  Y, 

das  heisst,  einen  Kegel  über  einem  Kreise  vom  Halbmesser  y  (53), 
wegwerfen,  erhalten  wir  den  Rauminhalt  des  Körpers: 

(57)  %fdx  cot*  Y, 
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WO  die  Grunzen  des  Integrals  beliebig  sind  irnd  wo  x  nach  der  einen 
oder  nach  der  andern  Seite  gerechnet  werden  kann. 
Zum  Beispiel  ist  für  die  Kugel: 

sinX.sinr=sinJi, 
wo   S  =  F(r)    ist,    r    der   Halbmesser,    X  =  F(x)    und    wo    die   [4ri 
Koordinate  x  vom  Mittelpunkte  aus   gerechnet  wird.     Wir  finden  den 
Rauminhalt  der  Kugel  gleich: 

nach  der  Integration  von  a:  =  0  ab  wird  der  Kugelausschnitt 

Wenn  wir  mit  2  multipliciren  und  X=7i  setzen,  so  erhalten  wir  die 
ganze  Kugel,  wie  vorhin  (56). 

Indem  wir  den  Winkel  zwischen  x  und  r  mit  A  bezeichnen  und 
sodann  die  Grösse  der  ganzen  Kuge)  mit  ain^-^jl  multipliciren,  er- 
halten wir  einen  kegelförmigen  Kugelausschnitt: 

Wenn  wir  dagegen  von  der  halben  Kugel  den  Ausschnitt  (Ö8)  weg- 
nehmen, so  erhalten  wir  den  Kugelabschnitt  im  Abstände  x  vom 
Mittelpunkte : 


'  (r  -  »))  . 


Der  Unterschied    dieser  beiden    letzten  Ausdrucke   liefert   den  Raum- 
inhalt des  Kegels,  wie  er  vorhin  (55)  gefunden  worden  ist. 

Wenn  wir  x  von  der  Kugeloberfläche  aus  rechnen,   so  wird    [591 
der  durch  eine  Ebene  im  Abstajide  x  bestimmte  Abschnitt  gleich: 


sein.     Für  r=  od    finden  wir   den  Abschnitt   des   Körpers,    der    von 
einer  Gränzkugel  begränzt  wird: 


Der  allgemeine  Differentialausdruck  zur  Berechnung  des  Raum- 
inhaltes jedes  Körpers  kann  durch  Elemente  gegeben  werden,  in  die 
der  Körper  zerlegt  wird  mit  Hülfe  von  Gränzkugeln  und  von  zwei 
Reihen    paralleler   Ebenen,    die    Kormalebenen    der    Gränzkugeln   sind 
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und  bei  denen  jede  Reihe  auf  der  andern  senkrecht  steht.  In  diesem 
Falle  bezeichnen  wir  mit  §  den  vom  Koordinatenanfajige  aus  gerech- 
neten Abstand  auf  einer  der  Axen  der  Gränzkugeln  und  wählen  daher 
Axe  zugleich  zur  Axe  der  Koordinaten  |.  Mit  jj  bezeichnen  wir 
nen  auf  |  senkrecht  stehenden  Bogen  auf  einer  Gränzkugel,  und  £  sei 
in  ebensolcher  Bogen,  der  yon  dem  andern  Endpunkte  Ton  ij  aus  [592 
in  einer  zur  Ebene  von  i  und  ij  senkrechten  Ebene  gezogen  ist.  Es 
ist  klar,  dass  das  Element  des  Körpers  ((49)  und  (50))  durch  das 
Produkt 

d|  dri  d% 
dargestellt  werden  kann. 

Wir  denken  uns  Lothe  gefällt:  s  von  dem  Endpunkte  von  £  [46 
aus  auf  die  Ebene  der  Linien  |  und  ij,  y  von  dem  Endpunkte  von  s 
aus  auf  I,  und  wir  nennen  x  den  Theil,  den  dieses  letzte  Loth  vom 
Koordinaten  au  fa.nge  aus  abschneidet.  Indem  wir  die  Winkel  Fix)^ 
F{y),  F{b)  mit  X,  Y,  Z  bezeichnen,  erhalten  wir  ((27),  (29)  und  (36)): 

.  ,   r,  cot  Y 

g  =  cot  Z;     11  =  -^^  ■ 

Nehmen  wir  zuerst  blos  z  als  veränderlich  an,  dann  blos  y,  endlich 
bloa  z,  so  wird: 

^^^^^m^'      '^^^smr^ein^'      ''^  =  «^^  ■ 
Demnach  ist  das  Element  des  Körpers: 

(59)  «'"P-alÄSz- 

Dasselbe  hätten  wir  gefunden,  wenn  wir  den  Körper  durch  auf  ein- 
ander senkrecht  stehende  Ebenen  zerlegt  und  als  Kauminhalt  eines  {_693 
unendlich  kleinen  Elementes  das  Produkt  der  drei  Seiten  genommen 
hätten. 

Indem  wir  (59)  von  X  ^  0,  von  J/  =  0,  von  «  =  0  an  integriren, 
erhalten  wir: 

A!^^_ -L 

\dydzl        sin  r,  sin' Z' 

WO  sich  X,  y,  e  nunmehr  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  beziehen. 

Wenn  wir  bei  der  Kugel  die  Koordinaten  vom  Mittelpunkte  aus 
rechnen,  so  wird  die  Gleichung  (60): 

(jsz\  _  -j_--i/:T:':r ' 
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WO  JZ  ==  Fir)  ist  und  r  der  Halbmesser.  Indem  wir  mit  dZ  mulfci- 
pliciren  un<l  von  Z  =  ^a  bis  sin  M  =  ain  X  .  sin  Z  integriren,  fiutlen 
ivir  Ton  Neuem  den  Ausdruck  (5ö). 

Ist  r  der  Abstand  eines  Punktes  vom  Koordinatenanfange,  9  der 
Winkel  zwischen  r  und  der  x,  »/-Ebene,  ra  der  Winke]  zwischen  der 
x-Axe  und  der  Projektion  von  r  auf  die  x,  »/-Ebene,  so  ergiebt  [694 
der  Ausdruck  (59)  als  Element  des  Körpers  in  Polarkoordinatea: 

(61)  iPI'  =  ^dco.d0.d>-.  cos  Ö  .  fe'  —  c-"-f, 

einen  Ausdruck,  der  noch  leichter  zur  Berechnung  des  Rauminhaltes 
der  Kugel  und  des  geraden  Kegels  dient. 

[§  43.1 
Suchen  wir  jetzt  die  Grösse  einer  Pyramide,  deren  Grundfläche  \i^ 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a,  h  und  der  Hypotenuse 
c  ist  und  deren  Höhe  7t  in  dem  Schnittpunkte  von  a  und  c  auf  der 
Grundfläche  senkrecht  steht.  Den  Winkel '  zwischen  a  und  c  nennen 
wir  1(1,  r  die  Hypotenuse  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den 
Katheten  e  und  A;  in  demselben  Dreiecke  sei  ip  der  AVinkel  gegen- 
über c.  Die  Pyramide,  die  wir  P  nennen  werden,  wird  in  die  Ele- 
mente (55)  zerlegt: 

(G2)  dP  =  y  dii>  (r  cos  q)  —  h), 

woraus  durch  Integration: 


63) 


'-V 


djf  ■  r  cos  qn —  i/rh. 


Sicher  ist  auch,  wenn  wir  in  dem  Dreiecke  aus  a  und  h  den  Winkel 
gegenüber  h  mit  ca  bezeichnen  und  mit  $  den  Winkel  zwischen  b 
und  ri 

P=^  fda.rcos0  -  ^bm.  1^^^^ 

Die  Abhängigkeit  der  Linien  und  Winkel  a,  h,  r,  <p,  ip,  a>  unter 
einander  wird  durch  die  Gleichungen: 

itang  ip  .  cos  V  =  cos  Ä  .  tang  H, 
tang  w  '=  cos  /f .  tai^  Ä, 
cos  H  ==  cos  gs  .  cos  B, 
bestimmt,  wo:  A  =  F{a),  H=FQt),  E=F(r)  ist.    Hier  können  wir 
S,  9,  ifr,  ca  durch  B,  6,  to,  j/f  ersetzen,  wenn  wir  unter  B  den  Winkel 
FQ))  verstehen;  folglich  ist: 
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jtangÖ.  cos  ta  =  cos  J.. 

,  tang  B, 

(65)                          1             tang  ^  =  cos  if , 

.  tang  ^, 

1               cos  I?  =  cos  6  . 

cos  li, 

woraus  wir  finden: 

C03  ^  -  Bin  H 

"""''          ysm'if-sin'ii 

^fiß%                                     ^n«a>               -      CO«'''™"^ 

siu'i;, 

^^    „         cot^VBiu'^-ei 

n'c.dn'i;,. 

[§  44] 
Der  Ausdruck  (63)  kann  in  verschiedener  Form  dargostellt   [59(i 
werden.     Filhreu  wir  die  Grössen  A,  H,  B  ein,  so  wird 

dB  .  sin  iJ .  log  cot  V  li  i-'^^ 

2P=   '-  coa  Ä.sm2II 


(67) 


/dB  .sinB. 
lsin^J/-siii'J!)l/si, 

/      COB  vi .  3in  7/     \      ,  ,     1     ir 

)  ( ■— ^ )  -  lojx  cot  -r  Ji , 


wo  das  Integral  bei:    sin  B  =  sin  A  .  sin  H  endigt,    wie   man  jin   den 
Gleichungen  (64)  selten  kann. 

Indem  wir  die  Buclistaben  ändern  und  die   beiden  Ausdrücke  für 
P  einander  gleicii  setzen,  erkalten  wir: 

f  ÄiJ .  sin  B .  log  cot  \-  B 

COS  A  .  sin  2H  1 _,_;-___-_   — ^="  — 

J    (Kin'if-  sm'B)l/sin'^.sm'i/— sin'Ä 

/'                 dB.  Bin  ü.  log  cot  yS 
. _-_—■-■ = 
(sin*  B  —  sin'  B)  )/sin«  A  .  sin'  B  —  sin«  B 

=  2  arctang  (tang  A  .  cos  B)  .  log  cot  y  -^  — 
—  2  arctang  (tang  A  .  cos  H)  .  log  cot  y  B, 
wo  die  Integrale,  wie  man  aus  (64)  und  (65)  schliessen  kann,  bei; 

sin  jR  =  sin  .4  .  sin  if  .  ain  II 
beginnen  und  endigen,   wenn  der  Ausdruck  unter  der  Quadrat-    [557 
Wurzel  in  dem  Integrale  null -wird. 

Wenn  wir: 
(68)  sin  a  =  '""^nT'" 

setzen,  so  finden  wir: 
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2P=ar~  th-fccdr, 


worin  wir  setz 

(60)        '■=ii<'s{iz:z!,tzfiZ:)' 

demnach  wird: 

J(dn'<.-sin'„)l/9in=o,-sin'«.sir 

und  indem  wir  die  beiden  Äuadrücke  für  P  vei^leichen,  erhalten  i 

,     .     „       /'  a  da  ein  a 

COS  Ä  sm  iJra  (  — ; -■  _  _—       ■  _  —  — 

—  cos  A  sin  2tb  / 

J  (sin'  V 


i'  k)  ysia'  ip 

=  sm  (.4  —  K-l        ^      ' 


(^-+1)  _  V,  log  !!^dii?) 


WO   die  Winkel  A,  ip   und   ra    nicht  von    einander    abhängig  sind,    [49 
und  wo  die  Integrale  bei: 


endigen,  wo  aber  A"^  ip  und  >  ro  sein  muss. 
Endlich  haben  wir  gesehen,  dass 

jdi'  .r  cos  (p  =  irda 

ist.  Wenn  wir  hierin  den  Werth  von  r  (69)  einsetzen  und  dann  A 
und  a  als  unabhängig  von  einander,  1(1  als  Funktion  von  A  und  a 
und  die  übrigen  Grössen  als  fest  betrachten,  so  können  wir  das  letzte 
Integral  so  darstellen: 


Ä.dÄ 
(sin=^-sin'»)c. 


2  cos  a  I  da  cos  «  /  7 

„  r^iuA  ,     l'         äA  . 

=  2  cos  «  ^  ~^-  cos  «  rfß  J  ain^^-sin'o,  + 

+  -. —    /  da  cos  a  I  -,-7-  ■  log  -.   , ,  ^     ; 

indem  wir  in  dem  letzten  Doppelintegrale   die   Reihenfolge  der   Inte- 
grationen ändern,  erhalten  wir; 
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n   /'  ,,        sin  (A4,  tu)    ,     sina      i'dÄconA     ,        sin  (A  +  m) 

2 j  r  rf«  =  ^  log  ^j^;^-^;  +  ^/ ^^^^  ■  log -^^^t^; , 

uud   indem  wir  das  in  die  Gleichung  (C3)   einsetzen,  bekommen  wir: 

(71)  4P  =  sin  2m  f  .    .,,    ^''^   -,        ,  ~  2i>h, 

wobei  wir  jedoch  an  die   Stelle  von  i//  den  Ausdruck  (68)    einsetzen 
müssen  und  sodann  nur  J.  als  veränderlich  betrachten  dürfen;  folglich  ist: 

F  ^ ^  i!^h  4-  -^  cos  ta  .  sm^  a  l ^--  ~— — — — -  ■     

2^     ^3  J(sin'^-sin'«)yain'«-dn^«>.dn'^' 

wo  nur  ^  als  veränderlich  betrachtet  wird  und  das  Integral  von  ^  bis 

sin  ip  =  —- — 

genommen  wird. 

i§  45.1 

Für  ^^A  wird  6  =  00  und  die  Pyramide  P  erstreckt  sich    V 50 
ins  Unendliche.     Dann  ergiebt  die  Gleichung  (63): 


(72)  '2P=fdip. 


-Ah. 


AVir  können   aber  den  Wertb  von  P  noch  anders  finden,  indem 
wir  den  Ausdruck  (51)  heranziehen,  nämlich: 

2P=  TÄrfJ., 
oder,  indem  wir  den  Werth  von  h  aus  den  Gleichungen  (64)  eij 


-0,) 


(73)  4P=  p^log^i^id 

Endlich  können   wir  noch,  uns   auf  die  Gleichung  (53)   stutzend, 
schreiben : 

2  P  =  —  fdei  log  (sin  A  .  sin  H), 

wo  jff  als  Funktion  von  ta  betrachtet  wird;  indem  wir  nun  den  Werth 
von  H  aus  den  Gleichungen  (64)  einsetzen,  erhalten  wir: 

(74)  4P_-/'Ä,olog(l-^-;^)i  ['™ 
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beide  Ausdrdcke  füi  P     lud  identischj   wie  man   sich  durch  Differen- 
tiation überzeugen  kinu 

Äehnlich  finden  wir   indem  wir  in  (71)  die  Winkel  j/j  und  A  ein- 
ander gleuh  setzen    folglich  iich  r  =  w: 


denselben  Ausdruck  wie  (73).    Diesen  Werth  des  bestimmten  Integrals; 


fdt. 


können  wir  folglich  als  geometrisch  und  analytisch  erwiesen  ansehen. 
Die  Gleichung  (73)  kann,  wenn  man  darin  aus  (64)  den  Werth 
von  A  einsetzt,  noch  so  dargestellt  werden: 

h<lh      _    _  [603 


(75)  P=sin2<a  /"-^^ 


r§  46.J 
Durch  Addition  und  Subtraktion  solcher  Pyramiden,  die  paral-  [Al- 
lele Kanten  haben   und  deren  Grösse   wir  durch   die  Gleichungen  (73) 
und   (75)   bestimmt  haben,    kann  man  überhaupt  jede  Pyramide  her- 
stellen.  .So  kann   P  in  der  Gleichung  (03)  durch: 

(76)  p  =  p-  _  p-  4-  P^  _  p^ 

dargestellt  werden,  wo  P',  F",  P^  und  P^  dreiseitige  Pyramiden  sind, 
deren  Kanten  zur  Höhe  h  der  Pyramide  P  parallel  sind. 

Von  diesen  Pyramiden  hat  P'  die  Grundfläche  mit  P  gemein, 
nämlich  das  rechtwinklige  Dreieck  mit  den  Katheten  a,  h  und  dem 
Winkel  w  gegenüber  /(.  Um  zu  zeigen,  welche  Dreiecke  den  übrigen 
drei  Pyramiden  als  Grundflächen  dienen  und  wie  deren  Lage  ist,  wollen 
wir  zuvor  die  folgenden  Linien  und  Winkel  anmerken:  In  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  mit  den  Katheten  a  und  b,  in  dem  b  der  Winkel 
)p  gegenüberliegt,  nennen  wir  die  Hypotenuse  c.  In  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  mit  den  Katheten  h  und  v,  nennen  wir,  wie  schon  vorhin,  die 
Hypotenuse  r  und  <p  den  Winkel  gegenüber  c  (s.  Gl.  ((!3)),  y  den 
Winkel  gegenüber  h.  Die  von  dem  rechten  Winkel  zwischen  a  und  k 
aus  gezogene  Parallele  zu  b  bildet  mit  c  einen  Winkel: 

(77)  A-^^F{c-\-d).  [603 
Die  Linie  d  entsteht  durch  Verlängerung  von  c  über  die  Spitze  der 
Pyramide  P  hinaus   und  wird  dadurch  bestimmt,  dass  die  von  ihrem 
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Endpunkte  aus  gezogene  Parallele  zu  &  auf  d  und  folglich  auf  der 
Ebene  des  Dreiecks  aus  h,  c,  r  senkreelifc  steht.  Wir  fällen  jetzt  von 
diesem  Ende  von  ä  aus  das  Loth  g  auf  die  Verlängerung  von  r  über 
die  Spitze  der  Pyramide  P  und  nennen  l  den  Abschnitt  auf  der  Ver- 
längerung von  r.  So  entstehen  rechtwinklige  Dreiecke:  eines  mit  den 
Katheten  h  und  c  +  rf,  das  die  Grundfläche  der  Pyramide  P"  ist  und 
in  dem  X  der  Winkel  gegenüber  h  sein  möge,  eins  mit  den  Katheten 
g  und  r -\- l,  die  Grundfläche  der  Pyramide  F^,  endlich  die  Grund- 
fläche der  Pyramide  P^  mit  den  Katheten  g  und  l,  wo  (i  der  Winkel 
gegenüber  l  sein  möge. 

Die  Abhängigkeit  zwischen  den  Winkeln  und  den  Seiten  in 
diesen  Dreiecken  wird  ausser  durch  die  Gleichungen  (64)  und  (65) 
auch  noch  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt,  bei  denen  ähnlich 
wie  früher  die  Bezeichnung: 

C^F(c),    D^F(d),     G  =  F(ß),    L^F(l) 

angewendet  wird,  nämlich  durch: 

icos  C .  cos  %!  =  cos  A,     cos  D  .  cos  (t  ^=  cos  t>  [60! 

sin  C  =  sin  .4  .  sin  B 
tang  jt  =  eos  i  .  taug  G,     tang  A  =  cos  S".  tang  {A  —  i/i) 
ain  li  =  sm  H .  sin  C,     tang  y  ^^  cos  H .  tang  C 
sin  D  =  tang  y  .  tang  ;t. 

Aus  den  beiden  letzten  finden  wir:  [53 

sin  D  =^  tang  ft  .  cos  H .  tang  C. 
Bemerken  wir  ferner,  dass  (77)  ergiebt: 


und,  indem  wir  darin  cos  C  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (78)  ein- 
setzen: 

.     Ti        sin  C  cos  T/i  „        sin  i/i 

sm  D  =^ ^-T — ;  cos  xJ  ==   .  --^  ■ 

Demnach  ist: 


und   durch  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  für  taug  (o   in  den    [605 
Gleichungen  (64)  sehliessen  wir: 


dby  Google 


.   Pyramide  als  Summo  f 


t  Pyramiden  mit.  parallelen  Kanten. 


Die  Gleichung  (68)  und  die  zweite  von  (78)  ergeben; 
sin  «  =  cos  G , 
folglich: 

Indem   wir  diese  Werthe   iu  die   Gleichungen  (78)   einsetzen,   er- 
halten wir: 

icos  C  .  cos  ij)  =  cos  A,     sin  C  =  sin  j4  .  sin  B 
cos  L  =^  cot  ü  .  lang  et,     tang  ^  =  cos  .ff.  tang  {Ä  —  ^) 
sin  B  ^  sin  H .  sin  Ä  .  sin  S; 
wenn  wir  hierzu: 

Ä'  =  r  +  J 
fugen,  so  finden  wir  durch  Heranziehung  tler  Gleichung  (75):  [53 

hält  [606 


(80) 


^h^T-, 


P'  =  sin  2  w 
P"=sin2A  Ai- 


-2"  _  2  ei 


F,  =  sin  (2w  -  21)  ('-,-,. -,',.---''- 

,/   e^''   +  e-^'^  + -icos {2(0  — 21) 

P„  =  Sin  2 13  /  -^r — —in , 

wo  alle  Integrale  von  Null  anfangen.     Oder,  indem  wir  den  Äusdruclv 
(7S)  für  derartige  Pyramiden  anwenden: 


4P-  =  /'rf^log""!^  +  '"' 


(81) 


4f.=|',i»log£}°  +  °-g 


4P,  _/  <J«1. 


!>(»-.) 


In  diesen  Werthen  (80)  und  (81)  der  Pyramiden  kann  man  [60? 
h  und  (o  durch  b  und  ^  ersetzen  und  umgelteiirt,  während  man  Ä  und  « 
ungeändert  lässfc,   und   kann  so   den  Werth  (76)  der  Pyramide  P  zu- 
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f§  47.] 
Wir  betrachten  noch  eine  Pyramide,  die  zur  Grundflüche  ein  Vier- 
eck hat  aus  den  der  Reihe  nach  auf  einander  senkrechten  Linien 
h,  a,  a',  h'  und  deren  eine  Kante  auf  der  Grundfläche  im  Schnittpunkte 
von  a  und  a  senkrecht  steht,  während  die  andern  zu  dieser  parallel 
sind.     Wenn  wir  fortwährend  die  Bezeichnungen: 

A^F{a),    H^FQi),    A'=Fia'),    W  ^  F{K) 
anwenden,  so  finden  wir  die  Grosse  dieser  Pyramide  (51): 
fMA , 


■if^- 


wo  das  Integral  mit  «  =  0  beginnt,  und  wo  wir,  nach  (21): 

sin  A  .  coa  H^  cos  A' 
setzen  und  dann  .1  und  H  als  veränderlich  betrachten  müssen.  [54 
Wenn  wir  diese  Pyramide  in  zwei  dreiseitige  zerlegen  und  zwar  ver- 
mittelst einer  Ebene  durch  die  zur  Grundfläche  senkrechte  Kante  und 
durch  die  gegenüberliegende  Kante  im  Treffpunkte  von  h  und  h',  wenn 
wir  fernei  den  Winkel,  der  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  aus  [608 
a  und  /;  der  Seite  /*  gegenüberliegt,  w  nennen  und  die  Grosse  der 
vierseitigen  Pyramide  mit  der  Summe  der  beiden  dreiseitigen  (75) 
vergleichen,  so  erhalten  wir; 

J  7"'+  e-^~''-\  ooa  2»    y  /'■  +  .-"^'' +  2  cos  2.a  " 

1  /' ,  .  1        sin  ^  +  cos  A 

Hier  setzt  sieh  das  letzte  Integral  aus  den  beiden: 
2  /  dx  log  tang  x  —  2fdy  log  tang  p 

n     ,    A~Ä      ,.  n—A' 

von    X  ^  -T-  -\ — —5 —     bis     X  =  — „— 

und 

A4-  A         ™      .  .  A- 

von    j/  =  — ^- -^     bis     **  =  Y 

zusammen,  aber  wegen  der  Beschaffenheit  dieser  Integrale  kann  man 
noch  ein  ebensolches  zwischen  den  Grunzen:  \(^  —  J.')  und  ^A'  hin- 
zufügen, so  daas  sich  nunmehr  alle  drei  zu  einem  einzigen  zwischen 
den  Gränzen; 


und 


A  +_A 
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(82) 


§  47.    Eine  gewisse  yierseitii 
vereinigen.     Daher  ist; 

von  A  =  0  und  h'  =  0  an  und  von: 

g  =  log  cot  (~  +  — ^— -) 
bis: 

z  =  log  cot  (^-^  —  ~)  ■ 

Die  Beziehungen  zwischen  /*,  /(',  A,  A'  werden  durch  die  Gleichungen: 

tang  (o  =  cos  H .  tang  A,    cot  ro  =  cos  .ff' .  tang  A' 
bestimmt  nnd  ausserdem  durch  die  Gleichung  (s.  (22)): 

tang  ^  =  sin  S".  taug  vi, 
folglich  ist:  [55 

tang  7/'  =  tang  a  .  tang  H 
und  daraus: 
(83)  cos  A'  =  cos  A  .  taug  a», 

e'-'  =  ^  cot  w  («y'  —  <-'')  -j-y\~^6l^"a(?'~  c-*)M^'T,  [ß'O 

und   die   äuasersten  Werthe    für  ä   werden    /;' — /*   und   Ji'-\-h.     Für 
7(  =  oo  finden  wir  ;*('==  oo,  v4  =  to,  j4'^  -^^jt  —  oj.     Demnach  ist; 


+  >=' 


(84)  T-J^ip'^^'-.- ^  ...^-    /'_- 

WO   das  Integral  in  Bezng  auf  s  von  s  =  log  cot  -^m   bis  .s  =  oo  ge- 
nommen wird. 

Wenn  wir   in   die   Gleichung  (82)  anstatt   h  und  ]/'  die  Grössen 
A  und  A'  einführen,  so  erhalten  wir  (s.  (73)): 

oder,  indem  wir  X'  =  -^ A^  setzen: 

(86)  JdÄ .  log  jSJ^i^  +  J<JA  ■  log  i^i;-t^§  -  2/7:^, 

wo  die  Integrale  von  ^  bis  A=  !^7t,  von  ^^  =  0  bis  (s.  (83))  [Gll 

sin  ^,  =  cos  A  .  tang  ra 


dby  Google 


62  üeber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie.    K.  B.  1830,  Hr.  7,  8, 

und 

von     s  =  log  cot  ( — 2~^/     ^^^     ^  ^  '°^  ^'^^  \ — 2 — J 
genommen  werden.     Zu  bemerken  ist,  dass  in  der  Gleicliung  (85)  die 
Zahlen,    von    denen    die  Logarithmen   genommen   werden,    immer   als 
positiv  betrachtet  werden. 

Für  A  =  A^  wird  die  Cileichung  (85); 


I' 


"■'».£^4^^ 


das  letzte  Integral  beginnt  bei:  i;  =^  log  cot  co. 

[§  48.] 
Um  noch  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen,  wie  viel  die  Theorie  [&g 
der  bestimmten  Integrale  von  der  Einführung  der  neuen  Anfangs- 
gründe der  Geometrie  erwarten  kann,  werden  wir  uns  damit  beschilf- 
tigen, auf  verschiedene  Weise  den  Rauminhalt  gerader  Pyramiden  und 
Kegel  zu  berechnen. 

Die  Grundfläche  des  geraden  Kegels  sei  ein  Kreis  mit  dem  [612 
Halbmesser  r,  und  der  Mittelpunkt  möge  als  Ursprung  für  die  Koordi- 
naten X,  y  der  Punkte  auf  dem  Umfange  dienen.     Wir  setzen: 
B-i'M,     X-F{x),     Y-Fiy). 
Ist  die  Seite  zur  Äxe  parallel,  so  wird  der  Rauminhalt  des  Kegels, 
wie  wir  gesehen  haben  (53),  gleich 

—  ar  log  sin  II 
und  kann  noch  anders  (51)  dargestellt  werden: 


2fy 


dX. 


Indem  wir  hierin   die  M'erthe   von  X  und   von   Y  aus   der  Glei- 
chung des  Kreises: 

sin  X  .  sin  F  =  sin  R 

einsetzen  und  die  beiden  Werthe   für  den  Rauminhalt  des  Kegels  ver- 
gleichen, finden  wir: 


(  .^    ,       ainX  +  )/ain^X  — sin»Ä  ,         .     „ 

/  äX .  log  --  -  --------  T.  -"-    =  —  ST  log  sm  B 
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§  47 — 49.    Vergleichung  Terschiedener  Ausdrücke  für  Rauminhalte. 


/' dY.  cot  Y.  log  cot  jY  _ 


Durch  theilweise  Integration  verwimdeln  wir  das  erste  Integral  in: 

/   ,^ "™~:-  =  ^-  log  (1  +  cos  R) . 

Dasselbe   hat  auch   Legeudre   für  diese   beiden  letzten  Integrale   ge- 
funden (Suppl.  aux  Exerciees  de  caicul  integral,  T,  I,). 

[§  49.] 
Ist  die  Höhe  des  Kegels  nicht  unendlich,  so  betrachten  wir  eine 
Pyramide,  die  dieselbe  Höhe  /*  besitzt  wie  der  Kegel  und  die  das 
Dreieck  aus  x  und  y  zur  Grundfläche  bat;  bei  dieser  bezeichnen  wir 
mit  c  und  q  die  Linien  von  der  Spitze  bis  zu  dem  Eude  von  y  auf 
dem  Kreisutnfange  und  bis  zu  dem  andern  Ende  von  y  auf  der  a:-Axe, 
mit  0)  den  Winkel  zwischen  g  und  h,  mit  q)  den  zwischen  c  und  h  und 
mit  8  den  zwischen  c  und  q.  Femer  verstehen  wir  unter  C,  Q,  H  [57 
die  Winkel:  -F(c),  F{q),  FQi).  Diese  Pyramide  ist  durch  die  Gleichung 
(61)  gegeben,  die  im  gegenwärtigen  Falle  wird: 

d^F  =  —  da  .  d6  .  de  .  cos  6  .  (e'  —  c~'y. 
Indem  wir  in  Bezug  auf  c  von  c  =  0  an  integriren,  erhalten  wir:   [614 

icl'F  =  d(o  .de.cosO.  ({l~^l!  —  log  J~-|^Jt)  ■ 
Hierin  setzen  wir: 

cos  0  .  cos  C  =  cos  <i) 
i\uA  integriren  in  Bezug  auf  6  von  ö  =  0  an: 

4dP  =  dm  [2^^  —  2amO.  log  cot  ^  o)  ; 
indem  wir  endlich  setzen: 

sin  Ö  =  sin  //  .  sin  X,   taug  ca  =  tang  i?" .  cos  X 
taug  Ö  =  cos  Y .  tang  Q, 
erhalten  wir: 


'X.dX 


f;(l  — sin'if.sJn'X)' 
für  h=  00,  also  für  H=^0,  finden  wir  von  Neuem  den  Ausdruck  (51) 
für  das  Element  bei  einer  Pyramide  mit  parallelen  Kanten. 

Die  Integration  der  Gleichung  (87)  in  Bezug  auf  X  ergiebt   [010 
einen  Kegel,  bei  dem   die  Höhe  auf  dem  Ursprünge  der  Keordinaten 
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X,  y  steht  und  bei  dem  die  Grundfläche  durch  die  Linie  begränzt  wird, 
die  durch  die  Gleichung  zwischen  X.  und  Y  bestimmt  ist.  Wenn  die 
Grundfläche  zum  Beispiel  ein  Kreis  ist,  so  sind  c  und  r  konstant  und: 
sin  X .  sin  Y  =  sin  jR . 
Erstrecken  wir  in  diesem  Palle  das  Integral  über  die  ganze  Grund- 
fläche des  'Kegels  und  vergleichen  wir  es  mit  dem  Werthe,  der  früher 
gefunden  worden  ist  (55),  indem  wir  noch  beachten,  dass  hier: 

rcosr.dX=-|(l  -sin  Ji) 

ist,  so  schliessen  wir  nach  allen  Vereinfachungen:  [58 

fsm  /'    rfY.sinr.coar.logcot^r     _  11  lüg  (cot  IQ.  taug  !,H) 

^      ^  J(;in»r-sin»C))/^T:=-"si-n'Ä~      ■■    2sinü.ccs7/-        ' 

WO  sin  C  =  sin  S" .  ain  B  ist.  Aus  diesem  Integrale  folgen  alle  die, 
zu  denen  Herr  Legendre  mit  Hülfe  elliptischer  Funktionen  gelangt 
(Exercices  de  calcul  integral,  suppl.  ä  la  1=  partie,  par  Legendre).  {610 
Ist  die  Grundfläche  der  Pyramide  das  Viereck,  das  entsteht,  wenn 
von  dem  Endpunkte  von  y  aus  auf  die  y-Ase  das  Loth  gefällt  wird, 
das  auf  dieser  bis  zum  Ursprünge  der  Koordinaten  hin  die  Linie  « 
abschneidet,  so  muss  man,  wenn  A  =  I'(a)  angenommen  wird,  setzen 
(s.  Gl.  (21)): 

sin  X  .  cos  I^=  cos  A 

und  dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  (87)  in: 


2P  =  cosff.c 


(89) 


V'i^ 


nr.coar.logcotU" 


|-  cos  II.  sin  H.  cos  A  f 


Ä^-logcotJ^ 


.'^)yiL 


Das  letzte  Integra!  geht  von: 

sin  C  =  sin  A  .  sin  H    bis:     sin  C  =  sin  ff .  cos  ^  .  tang  Y, 
Die  Pyramide  P  entsteht  in  diesem  Falle  durch  Vereinigung  zweier 
gerader  dreiseitiger  Pyramiden,  von  denen  jede,  wie  wir  gesehen  [617 
haben,  ihrer  Grösse  nach  durch   eine  Summe  von  Integralen   der  fol- 
genden Form  (s.  (76)  und  (80)): 

/' hdk     ___ 

dargestellt  werden  kann,  wo  a  ein  konstanter  Winkel  ist. 
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SchlUÖS.*)  l633 

Nachdem  wir  die  Gleicliungen  (17)  gefunden  hatten,  die  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  den  Winkeln  und  den  Seiten  eines  Dreiecks  [634 
darstellen,  haben  wir  schliesslich  allgemeine  Ausdrücke  für  die  Ele- 
mente der  Linien,  der  Flüchen  und  der  Körperräume  gegeben,  nnd 
nunmehr  wird  in  der  Geometrie  alles  Uebrige  Analysia  sein,  wo  die 
Rechnungen  nothwendig  unter  einander  übereinstimmen  müssen  und 
wo  nichts  im  Stande  ist,  uns  etwas  Neues  zu  enthüllen,  was  nicht  in 
diesen  ersten  Gleichungen  enthalten  wäre,  aus  denen  alle  Beziehungen 
der  geometrischen  Grössen  unter  einander  entnommen  werden  müssen. 
Will  man  daher  jetzt  durchaus  annehmen,  dass  in  der  Folge  irgend 
ein  Widerspruch  zur  Verwerfung  der  Anfangsgründe  nöthigen  werde, 
die  wir  in  dieser  neuen  Geometrie  angenommen  haben,  so  kann  dieser 
Widerspruch  nur  in  den  Gleichungen  (17)  selbst  stecken.  Bemerken 
wir  jedoch,  dass  sich  diese  Gleichungen  in  die  Gleichungen  (16)  der 
sphärischen  Trigonometrie  verwandeln,  sobald  wir  an  die  Stelle  der 
Seiten:  a,  b,  c  setzen:  «]/ —  1,  i"[/—  1,  c]/—  1;  aber  in  der  gewöhn- 
lichen Geometrie  und  in  der  sphärischen  Trigonometrie  treten  immer 
nur  die  Verhältnisse  von  Linien  auf,  folglich  werden  die  gewöhnliche 
Geometrie,  die  [sphärische]  Trigonometrie  und  diese  neue  Geometrie  [635 
immer  mit  einander  in  Ue  berein  Stimmung  sein. 

Wenn  sich  nun  die  Analysis  und  die  neue  Geometrie  —  wir 
werden  diese  imaginä,r  nennen  zum  Unterschiede  von  der  gewöhn- 
lichen —  bereits  mit  einander  in  U  eher  eins  timmung  befinden,  so  kann 
man  von  jeder  von  beiden  Unterstützung  für  die  andre  erwarten. 
Diese  Erwartung  erscheint  nicht  unbegründet,  denn,  während  unsre 
Absicht  eigentlich  nur  war,  ein  bestimmtes  Ziel  zu  erreichen  —  die 
Angabe  allgemeiner  Regeln  zur  Messung  aller  geometrischen  Grossen 
—  und  während  wir  geradeswegs  auf  dieses  Ziel  losgingen  und  uns 
nur  im  Vorbeigehen  einige  Anwendungen  gestatteten,  sind  wir  doch  im 
Stande  gewesen,  die  Werthe  von  bestimmten  Integralen  zu  entdecken, 
zu  deren  Keuntniss  die  Analysis  allein,  ohne  die  Hülfe  der  Geometrie, 
nur  schwer  einen  Weg  hätte  bahnen  können. 

Es   bliebe  noch  zu   untersuchen,   welche  Art    von  Veränderung 

*)  [Das  Original  enthalt  vor  diesem  Schlnsse  noch  einen  Abschnitt  mit  clor 
UeberEchrift:  „Verglcichung  von  Integralen  und  neu  gefundene  bestimmte  Inte- 
grale." Dieser  Absohnitt  steht  in  dem  Kasaner  Boten  von  lö:iO,  Nr.  7,  8  auf 
S.  (!17 — C.13  und  in  der  „Vollständigen  Sammlung  der  geometrischen  Abhandlungen" 
Bd.  I,  Kasan  1883,  auf  S.  ÖO^OC,  er  hat  aber  in  der  Hauptsache  nur  analytisches 
Interesse  und  ist  daher  in  der  gegenwärtigen  l'cbersetKung  weggeliissen.] 

Lobatachufakij,  BOomotr.  AbhnoJlmigon,  5        [aU.  X.  1897.] 
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durch  Eilifülirung  der  imaginären  Geometrie  in  die  Mechanik  ent- 
stehen wird,  und  ob  nicht  hier  bereits  anerkannte  und  unzweifelhafte 
Torstellungen  über  die  Natur  der  Diuge  vorhanden  sind,  die  uns 
uöthigen,  die  Abhängigkeit  der  Linien  und  Winkel  zu  begränzen  {636 
oder  überhaupt  nicht  zuzulassen.  Man  kann  jedoch  voraussehen,  dass 
die  Veränderungen  in  der  Mechanik  hei  den  neuen  Anfangsgründen 
der  Geometrie  von  derselben  Art  sein  werden,  wie  die,  die  Laplace 
angegeben  hat  (Meeanique  Celeste  T.  I.  Liv.  I.  Chap.  II),  indem  er 
jede  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  von  der  Kraft  als  möglich 
annahm  oder  —  wir  wollen  es  genauer  ausdrücken  —  indem  er  an- 
nahm, dass  die  Kräfte,  die  immer  durch  die  Geschwindigkeit  gemessen 
werden,  bei  ihrer  Zusammensetzung  einem  anderen  Gesetze  unter- 
worfen sind  als  der  sonst  für  sie  angenommenen  Addition. 
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Xeue  Anfangsgründe  der  Geometrie        [^f 
mit  einer  vollständigen  Theorie  der  Parallellinien. 

Einleitung. 

JedermaDii  weiss,  dass  in  der  Geometrie  die  Theorie  der  Parallel- 
liiiien  bis  auf  den  heutigen  Tag  unvollkommen  geblieben  ist.  Die 
Vergeblicbkeit  der  Anstrengungen,  die  seit  Euklids  Zeiten  während 
des  Verlaufs  zweier  Jahrtausende  gemacht  worden  sind,  erweckte  in 
mir  den  Verdacht,  in  den  Begriffen  selbst  möchte  noch  nicht  die 
Wahrheit  liegen,  die  man  hat  beweisen  wollen  und  zu  deren  Be- 
stätigung, wie  bei  anderu  Naturgesetzen,  nur  Versuche  dienen  [i 
können,  so  zum  Beispiel  astronomische  Beobachtungen.  Als  ich  mich 
schliesslich  von  der  Richtigkeit  meiner  Vermuthung  überzeugt  hatte 
und  der  Meinung  war,  die  schwierige  Frage  vollstiindig  erledigt  zu 
haben,  sehrieb  ich  im  Jahre  182(1  darüber  eine  Äbiiandlung. *)  Eine 
Anwendung  der  neuen  Theorie  auf  die  Änaljsis  befindet  sich  auch  in 
Aufsätzen,  die  unter  dem  Titel:  „Ueber  die  Anfangsgründe  der 
Geometrie"  im  Kasaner  Boten  für  1829   und  1830  erschienen  sind. 

Das  HaujitergebnisB,  zu  dem  ich  unter  der  Annahme  gelangt  bin, 
dass  die  Linien  von  den  Winkeln  abhiingig  seien,  ist  die  Möglichkeit 
des  Vorhandenseins  einer  Geometrie  in  einem  weiteren  Sinne,  als  sie 
uns  zuerst  Euklid  dargestellt  hat.  In  dieser  erweiterten  Gestalt  gab 
ich  der  Wissenschaft  den  Namen:  Imaginäre  Geometrie,  unter 
die  sich  als  ein  besonderer  Fall  die  Gewöhnliche  Geometrie  unter- 
ordnet mit  der  Beschränkung  in  der  allgemeinen  Voraussetzung,  wie 
sie  die  praktischen  Messungen  fordern. 

Dass  die  neuen  Grundlagen  ausreichend  sind,  das  zu  zeigen  habe 
ich  in  einer  Abhandlung  unternommen,  die  unlängst  in  den  „Gelehrten 

*)  Exposition  succinctt  des  pnncipea  de  la  GiiomtStrie ,  avee  iine  detnonstra- 
tion  rigoiiieu''e  du  tliioreme  Ips  paralkles  gelesen  am  la.  Febniar  1826  in  der 
Sitzung  dei  ihysilto  matheiiati'chen  Abtli  1  lug  bei  der  Universitiit  Kasan,  aber 
niigpnds  gp  hl  ckt 
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Schriften  dei  Universität  Kasdn  gedruckt  worden  ist '')  In  dem  [5 
Bestreben  dieses  Ziel  nicht  sjwohl  auf  diiektem  als  vielmehr  luf  \  -0 
dem  kürzesten  umgekehrten  Wege  zu  erieiLhen,  zog  ith  daniah  voi 
von  gewlasen  angenommeneu  Giundbgen  au=!  zu  den  Gleiehiuigen  für 
alle  Beziehungen  und  lu  den  Ausdrücken  t  ir  ille  geometrischen  (jius&en 
überzU|^then  holite  iu(,h  meine  Entdecku  g  keinen  andern  Nutzen 
gebracht  haben  ils  die  Ausfillung  dei  Lücke  in  den  Antmgsgr  nden 
so  verpflichtet  mich  doch  weni^stena  die  Äufmeiksaml  eit,  die  dieser 
Gegenstand  fortwährend  erweckt  hat  nunmehr  zu  einer  eingehenden 
Auseinandersetzung  Ich  weide  mit  einer  Bespieehun^  der  fiuheren 
Theorien  beginnen 

Eo  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  zwei  Gerade  die  gegen  eine  di  tte 
unter  derasell  en  ^^inkel  geneigt  sind,  niemals  zusammentieffen  d\  sie 
unter  diesen  Uuistaulen  auf  einer  gewissen  Geraden  senkrecht  stehen 
Euklid  mhm  umgekehrt  ai  ,  dass  zwei  Linien  die  gegen  eine  diitte 
nicht  gleich  geneigt  sind,  stets  einander  schneiden  müssen.  Um  sich 
von  der  Richtigkeit  der  letzteren  Annahme  zu  überzeugen,  hat  man 
zu  verschiedenen  Hülfsmittelu  gegriffen:  bald  bemühte  man  sieh,  zuvor 
die  Winkelsumme  im  Dreiecke  zu  ermitteln,  bald  verglich  man  un- 
endliche Flächenräume  in  den  Oeffnungen  von  Winkeln  und  zwischen 
Lothen,  bald  hess  man  zu,  dass  die  Winkel  nur  vom  Verhältnisse  der 
Seiten  abhängig  seien,  oder  man  legte  endlich  der  geraden  Linie  neue 
Eigenschaften  bei,  um  ihre  Definition  zu  vervollständigen.  Von  [ß 
allen  diesen  Beweisen  kann  man  einige  als  scharfsinnig  bezeichnen, 
aber  sie  alle,  ohne  Ausnahme,  sind  falsch,  mangelhaft  in  ihren  Grund- 
lagen und  ohne  die  nöthige  Strenge  der  Schlüsse;  es  giebt  sogar  unter 
ihnen  keinen  einzigen,  der  zugleich  einlach  und  überzeugend  wäre  und 
daher  Anfängern  empfohlen  werden  könnte. 

Legendre  Hess  im  Jahre  1800  seine  Geometrie  in  dritter  Aus- 
gabe drucken  und  stellte  darin  den  Satz  auf,  dass  die  Winkelsumme 
des  Dreiecks  nicht  grösser  sein  kann  als  jt,  als  zwei  Rechte.  Eben- 
daselbst wollte  er  zeigen,  dass  diese  Summe  nicht  <;e  sein  darf,  wobei 
er  jedoch  ausser  Acht  gelassen  hatte,  dass  gerade  dann,  wenn  der  auf 
anderm  Wege  abgeleitete  Werth  der  Summe  irgend  einen  Widerspruch 
darbietet,  die  Linien  möglicherweise  gar  kein  Dreieck  mehr  bilden. 
Ich  halte  es  nicht  för  nÖthig,  mich  hier  über  diesen  Fehler  zn  ver- 
breiten, den  Legendre  später  selbst  zugestanden  hat,  indem  er  er- 
klärte, obwohl  die  als  Grundlage  benutzten  Prineipien  keinem  Bedenken 


*)  Im  1.  Hefte  der  Gelehrten  Schriften  von  1835,  unter  dem  Titel;  „Iinag-i- 
näre  Geometrie," 
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unterlagen,  fände  er  (loch  Schwierigkeiten,  die  zu  überwinden  er  nicht 
im  Stande  wäre.*)  In  den  Schriften  der  französischen  Akademie  von 
1833  fügte  er  noch  den  Satz  hinzu,  dass  die  Wjnkelaumme  in  allen 
Dreiecken  gleich  ir  sein  muss,  sobald  sie  in  einem  einzigen  diesen  [7 
Werth  hat.  Dasselbe  musste  ich  auch  in  meiner  Theorie  beweisen, 
die  ich  1826  schrieb.  Ich  finde  sogar,  dass  Legendre  mehrmals  auf 
den  Weg  verfallen  ist,  den  ich  mit  solchem  Erfolge  gewählt  habe;  [a2i 
vermutlich  hat  aber  das  Vorurteil  zu  Gunsten  des  von  Allen  ange- 
nommenen Satzes  ihn  hei  jedem  Schritte  veranlasst,  sich  mit  der 
Schlussfolgerung  zu  beeilen  oder  diese  durch  Dinge  zu  ergänzen,  die 
bei  der  neuen  Annahme  gar  nicht  mehr  zulässig  sind.  Wh  werden 
Alles  prüfen,  was  er  in  den  Schriften  der  französischen  Akademie  von 
1833  über  diesen  Gegenstand  hat  drucken  lassen. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  1)   ziehen  wir  von  -1  aus  durch  die 
Mitte  I  der  Seite  BC   die  Linie   ÄC ^  AB;    wir    verlängern  ferner 
AB  bis  AB'  ^=2 AI  wird.     So   entsteht  ein  Dreieck  AB'C,  in  dem 
B'C'^^=AC  und  die  Winkelsumme  S  die- 
selbe ist,  wie  in  dem  ersten  Dreiecke  ABC, 
aus  dem  der  Winkel  GAB  in  das  Dreieck 
AB'C  übergeht,  indem  er  in  die  beiden 
an   den  Punkten  A   und  B'  zerfallt.     Ist  " 

überdies  AB  die  grösste  Seite  des  Dreiecks 

ABC  oder  doch  nicht  kleiner  als  die  beiden  andern  und  ist  zugleich 
BC^AV,  so  isi  AC'>^C'B'  und  der  im  Dreiecke  .47?' 6"  der  Seite  [8 
B' C  gegenüberliegende  Winkel  ist  höchstens  halb  so  gross  wie  der 
Winkel  CAB.  Indem  wir  so  fortfahren,  können  wir  zu  einem  Drei- 
ecke gelangen,  in  dem  zwei  der  Winkel  beliebig  klein  sind,  während 
die  Summe  von  allen  dreien  denselben  Werth  S  hat  wie  in  dem 
ersten  Dreiecke  ABC. 

Legendre  wollte  hieraus  schliessen,  dass  sich  bei  der  Verklei- 
nerung der  beiden  Winkel  die  gegenüberliegenden  Seiten  der  dritten 
so  nähern  müssen,  dass  der  übrige  Winkel  schliesslich  in  zwei  Rechte 
übergeht,  und  dass  somit  in  dem  ursprünglichen  und  folglich  in 
jedem  Dreiecke  S  =^  n  sei  (Reflesions  siir  la  theorie  des  paralleles. 
Memoires  de  l'Acad.  d.  Sc.  Tome  Xll.  1833,  p.  390),  Diese  Ueber- 
legung  ist  jedoch  unrichtig,   weil  die  Seiten   des  Dreiecks  hier  unbe- 


*)  Hier  sind  die  eignen  ^\ oit  Legenilres;  „Nous  devons  avouer  que  cette 
seconde  ptopcition  quoiqnc  le  prinups  de  la  dömonstration  füt  bien  connu,  nous 
a  präsent  des  difiitult  s  que  njun  n  avons  pu  entierement  resoudre."  (Memoires 
de  l'Acad    d    Sc   de  linst   di  Fiante    Tome  XII,  1833,  p,  371, 
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grunzt  wachsen   und  wir  daher  auch  die  Gränze,  der  sich  der  Winkel 
ACJ3'<iS  nähert,  <  sr  annehmen  können. 

Wir  nennen  Ä,  B,  C  <lie  Winkel  des  Dreiecks  ABC  an  den 
Punkten  mit  denselben  Buchstaben,  wir  nennen  ferner  Ä',  B',  C  die 
Winkel  des  Dreiecks  AB'C  an  den  Punkten  A,  B',  C'i  eudlicli  sei  /( 
das  von  C  aus  auf  die  Seite  AB'  gefällte  Loth.  Mit  Hülfe  der 
„Imaginären  Geometrie"  finden  wir  bei  der  Annahme  S<3t  und  indem 
wir  unter  e  die  Grundzahl  der  Nepersehen  Logarithmen  verstehen: 

cot  A'  =  cot  A  -\ — ^— T — -. — ß 

cot  B'  =  cot  J.  +  ^— j — ^-p 

^_e-'^  =  ^^^-]/cos4-S.cos(^S~iy:cos(|S— _B').cos(iS— C'). 

Aus   den   beiden    ersten   Gleichungen  ist  ersichtlich,    dass   A'  und  B' 
immer  möglich  sind   und   bei  der  Verwandlung  der  Dreiecke  bis   auf 
Null  abnehmen.    Die  letzte  Gleichung  liefert  jedesmal  die  Hohe  h  [222 
und  bestimmt  die  Gränze  der  Annäherung: 
h  =  log  cot  j  S, 
wo  der  NeperecLe  Logarithmus  zu  nehmen  ist. 

Obgleich  Legeiidre  seinen  Beweis  als  vollständig  streng  be- 
zeichnet, so  dachte  er  selbst  doch  wahrscheinlich  anders,  denn  er  fügt 
den  Vorbehalt  hinzu,  dass  eine  Schwierigkeit,  die  man  etwa  noch  finden 
werde,  immer  beseitigt  werden  könne.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt  er 
seine  Zuflucht  zu  Rechnungen,  denen  übrigens  die  ersten  bekannten 
Gleichungen  der  geradlinigen  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  die  zuvor 
erst  noch  zu  prüfen  sich  gehört  hätte  und  die  gerade  in  diesem  Falle 
zu  gar  nichts  nützen  und  zu  gar  keinem  Schlüsse  fuhren. 

In  der  Absicht,  Alles  zur  Bestätigung  seines  Satzes  zu  sagen, 
bemerkt  Legendre,  dass  kongruente  Dreiecke,  die  Überall  mit  ver- 
schiedenen Winkeln  zu  je  dreien  in  einem  Punkte  zusammengelegt 
werden,  einen  Streifen  bilden,  den  man  bis  ins  Unendliche  fort-  [10 
setzen  kann  und  den  dann  zwei  gebrochene  Linien  begränzen,  die  für 
S  <  Jt  einander  ihre  Höhlungen  zukehren,  für  S'>%  dagegen  ihre 
Wölbungen.  Indessen  zwinge  die  erwiesene  Unmöglichkeit  des  letzteren 
Falles  auch  zur  Ablehnung  des  ersten,  wo  die  Linien,  die  einander 
wie  zwei  Kreisbogen  zugewendet  sind,  nothwendig  zum  Schnitte  kommen 
miissten.  Es  seheint  nicht  nötbig,  einen  solchen  Schluss,  bei  dem  auch 
kein  Schatten  eines  strengen  Beweises  vorhanden  ist,  eingehend  zu 
erörtern    und   zu    würdigen.      Ueberdies    bemerken    wir,    dass    Linien, 
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die  einander  ihre  Höhlung  zukehren,  nur  nach  dem  in  der  gewöhn- 
lichen Geometrie  angenommenen  Begriffe  einander  näher  kommen, 
während  hei  der  Annahme  5'<w  nichts  hindert,  ihre  Fortsetzung 
unter  Erhaltung  der  Abstandsgleichlieit  zuzulassen. 

Bertrand  und  nach  seinem  Vorgange  Legendre  wollten  luiend- 
liehe  Flächenräume  in  Winkeln  und  zwischen  Lothen  vergleichen. 
Beweisen  dieser  Art  sollte  eine  Erklärung  des  Grössenbegriffs  vorher- 
gehen, den  man  in  der  Geometrie  nur  in  Verbindung  mit  der  Messung 
verstehen  kann,  wenn  man  noch  ausserdem  vorher  verabredet  hat, 
durch  welche  Merkmale  sich  das  Grössere  vom  Kleineren  unterscheidet. 
Zum  Beispiel  wird  ein  Flächenraum,  der  von  einer  krummen  Linie 
begriinzt  ist,  für  grösser  erachtet  als  ein  Vieleck,  das  ganz  im  Innern 
enthalten  ist,  dagegen  für  kleiner,  wenn  umgekehrt  der  Flächenrauoi 
ganz  in  dem  Vielecke  eingeschlossen  ist,  selbst  wenn  noch  kein  Mittel 
zur  Ausmessung  dieser  Flächen  bekannt  sein  sollte.  Handelt  es  sich 
aber  um  Flächenräume  von  unbegränzter  Ausdehnung,  so  muss  [il 
man  hier,  wie  ja  überall  in  der  Mathematik,  unter  dem  Verhältnisse 
zweier  unendlich  grosser  Zahlen  die  Gränze  verstehen,  in  die  dieses 
übergeht,  sobald  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  beständig  wachsen. 
Ausserdem  muss  man  hier  unter  einer  geometrischen  Grösse  wenigstens 
eine  solche  verstehen,  die  man  annähernd  bestimmen  kann,  indem  man 
sie  nach  den  Merkmalen  der  Ungleichheit  beurteilt.  In  dieser  Be- 
ziehung erfüllt  der  Bertrandsche  Beweis  und  ebenso  alle  andern  bei 
Weitem  nicht  die  Anforderungen,  weil  wir  bei  ihnen  kein  \  ei  [223 
fahren  zur  Ausmessung  von  Flächenräumen  sehen,  dessen  vollends  zu 
geschweige  11,  dass  die  Flächenräume  zuerst  hegiunzt  werden  und  dann 
mit  der  Erweiterung  ihrer  Gräuzen  ins  Unendliche   ■ 

Es   werde  verlajigt,    die   Fläche  X  (Fig  2)   in  dei   Oeffnung   > 
Winkels  DCE  mit   der  Fläche  Y  zu   vergleichen,   die   sich    \o\i   < 
Linie  AC='a  aus  zwischen  den  beiden  za  AC 
senkrechten  Geraden  ^B  und  CD  hinerstreekt.        7-'=—;-  — - 
Das  Verhältniss  der  beiden  Flächen  X  und  Y 
wird  verschieden  ausfallen,   auch  wenn  sie  ins 
Unendliche  anwachsen,  nämlich  je  nach  der  Art 
und  Weise  wie  wir  gedenken,  sie  im  Anfange 
zu  begränzen.    Wir  nehmen  zum  Beispiele  an,        <*        ^'    .  '^ 

dass  in  jedem  Dreiecke  die  Winkelsumme  S^^it 

ist.  Wir  machen  AB  =  CD  =  n  .  a,  wo  ?*  eine  ganze  Zahl  ist,  und 
ziehen  sodann  die  Gerade  DB,  dagegen  begränzen  wir  den  Flächen- 
raum in  der  Oeffnung  des  Winkels  DCE  durch  einen  Kreisbogen,  den 
wir  um  C  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  CD  =  na  besehreiben. 


I 
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jiden: 

Y==  na^,     X  ^  -7-  Ttn^a^, 


ein  Verbältiiiss,  das  beim  Anwachsen  tler  Flüeheumime  Y  und  X, 
für  n  =  oo,  Yerscb windet,  wie  auch  Bertrand  angenommen  hat. 
Wenn  wir  jedoch,  statt  AB^^na  anzunehmen,  Äli=:nCD  =  n^a 
machen,  so  finden  wir  diesmal  das  Verhiiltniss : 

r  __  4 

X  ~  ^' 

das  für  jedes  n  und  folglich  auch  für  »2==co,  wo  die  beiden  Pliichen- 
räume  unendlich  gross  werden,  konstant  ist.  Daher  fällt  das  Ver- 
hiiltniss Y:  X  jedesmal  verschieden  aus,  jenachdem  wir  die  Flächen- 
rUume  im  Anfang  begränzen  uud  jenachdem  sie  nachher  ins  Unend- 
liche wachsen. 

AVir  schneiden  jetzt  beide  Fllichenräume  X  und  Y  durch  einen 
Bogen  FDE  ab,  den  wir  um  C  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
CD  =  na  beschreiben.  Unter  der  Annahme,  dass  in  jedem  Dreiecke 
die  Winkelsumme  jS'>jt  oder  ^  Jt  ist,  sieht  man  ohne  Schwierigkeit 
ein,  dass  das  Verhiiltniss  Y:  X  für  » =  <x>  in  Null  übergeht.  {13 
Dies  bedeutet,  dass  in  beiden  Fällen  Y  von  der  ersten,  X  aber  von 
der  zweiten  Ordnung  unendlich  gross  wird,  wie  sichs  auch  Bertrand 
gedacht  hat.  Dagegen  finden  wir  bei  der  Annahme  S  <  ;r  das  Ver- 
haltniss*): 

WO  die  Zahl  e>l  nicht  von  n  abhängt,  und  folglich  für  k^oo:   [14 

*)  Wir  wollen  unter  e  die  Grundzahl  der  Heperschen  LogaritJimen  verstehen, 
indem  wir  die  als  Kinheit  benutzte  Linie  unbestimmt  lassen,   und  wollen  setzen: 

sin  r'  = "- ,         »in)/i  =  tangr'  ,  oot  x' 

timgr'=— ,     tanga;' ^  ._-- 

Wird  dann  in  dexa  Kreise  ein  Fläohenraum  abgeschnitten  «nd  zwar  durch  zwei 
auf  dem  Halbmesser  errichtete  Lothe,  von  denen  das  eine  vom  Mittelpunkte  auB- 
gebt,  das  andre  im  Abstände  x  vom  Mittelpunkte,  so  ist  dieser  Flächenraum  gleich: 

-.-   ;  arccot  (sin  r' .  cot  ip)  —  ip. 
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was  nicht  null  ist,  solange  a  >  0  ist,  und  was  nur  bei  ausserordent- 
licher Kleinheit  von  a  vernaehliisaigt  werden  kann. 

Andrerseits  überzeugt  man  sich  ohne  Mühe,  dass  man  das  Verhält- 
niss   Y:X  für  F=  oo  nicht  gleich  Null  erachten  darf,  wofern  man 
S<C%  zulässt.    Es  seien  AB  und  CT)  (Fig.  3)  senkrecht  zu  AC\  wir 
nehmen    AB  ^  (JI>    beliebig    an.     Bei 
der   Annahme    S  <in    sind    die  Winkel 
ABI)  und  CI)B  spitz;  die  Lothe  BB" 
und   DD"    auf  BD    wenden    sich    nach 
dem  Innern  der  Flüche  B'BDI/,  ohne 
mit    einander    zusammenzutreffen,     und      '  ^,  ~  ~  ß 

bilden  mit  BB'  und  DD'  die  Winkel:  '''*' '' 

B'BB"  und  D'DD",  deren  unendliche  Flilchenrilume  kleiner  sind  als 
der  ebenso  beschaffene  Flitehencaumif',4C'/J',. im  Widerspruche  mit  dem, 
was  Bertrand  von  allen  Winkeln  ohne  Ausnahme  hat  behaupten  wollen. 

Ein  andres  Ansehen  giebt  Bertrand  seinem  Beweise,  indem  er 
unendliche  Plilchenrüume  in  Winkelu  allein  betrachtet.  In  dem  Drei- 
ecke ABC  (Fig.  4)  nennen  wir  A,  B,  C  die  Winkel  t;egenüber  den 
Seiten  a,  b,  c,  die  wir  verlangern:  AC  über  A  bis  A",  AB  über  [15 
B  bis  B",  BC  über  C  bis  C". 
In  den  Oeffnungen  der  Aussen- 
winke!  7t— -A,  Ji  —  B  und  re — C 
bilden  die  sich  ins  Unendliche  er- 
streckenden Fliichenrüume  X-\-x, 
Y-{-y,  Z  um  den  Punkt  C  herum 
nach  allen  Seiten  bin  einen  eben-  ( 
solchen  Pia chen räum ,  wobei  der 
Flächenraum  jIüC  ausgeschlossen 
ist,  den  man  seiner  Kleinheit  wegen 
vernachlässigen  darf.  Dies  bedeutet, 
dass:  x—A-^x—B-\-7t  —  C=2ji 
ist  und  somit:  .^  -|-  B  +  (7  =  je. 

Prüfen  wir  jetzt  diesen  Schluas,  nachdem  wir  zuvor  die  Plächen- 
riiume  durch  Bogen  eines  Kreises  vom  Halbmesser  CC'  =  r  begränzt 
haben,  unter  Benutzung  der  Punkte  A,  B,  C  als  Mittelpunkte.  Der 
Kreis  um  C  möge  die  Schenkel  des  Winkels  w  —  A  in  A'  und  B' 
schneiden,  so  dass  er  den  FÜiclienraum  in  der  Oeffnung  von  a  —  A 
in  zwei  Theile  zerlegt;  den  einen  X  im  Innern,  den  andern  x  ausser- 
halb  des  ganzen  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  C.    Die  Schenkel   [225 
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des  Winkels  s  —  B  mögen  von  demselben  ganzen  Preise  in  B'  und  C 
geschnitten  werden,  so  dass  der  Flächenraum  in  der  Oeffnung  von 
JE  —  jB  in  zwei  Theile  zerfällt:  Y  im  Innern,  y  ausserhalb  des  Kreises, 
ausserdem  aber  wird  der  Theil  0  des  ganzen  Kreises  dem  Winkel 
7C  —  -B  nicht  angehören.  Das  sind  alle  möglichen  Fülle,  die  unsre 
Figur  darbietet,-  dabei  vorausgesetzt,  dass:  *•>»,  r>b,  r>c,  a>  c 
ist.  Bezeichnen  wir  ferner  mit  ^  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
ABC  und  mit  B  den  Flächeninhalt  des  Kreises  vom  Halbmesser  r^ 
80  finden  wir: 


2x 

(X-A) 

_X  +  » 

2x 

(«-») 

-3"+J 

R 

(l  -  C) 

—  Z 

B  — X+  Y+  Z+11  +  ^. 

Hieraus 

erhalten  T 

lir: 

(1) 

A  +  B+C 

-.  +  1 

f(^-x-: 

»  +  «)• 

Es  bliebe  jetzt  noch  zu  zeigen,  dass,  wenn  man  die  Winkelsnmme  S 
des  Dreiecks  <  a  voraussetzt,  J  =  x  -\-  y  —  s  ist  fiir  jedes  r  oder 
wenigstens  für  r=  00;  aber  es  wäre  vergeblieh,  diese  Arbeit  zu  unter- 
nehmen. Im  Gegentheil  finden  wir  unter  der  Bedingung:  S  <  ir  be- 
ständig ^  <ix  -\-  y  —  z,  wie  wir  sogleich  sehen  werden. 

Durch  das  Anwachsen  von  CC'  =  r  entfernen  sich  die  Punkte 
B\  £",  B'"  von  dem  Punkte  B  in  der  Richtung  AB,  indem  sich 
die  Linien  C'B',  OB",  CB'"  einer  bestimmten  Gränze  CD  (Fig,  5) 
nähern,  die  ich  in  der  neuen 
Theorie  als  eine  Parallele 
zu  AB  bezeichnet  habe  und 
die  mit  CD  und  CB  solche 
Winkel: 

ACD^Ti  —  A  —  ft, 
BCD  =  B-ß 
ß        bildet,  dass  u  und  ß  irgend  [17 
*    '  welche   positive   Zahlen    sind. 

Dabei  kann  man,  wenn  man  für  CB'  =  r  eine  genügend  grosse  Linie 
nimmt,  immer  erreichen,  dass  die  Winkel  B'  CD,  B"  CD  so  klein  aus- 
fallen, wie  man  will.  Bezeichnen  wir  daher  den  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  AGB'  mit  P,  so  erhalten  wir  fttr  ein  sehr  grosses  r  (Fig.  4) 
ohne  merkliche  Abweichung: 
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^(^-Ä  —  u)R  =  ^(jt-  A}n  -\-P-x, 
und  daraus; 

(2)  3:=P+~JJ, 

Wenn  wir  für  den  Augenblick  den  Winkel  C  OD  =  M  setzen  (Fig.  5), 
so  kann  die  vorhin  angegebene  Gleichung: 

nunmehr  gesehrieben  werden:  [226. 

(3)  ^(»^  ~  -B)^  =  ^MR  +  P  —  ^  -^  y  ~  s. 

Indem  wir  hierin  den  Werth: 

M^A-{-  C'  +  ß 
einsetzen,  finden  wir  eine  Gleichung,  die   in  Verbindung  mit   der   [18 
Gleichung  (2)  von  Neuem  zu  der  Gleichung  (1)  führt  und  diese  solcher- 
gestalt bestätigt.     Setzen  wir  andrerseits: 

so  erhalten  wir  aus  Gleichung  (3): 

was  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt: 

A-\-B-\-  C  =  n  —  tt-j-ß. 
Demnach  ist  in   dem  Bertrandschen   Beweise  bereits   «  =  0,  ^  =  0 
vorausgesetzt,  eben  das,  was  zu  beweisen  war. 

Aehnlich  wie  Bertrand  von  der  Vergleichung  unendlicher  Flächen- 
raume  in  den  W^inlteln  des  Dreiecks  befriedigt  war,  wollte  sichLegendre 
der  Zweiecke  (biangles)  bedienen,  indem  er  unter  diesem  Ausdrucke 
die  unendlichen  Fläche nrU um e  zwischen  je  zwei  Lothen  verstand. 
Eigentlich  hat  er  nur  soviel  bewiesen,  dass  der  unendliche  FlUchen- 
raum  CÄSD  (Fig.  G)  zwischen  den  Lothen  ^C  und  BD  auf  AS 
gleich  ist  dem  unendlichen  Flächenraume  DEFC, 

der  aus  dem  ersten  entsteht,  indem  man  von  {19     -'' ^ (' 

diesem  mit  Hülfe  der  auf  BD  senkrechten  Geraden       1  i 

EF  das  Viereck  ABEF  abschneidet.     Eben  das       '  _.  i . 

ist   übrigens   an  sich  klar;   aber  Legendre  liess 
hierbei  noch  ausser  Acht,  dass  FE  möglicherweise 
nicht  mit  AG  zusammentrifft.     Um  diese  unbedeutende  Schwierigkeit 
zu  vermeiden,   braucht  man  nur  EF  als  das  von  F  aus  auf  BD  ge- 
fällte   Loth   anzunehmen;    aber    auf    welche  Weise   nunmehr    hieraus 
folgen  soll,  dass  FE=AB  und  der  Winkel  EEG  =  \%  ist,  da  ist 
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es  gar  nicht  mehr  mijglich  den  falschen  Schluss  zu  verbessern,  bei 
dem  Legendres  Unachtsamkeit  ao  gross  war,  dass  er,  ohne  den  groben 
Fehler  zu  bemerken,  seinen  Beweis  für  sehr  einfach  und  vollständig 
streng  hielt. 

Man  bat  ferner  daran  gedacht,  bei  der  Theorie  der  Parallellinien 
als  Grundlage  zu  benutzen,  dass  in  den  Dreiecken  die  Winke!  von  den 
Verhältnissen  der  Seiten  abhängen  müssen.  Zunächst  erscheint  eine 
solche  Annahme  ebenso  einfach  wie  notbwendig;  aber  wenn  wir  zu 
erforschen  suchen,  welche  Begriffe  wir  davon  haben,  woher  sie  ihren 
Ursprung  nimmt,  so  sind  wir  gezwungen,  sie  als  ebenso  willkürlich 
zu  bezeichnen,  wie  alle  andern,  auf  die  man  bis  jetzt  verfallen  ist. 

In  der  Natur  erkennen  wir  eigentlich  nur  die  Bewegung,  ohne 
die  Sinneseindrftcke  nicht  möglich  sind.  Folglich  sind  alle  übrigen  [227 
Begriffe,  zum  Beispiel  die  geometrischen,  künstlich  von  unserm  Ver- 
stände erzeugt,  da  sie  den  Eigenschaften  der  Bewegung  entnommen 
sind;  und  deshalb  ist  der  Raum  an  sich,  für  sich  allein,  nicht  für  uns 
vorhanden.  Demnach  kann  es  für  unsern  Verstand  nichts  Wider-  [30 
sprechendes  haben,  wenn  wir  zulassen,  dass  einige  Kräfte  iu  der  Natur 
der  einen,  andre  ihrer  besondern  Geometrie  folgen. 

Um  diesen  Gedanken  zu  erläutern,  nehmen  wir  an,  wovou  ja  viele 
überzeugt  sind,  dass  die  anziehenden  Kräfte  abnehmen,  weil  sieh  ihre 
Wirkung  auf  einer  Kugelfläche  verbreitet.  In  der  gewohnlichen  Geo- 
metrie erhält  man  4:tr'  als  Grösse  einer  Kugelfläche  vom  Halbmesser  r, 
weshalb  sich  die  Kraft  im  quadratischen  Verhältnisse  des  Abstandes 
verringern  muss.  In  der  imaginären  Geometrie  habe  ich  die  Ober- 
fläche der  Kugel  gleich: 

z(^  —  e-"'f 
gefunden  und  einer  derartigen  Geometrie  folgen  möglicherweise  die 
Molekular  kr  äfte,  deren  ganze  Verschiedenheit  demnach  von  der,  immer 
sehr  grossen  Zahl  e  abhängen  wird.  Uebrigens  soll  das  nur  eine  blose 
Annahme  sein,  zu  deren  Bekräftigung  andre,  triftigere  Beweise  aufzu- 
suchen sind;  aber  das  ist  gleichwohl  zweifellos,  dass  die  Kräfte  allein 
Alles  erzeugen:  Bewegung,  Geschwindigkeit,  Zeit,  Masse,  sogar  Ab- 
stände und  Winkel,  Mit  den  Kräften  befindet  sich  Alles  in  einer  engen 
Verbindung,  die  wn  ihrem  Wesen  nach  nicht  begreifen,  weshalb  wir 
auch  nicht  behaupten  können,  in  die  Beziehungen  verschiedenartiger 
Grössen  unter  einander  durften  nur  deren  Verhältnisse  eingehen.  Wenn 
wir  die  Abhängigkeit  von  dem  Verhältnisse  zulassen,  warum  sollen  [21 
wir  nicht  auch  eine  unmittelbare  Abhängigkeit  annehmen?  Einige  Fälle 
sprechen  bereits  zu  Gunsten  dieser  Meinung:  die  Grösse  der  Anziehungs- 
kraft, zum   Beispiel,    wird  ausgedrückt    durch    die   Hasse,    die    durch 
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das  Quadrat  des  Abstaudes  diyidirt  wird.  Für  den  Abstand  Null  stellt 
dieser  Ausdruck  eigeutlicli  nichts  dar.  Man  muss  mit  irgend  einem, 
grossen  oder  kleineu,  aber  immer  wirklich  vorhandenen  Abstände  an- 
fangen, nnd  dann  erst  kommt  die  Kraft  zum  Vorschein.  Nunmehr 
fragt  es  sich,  wie  erzeugt  denn  der  Abstand  diese  Kraft?  wie  besteht 
diese  Verblndnng  zwischen  zwei  so  verschiedenartigen  Dingen  in  der 
Natur?  Wahrscheinlich  werden  wir  das  niemals  begreifen;  aber,  wenn 
es  richtig  ist,  dass  die  Kräfte  vom  Abstände  abhängen,  so  können  sich 
auch  die  Linien  in  einer  Abhängigkeit  von  den  Winkeln  befinden. 
Wenigstens  ist  die  Verschiedenartigkeit  bei  beiden  Fällen  gleich,  denn 
deren  Unterschied  liegt  eigentlich  nicht  im  Begriffe,  sondern  nur  darin, 
dass  wir  die  eine  Abhängigkeit  aus  Erfahrungen  kennen,  die  andre 
aber,  bei  der  Mangelhaftigkeit  der  Beobachtungen,  geistig  annehmen 
müssen,  entweder  jenseits  der  Gränzen  der  sichtbaren  Welt,  oder  in 
der  engen  Sphäre  der  Molekularanziehungen. 

Wie  dem  auch  sein  mag,  so  wird  doch  die  Amiahme,  dass  [228 
nur  das  Verhältniss  der  Abstände  die  Winkel  bestimmen  kann,  ein 
besonderer  Fall  sein,  auf  den  wir  jedesmal  kommen,  wenn  wir  die 
Linien  unendlich  klein  annehmen.  Das  Verfahren  der  gewöhnlichen 
Geometrie  führt  daher  immer  zu  richtigen  Schlüssen,  nur  nicht  in  [33 
einem  so  weiten  Sinne,  wie  sie  das  allgemeine  geometrische  Öjstem 
liefert,  das  ich  Imaginäre  Geometrie  genannt  habe.  Der  Unter- 
schied bei  den  Gleichungen  der  einen  und  dci-  andern  entspringt  aus 
der  Hinäufügung  einer  neuen  Konstanten,  die  nunmehr  die  Beobach- 
tungen liefern  müssten,  die  wir  aber  hieraus  ohne  merkliche  Abweichung 
so  beschaffen  finden,  dass  die  bei  praktischen  Messungen  vou  Allen 
angenommene  Geometrie  mehr  als  genügend  ist,  seihst  wenn  sie  an 
und  für  sich  nicht  streng  richtig  sein  sollte.  Das  bedeutet  entweder, 
dass  dieses  System  sich  zufällig  in  der  Natur  vorfindet  oder  dass  alle 
in  dieser  für  uns  zugiiuglieheu  Abstände  noch  unendlich  klein  sind. 

üeberhaupt  muss  jeder  Satz,  den  die  Imaginäre  Geometrie  bei 
den  Elementen  einer  Grösse  zulässt,  wenn  er  auf  Linien  von  grosser 
Ausdehnung  angewendet  wird,  nothwendig  zu  den  Regeln  der  gewöhn- 
lichen Geometrie  führen,  weil  hei  dieser  Voraussetzung  nur  die  ersten 
Potenzen  der  Zahlen  beibehalten  werden,  welche  die  Linien  darstellen, 
und  folglich  überall  nur  deren  Verhältnisse  in  den  Gleichungen  auf- 
treten. Solche  Sätze  sind  zum  Beispiel,  dass  die  Abstände  zwischen 
zwei  Lothen  überall  gleich  sind,  dass  das  Loth  mit  seiner  Spitze  eine 
gerade  Linie  beschreibt,  dass  der  Kreis  mit  wachsendem  Durchmesser 
in  eine  gerade  Linie  übergeht. 

Von  allen  bekannten  Sätzen  dieser  Art  muss  mau  dem  den  Vor- 


dby  Google 


Neue  AnfangsgriUide.     Einleitung,     K.  G.  S.  1835  III. 

n,  der  die  Abhängigkeit  des  Verliältnissea  der  Linien 
von  den  Winkeln  nach  sich  zieht;  wenigstens  steht  hier  die  Ein-  [33 
faehheit  im  Begriffe  sogar  unsrer  ersten  Erfahrung  nahe;  das  ist  aber 
auch  Alles,  was  man  zur  Verteidigung  sagen  kann:  jedes  andre  Urteil 
ist  entweder  falsch  oder  oberflächlich.  Auch  kann  man  unmöglich 
darin  ein  Bedenken  finden,  dass  mit  der  unmittelbaren  Abhängigkeit 
der  Linien  von  den  Winkeln  eine  Grösse  hereinkommt,  die  ebenso 
willkürlich  ist,  wie  die  Wahl  der  Einheit.  Wir  können  darauf  ant- 
worten, dass  nichts  hindert,  sich  in  den  Gleichungen  nicht  das  Ver- 
hältniss  der  Linien  zu  einer  von  denen,  die  darin  betrachtet  werden, 
vorzustellen,  sondern  das  Verhältniss  zu  einer  Grösse,  die  auf  irgend 
eine  Weise  in  der  Natur  bestimmt  ist.  Das  habe  ich  in  der  Imagi- 
niiren  Geometrie  gezeigt,  indem  ich  Gleichungen  aufstellte,  wo  alle 
Linien  im  Verbältnisse  zu  einer  einzigen  auftreten,  die  aus  Beobach- 
tungen zu  bestimmen  wäre,  wenn  diese  dazu  genügend  wären. 

Ich  halte  es  nicht  für  nöthig  andre,  allzu  künstliche,  oder  will- 
kürliche Annahmen  ausführlich  zn  erörtern.  Nur  eine  davon  verdient 
noch  einige  Aufmerksamkeit,  nämlich  der  Uebergang  des  Kreises  in 
eine  gerade  Linie.  Der  Mangel  ist  hier  übrigens  von  vornherein  er- 
sichtlich in  der  Verletzung  der  Stetigkeit,  indem  eine  Kurve,  die  nicht 
aufhört,  sich  zu  schliessen,  wie  gross  sie  auch  sein  mag,  sich  [229 
unvermittelt  in  die  unendliche  Gerade  verwandeln  soll  und  sie  also  auf 
diese  Weise  eine  wesentliche  Eigenschaft  verliert.  In  dieser  Beziehung 
fllllt  die  imaginäre  Geometrie  den  Zwischenraum  viel  besser  aus.  Wenn 
wir  bei  ihr  einen  Kreis,  dessen  sämmtliche  Durchmesser  in  einem  [34 
Punkte  zusammenlaufen,  vergrössern,  so  gelangen  wir  schliesslich  zu 
einer  solchen  Linie,  deren  Normalen  sich  im  Unendlichen  einander 
nähern,  wenn  sie  einander  auch  nicht  mehr  schneiden  können.  Diese 
Eigenschaft  kommt  jedoch  nicht  der  Geraden  zu,  sondern  der  krummen 
Linie,  die  ich  in  meiner  Abhandlung  „Ueber  die  Anfangsgründe 
der  Geometrie"  als  Gränzkreis  bezeichnet  habe. 

Wenn  man  endlieh  die  schwierige  Aufgabe  des  Parallelismus  durch 
die  Erfahrung  lösen  soll,  so  muss  Legendres  Vorschlag,  auf  einem 
Kreise  den  Halbmesser  sechsmal  abzutragen,  ohne  Zweifel  für  viel  zu 
ungenau  erklärt  werden.  In  meinen  „Anfangsgründen  der  Geo- 
metrie" habe  ich  unter  Benutzung  astronomischer  Beobachtungen 
gezeigt,  dass  in  einem  Dreiecke,  dessen  Seiten  annähernd  dem  Abstände 
der  Erde  von  der  Sonne  gleich  sind,  die  Winkelsumme  nicht  mehr  als 
0,0003  Bogensekunden  von  zwei  Rechten  abweichen  kann.  Diese  Ab- 
weichung wächst  im  geometrischen  Verhältnisse  mit  den  Seiten  des 
Dreiecks,  und  folglich  ist  bis  jetzt,  wie  ich  vorbin  bemerkt  habe,  die 
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gewöhnliche  Geometrie  bei  den  Messungen  in  der  Praxis  mehr  als 
genügend.  Zu  diesem  Schlüsse  kann  man  sogar  mit  Hülfe  ziemlich 
einfacher  und  den  Anfangsgründen  einer  Wissenschaft  angemessener 
Sätze  gelangen,  während  allerdings  die  voUstündige  Theorie  eine  ganz 
veränderte  Anordnung  des  Vortrags  erfordert  und  überdies  die  Hinzu- 
fügung  der  Trigonometrie. 

Zu  den  UnvoUkommenheiten  der  Parailelentheorie  sollte  man  135 
auch  die  Erklärung  des  Parallelisnius  seihst  rechneu.  Doch  hing  diese 
Un Vollkommenheit  keineswegs,  wie  Legendre  es  vermuthete,  von  einem 
Mangel  in  der  Erklärung  der  geraden  Linie  ah,  geschweige  denn,  füge 
ich  hinzu,  von  den  Mängeln,  die  in  den  ersten  Begriffen  versteckt 
waren,  und  die  nachzuweisen  ich  hier  vorhabe,  aber  auch  ihneu  abzu- 
helfen, soweit  ich  vermag. 

(jlewöhnlich  beginnt  man  die  Geometrie,  indem  man  den  Körpern 
drei  Ausdehnungen  beilegt,  den  Flächen  zwei,  den  Linien  eine,  während 
man  beim  Punkte  gar  keine  zulässt.  Indem  man  die  drei  Ausdeh- 
nungen: Länge,  Breite  und  Höhe  nennt  und  unter  diesen  Benennungen 
eigentlich  die  drei  Koordinaten  versteht,  beeilt  man  sich  auf  diese 
Weise  verfrühte  Begriffe  durch  Worte  mitzutheiien,  denen  die  ge- 
sprochene Sprache  beieit'«  einen  gewissen,  für  die  strenge  Wissenschaft 
freilich  noch  unbestimmten  femn  beilegt  In  der  That,  wie  ist  es  mög- 
lich sich  die  Ausmessung  dei  Lange  nach  klar  vorzustellen,  wenn  wir 
noch  nicht  wissen,  was  eiientlich  eme  gerade  Linie  ist?  Wie  kann 
man  vi  n  Breite  und  Hohe  reden  ohne  vorher  etwas  über  Lothe,  über 
die  Ebene  und  darüber  gesigt  zu  hal  en,  wie  sich  die  Lothe  in  einer 
und  m  vei  chiedenen  Ebenen  verhalten^  Wenn  endlich  der  Punkt  [230 
^ai  keine  Ausdehnung  hat,  was  bleibt  denn  dann  bei  ihm  übrig,  damit 
er  Gegenstand  eines  fechiusses  se  u  k  nne?  Mag  es  auch  so  sein,  dass 
sich  jeder  die  gerade  Lin  e  klai  vorstellt,  obwohl  er  sich  von  [36 
seinem  Begnfte  keine  Rechenschaft  geben  kann;  aber  es  fragt  sich, 
aut  welche  Wei&e  er  nunmehr  mit  Hüite  der  geraden  Linie  bei  einer 
krummen  Linie  eine  Ausdehnung  bestimmen  soll  uud  bei  einer  krummen 
Oberfläche  deren  zwei. 

Freilich,  man  braucht  nicht  zu  verlangen,  dass  Länge,  Breite  und 
Höhe  auf  einander  senkrecht  seien:  es  genügt,  wenn  man  für  sie  Linien 
in  verschiedenen  Richtungen  genommen  hat.  Jedoch  stösst  man  auch 
in   diesem  Falle   auf  eigenthüm liehe   Schwierigkeiten,     Macht  man  < 


sich  zum  Grundsatze,  nicht  vorzeitig  von  den  Begri 
man  erst  im  Folgenden  entwickeln  soll,  so  ist  di 
die  Bedingung  ausdrücken,  dass  bei  den  Körpern  di 
drei  Geraden  in  verschiedenen  Ebenen  angehören  sollen?    Ferner  darf 


ffen  zu  borgen,  die 
[e  Frage,  wie  dann 
ie  drei  Abui 


dby  Google 


80  Neue  Anfangsgründe,     Einleitung.     K.  G.  S.  183Ü  III. 

man  die  verschiedene  Richtung  der  beiden  Theile,  die  von  einem  Enick 
auf  einer  Linie  ausgehen,  nicht  mit  der  zweifachen  Ausdehnung  bei 
einer  Flache  verwechseln  und  endlich  muss  man  vollatändig  erklären, 
was  eigentlich  unter  einer  Richtung  und  unter  einem  Winkel  zu 
verstehen  ist.  Kürzer;  Kaum,  Ausdehnung,  Ort,  Körper,  Fläche, 
Linie,  Punkt,  Richtung,  Winkel  sind  Wörter,  mit  denen  man  die 
Geometrie  beginnt,  mit  denen  man  aber  niemals  einen  klaren  Begriff 
verbindet. 

Indessen  kann  man  alle  diese  Dinge  noch  von  einer  andern  Seite 
aus  betrachten.  Es  ist  nöthig  zu  bemerken,  dass  hier  die  Unklar-  137 
heit  im  Begriffe  durch  die  Abstraktheit  hervorgerufen  wird,  die  bei 
der  Anwendung  auf  wirkliche  Messungen  Überflüssig  wird  und  folglich 
unnützer  Weise  in  die  Theorie  hineingebracht  worden  ist.  Die  Flächen, 
Linien  und  Punkte,  wie  sie  die  Geometrie  erklärt,  sind  nur  in  uiisrer 
Vorstellung  vorhanden,  während  wir  die  Ausmessung  der  PlächcB  und 
Linien  ausführen,  indem  wir  dazu  Körper  anwenden.  Aus  diesem 
Grunde  brauchen  wir  von  Mächen,  Linien  und  Punkten  nur  so  zu 
sprechen,  wie  wir  sie  uns  bei  wirkhcher  Messung  zu  denken  haben,  und 
dann  werden  wir  uns  nur  noch  an  eben  die  Begriffe  halten,  die  in 
unserm  Verstände  mit  der  Vorstellujig  von  Körpern  unmittelbar  ver- 
hunden  sind,  an  die  unsre  Vorstellung  gewöhnt  ist  und  die  wir  in  der 
Natur  unmittelbar  prüfen  können,  ohne  uns  zuvor  auf  andre,  künst- 
liche und  fremdartige  einzulassen.  Aber  mit  diesen  neuen  BegrjfPen 
bekommt  die  W^issenschaft  gerade  im  Anfange  eine  andre  Richtung, 
der  sie  folgt,  bis  sie  in  die  Analysis  übergeht,  wo  dann  das  Verfahren 
beim  Vortrage  nunmehr  wieder  das  gewöhnliche  Ansehen  bekommt. 
Ich  will  mich  bemühen,  zu  erklären,  worin  diese  Veränderung  be- 
stehen mag. 

In  der  Mathematik  befolgt  man  zwei  Methoden,  die  Analyse  und 
die  Sjnthese.  Das  unterscheidende  Merkmal  der  Analyse  bilden  die 
Gleichungen,  die  jeden!  Urteile  zur  ersten  Grundlage  dienen  und  [aai 
die  überhaupt  zu  allen  Schlüssen  führen.  Die  Synthese,  oder  die  [3S 
Methode  des  Aufbauens,  erfordert  genau  dieselbe  Vorstellung,  die  in 
unserm  Verstände  unmittelbar  mit  den  ersten  Begriffen  verbunden  ist. 
Der  Hauptvortheil  hei  der  Analyse  besteht  darin,  dass  man  darin  immer 
von  den  Gleichungen  aus  auf  geradem  Wege  nach  dem  vorgesetzten 
Ziele  geht.  Die  Synthese  ist  überhaupt  keinen  allgemeinen  Regeln 
unterworfen,  aber  man  muss  mit  ihr  nothwendig  den  Anfang  machen, 
um  achliesslieh,  nachdem  man  Gleichungen  aufgesucht  hat,  damit  zu- 
gleich die  Gränzhnie  zu  erreichen,  hinter  der  nunmehr  Alles  in  die 
Wissenschaft  der  Zahlen  übergeht. 
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Zum  Beispiel  zeigt  man  in  der  Geometrie,  dass  zwei  Lothe  einander 
nicht  schneiden,  dasa  Dreiecke,  bei  denen  nur  einige  Theile  gleich  sind, 
überhaupt  in  jeder  Beziehung  kongruent  sind.  Vergeblich  hat  man 
wohl  solche  Fälle,  wie  auch  die  ganze  Theorie  der  Parallellinien,  anar 
lytisch  untersuchen  wollen.  Hierin  wird  mau  niemals  voiwirts  kommen, 
ebenso  wie  man  ohne  Synthe&e  nicht  luskommen  kann  wenn  man 
ebene  Flächen  misst,  die  von  geraden  Iinien  hegrmzt  sind,  oder 
Körper,  die  von  Ebenen  begranzt  sm  I  Es  versteht  sich  von  selbst, 
dass  man  bei  der  Synthese  die  Analyse  sog  r  ils  Hültsraittel  benutzen 
muss;  aber  es  ist  unstreitig,  dass  in  den  Anfangsgründen  der  Geo- 
metrie und  der  Mechanik  die  Analyse  niemals  die  einzige  Methode 
sein  kann.  Der  Geometrie  wird  bis  zu  einem  gewissen  Grade  immer 
etwas  eigenthiimlich  geometrisches  zugehören,  das  ihr  auf  keine  Weise 
genommen  werden  kann.  Man  ist  im  Stande,  das  Gebiet  der  Synthese 
einzuschränken,  aber  es  ganz  zu  beseitigen  ist  unmöglicL  Bei  dieser 
Bemühung,  die  Synthese  durch  Analyse  zu  erset/.en,  darf  man  sich 
sogar  nicht  einmal  so  sehr  beeilen,  jedesmal  Funktionen  zuzulassen,  [39 
wo  man  nur  eine  Abhängigkeit  voraussehen  kann,  ohne  zu  wissen, 
worin  sie  eigentlich  besteht,  und  noch  weniger,  wie  sie  ausgedrückt 
wird.  Mit  dieser  Begränzung  der  Analyse  bestimmen  wir  das  wahre 
Ziel  und  den  gehörigen  Ort  für  die  andre  Methode,  die  anfangs  die 
Wissenschaft  allem  beginnt,  mit  solchen  Begriffen,  aus  denen  das 
Schlussvertahren  nunmehr  alles  Folgende  erzeugt,  indem  es  sogleich 
aus  den  ersten  ihm  gegebenen  Begriffen  neue  ableitet  und  dadurch 
auch  ternei  die  Giiinzen  unsrer  Kenntnisse  nach  allen  Richtungen  bis 
ins  Unendliche  erweitert 

Ohne  Zweifel  werden  immer  die  Begriffe  zuerst  gegeben  sein,  die 
wir  m  der  Natur  durch  Vermittelung  unsrer  Sinne  erwerben.  Der 
Verstand  kann  und  soll  sie  auf  die  kleinste  Zahl  zurückführen,  damit 
sie  hernach  der  Wissenschaft  als  eine  feste  Grundlage  dienen  können.  _ 
Gewöhnlich  befolgt  jedoch  niemand  die  synthetische  Methode  in  dieser 
Gestalt,  unter  Einhaltung  aller  hier  ausgesprochenen  Regeln,  sondern 
man  zieht  vor,  wenn  auch  vor  der  Zeit,  die  Analyse  einzuführen,  und 
setzt  eine  wemi  auch  unvollständige  Entwickeluug  der  Begriffe  voraus, 
aus  denen  unser  natürlicher  Verstand  besteht  und  denen  man  nur 
Namen  zu  geben  braucht,  ohne  sich  sehr  auf  Erläuterungen  einzulassen 
und  sich  um  Genauigkeit  bei  den  Erklärungen  zu  kümmern.  Wenn 
Leichtigkeit  und  Einfachheit  zur  Wahl  dieser  Methode  des  Vortrags 
nöthigen,  so  wird  doch  immer  die  strenge  Wissenschaft  einen  beson- 
deren Vorzug  auf  ihrer  Seite  haben,  und  man  wird  diesen  Vorzug  [232 
über  kurz  oder  lang  benutzen  müssen.    Den  ersten  Versuch  hierzu  [30 

I/obBtBChofekij,  gcoraetr.  AbliaDdlungan.  0        [3.  KI.  1397.] 
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habe  ich  bei  der  Algebra  gemacht  und  nunmelir  unternehme  ich  das- 
selbe bei  der  Geometrie. 

Die  reine,  überhaupt  yod  jeder  Beimischung  der  Synthese  freie 
Analyse  kann  in  der  Geometrie  nicht  eher  ihren  Anfang  nehmen,  als 
nachdem  zuvor  jede  Abhängigkeit  durch  Gleichungen  dargestellt  ist, 
und  für  jede  Art  geometrischer  Grössen  Ausdrücke  gegeben  sind.  In 
der  Geometrie  können  wir  die  Grösse  nur  mit  Hülfe  der  Messung 
verstehen,  die  für  krumme  Linien  und  Flächen  eigentlich  gar  nicht 
exisfcirt.  Wie  klein  auch  die  Theile  einer  Kurve  genommen  werden 
mögen,  sie  bleiben  immer  krumm,  folglich  können  sie  niemals  mit 
Hülfe  einer  Geraden  gemessen  werden.  Dasselbe  muss  man  von  einer 
krummen  Oberfläche  sagen,  bei  der  die  Theile,  wie  eng  man  sie  auch 
begränzen  möge,  niemals  eben  sind.  Andrerseits  giebt  es  in  der  Natur 
weder  gerade  noch  krumme  Linien,  weder  Ebenen  noch  krumme 
Flüchen:  wir  finden  darin  nur  Körper,  so  dass  alles  üebrige  von  unsrer 
Einbildungskraft  geschaffen  und  daher  blos  in  der  Theorie  vorhanden 
ist,  Lagrange  hat  die  Annahme  des  Archimedes  zur  Grundlage  ge- 
nommen, dass  man  auf  einer  Kurve  stets  zwei  Punkte  so  nahe  bei 
einander  annehmen  kann,  dass  alsdann  der  Bogen  zwischen  ihnen  für 
grösser  als  die  Sehne  erachtet  werden  kann,  aber  für  kleiner  als  die 
beiden  Tangenten  an  den  Bogen,  die  von  dessen  Enden  bis  zu  ihrem 
Zusammentreffen  gezogen  sind  (Theorie  des  fonctions  analytiques,  par 
Lagrange).  Eine  derartige  Annahme  ist  wirklieh  uöthig,  aber  durch 
sie  wird  der  ursprüngliche  Gedanke,  krumme  Linien  mit  geraden  [ßi 
zu  messen,  beseitigt.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  deii  Flächen,  wenn  man 
beabsichtigt,  sie  mit  Ebenen  zu  messen. 

Demnach  stellt  die  Berechnung  der  Länge  einer  krummen  Linie, 
sowie  der  Grösse  einer  krummen  Fläche  keineswegs  sozusagen  das 
Gerademachen  der  Krümmung  dar,  sondern  sie  erstrebt  ein  völlig 
andres  Ziel;  die  Gränze  zu  finden,  der  die  thatsächliche  Ausmessung 
um  so  naher  kommt,  je  genauer  sie  gemacht  worden  ist.  Die  Messung 
aber  hält  man  für  um  so  genauer,  je  feiner  die  Glieder  der  benutzten 
Kette  sind;  für  am  genausten  hält  man  sie  endlich,  wenn  man  anstatt 
der  Kette  einen  dünnen,  vollkommen  biegsamen  Faden  nimmt.  Das 
ist  der  Grund,  weshalb  man  in  der  Geometrie  eigentlich  zeigen  muss, 
dass  die  Summe  der  Tangenten  abnimmt,  während  gleichzeitig  die 
Summe  der  Sehnen  wächst,  bis  die  zwei  Summen  aufhören  sich  merk- 
lich von  der  Gränze  zu  unterscheiden,  der  sich  beide  nähern  und 
welche  die  Geometrie  nunmehr  als  Lange  der  krummen  Linie  annimmt. 
Jetzt  ist  klar,  dass  die  Berechnung  nach  dieser  Regel  mit  der  Messung 
um  so  mehr  übereinzustimmen  pflegt,  je  genauer  diese  ist.    Zugleich  ist 
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hier  ersichtlich,  worauf  die  Annahme  des  Archimedes  begründet  ist. 
Nach  dem  Vorbilde  der  krummen  Linien  muss  man  die  Grösse  der 
Flächen  beurteilen,  aber  keineswegs  darf  man  behaupten,  sehr  kleine 
Theile  seien  geeignet,  eben  gemacht  zu  werden. 

Für  Flächen,  die  von  krummen  Linien  hegränzfc  sind,  und  für 
Körper,  die  von  krummen  Flächen  begränzt  sind,  giebt  es  eben-  [32 
falls  keine  Messung  im  strengen  Sinne,  sobald  im  ersten  Falle  ein 
Quadrat,  im  zweiten  ein  Würfel  als  Mass  dienen  soli.  Da  wir  [23.S 
jedoch  immer  nur  die  Gränze  zu  finden  beabsichtigen,  der  sich  die 
wirkliche  Messung  nähert,  so  müssen  wir  zeigen,  dass  wir  sicher 
jedesmal  zu  einer  derartigen  Gränze  gelangen;  femer  müssen  wir  er- 
klären, in  welcher  Art  wir  uns  die  Messung  vorzustellen  haben  und 
wie  wir  dabei  die  verlangte  Genauigkeit  erreichen  können.  Sollen  alle 
diese  Forderungen  erfüllt  werden,  so  kann  man  unmöglich  ohne  be- 
sondere Hülfsannahmen  auskommen,  die  man  als  Axiome  annimmt: 

1)  Flächenräume  sind  gleich,  wenn  der  eine  von  ihnen  in  der 
Weise  zusammensetzbar  ist,  dass  der  andre  in  Theile  zerlegt  wird,  die 
in  neuer  Anordnung  zusammengefügt  werden; 

2)  Ein  Flächenraum  ist  kleiner  als  ein  solcher,  in  dem  er  ganz 
Platz  hat,  ohne  dabei  diesen  vollständig  auszufüllen; 

3j  Die  Grösse  eines  Dreiecks  verschwindet  bei  unbegränzter  Ver- 
kleinerung einer  Seite. 

Die  letzte  Annahme  ist  sogar  bei  der  Messung  der  Flächenräume 
selbst  nothwendig.  Auf  ähnliche  Axiome  niuss  man  sich  auch  bei  der 
Messung  von  Körpern  stützen. 


Kapitel  I.  [33 

Die  ersten  Begriife  in  der  Geometrie. 

§  1- 

Die  Berührung  bildet  das  unterscheidende  Merkmal  der  Körper, 
und  ihr  verdanken  sie  den  Namen:  geometrische  Körper,  sobald 
wir  an  ihnen  diese  Eigenschaft  festhalten,  während  wir  alle  andern, 
mögen  sie  nun  wesentlich  sein  oder  zufällig,  nicht  in  Betracht  ziehen. 

Gegenstand  der  Beurteilung  sind  ausser  den  Körpern  zum  Beispiel 
auch  Zeit,  Kraft  und  Geschwindigkeit  der  Bewegung;  aber  der  Begriff, 
der  in  dem  Worte  Berührung  enthalten  ist,  bezieht  sich  nicht  darauf 
In  unserm  Verstände  verbinden  wir  ihn  blos  mit  den  Körpern,  wenn 
wir  von  deren  Zusammensetzung  oder  Zerlegung  in  Theile  reden. 
Diese   einfache  Vorstellung,  die   wir  unmittelbar  in  der  Natur  durch 
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die  Sinne  empfangen  haben,  geht  nicht  aus  andern  hervor  und  unter- 
liegt deshalb  keiner  Erklärung  mehr. 

Zwei  Körper  Ä  und  B  (Fig.  7),  die  einander  berühren,  bilden 
einen  einzigen  geometrischen  Körper  C,  in  dem  jeder 
\   ^    :\  *   \      der  zusammengefügten  Theile  A,  B  einzeln  erscheint, " 
r      :"n  "^    obne  in  dem  ganzen  C  verloren  zu  gehen. 

\     I  Umgekehrt   wird   jeder  Körper   C   durch   einen 

V' ".  ■  j  beliebigen  Schnitt  S  in  zwei  Theile  A  und  B  zer- 

^ ~C~""     ^^^^    Hierbei  verstehen  wir  unter  dem  Worte  Schnitt 

Flg.  7.  nicht    etwa   irgend    eine   neue   Eigenschaft    des    [34 

Körpers,   sondern  wieder  die  Berührung,  indem  wir 

eben  diesmal   die   Zerlegung  des  Körpers   in   zwei    berührende   Theile 

ausdrücken.     Wir    werden    femer    die    beiden   Theiie    A    und   B   die 

Seiten  des  Schnittes  S  in  dem  Körper  C  nennen. 

Auf  diese  Weise  können  wir  uns  alle  Körper  in  der  Natur  als 
Theile  eines  einzigen  ganzen  Körpers  vorstellen,  den  wir  Raum  r 


Jeden  Körper  A  (Fig.  8)  kann  ein  andrer  B  derart  berühren, 
dass  es  für  einen  dritten  C  uamöglieh  wird,  A  und  B  gleichzeitig  zu 
berühren.  In  diesem  Falle  nennt  man  B  den  umgebenden  Kaum, 
vorausgesetzt,  dass  jeder  Körper  C  darin  enthalten  ist, 
oder  den  Ort  des  Körpers  A,  indem  man  nur  die  Be- 
rührung zwischen  A  und  B  in  Betracht  zieht  und  [236 
deshalb  jeden  Theil  C,  der  A  nicht  berührt,  aus  dem 
umgebenden  Räume  wegzulassen  gestattet.  Befindet  sich 
der  Körper  A  In  dieser  Art  der  Berührung  mit  B,  ist 
es  ausserdem  unmöglich,  mit  A  irgend  einen  Körper  zu 
verbinden,  der  B  nicht  berührt,  so  sagt  man,  dass  A  den  Ort  B 
ausfüllt.  Alle  andern  Körper,  die  ohne  jede  an  ihnen  vorgenommene 
Veränderung  ebenfalls  den  Ort  B  ausfüllen,  werden  dann  geometrisch 
in  allen  Beziehungen  unter  einander  kongruent  sein. 

Bios  gleich  sind  zwei  Körper,  sobald  die  Theile  des  einen  [35 
in  neuer  Ordnung  vertheilt  werden  müssen,  um  den  Ort  des  andern 
auszufüllen. 

Die  Messung  eines  geometrischen  Körpers  wird  ausgeführt,  indem 
man  ihn  zugleich  mit  einem  andern,  als  Mass  genommenen,  in  gleiche 
Theile  zerlegt.  Dargestellt  wird  die  Grösse  alsdann  durch  das  Ver- 
Lältnisa  der  Zahl  der  Theile  in  dem  gegebenen  Körper  zur  Zahl  der 
Theile  in  dem  Masse.  Die  Möglichkeit,  die  Grösse  von  Körpern  zu 
finden,  setzt  folglich  die  Möglichkeit  voraus,  jeden  Körper  durch  Ver- 
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vielfachung  eines  eiuzigeii  zusammeiizu setzen,  der,  indem  er  au  sicli 
selbst  angelegt  wird,  schliesslich  sowohl  den  gemessenen  Körper  als 
auch  das  Mass  selbst  ausfüllen  würde.  Ist  es  unmöglich,  das  voll- 
ständig zu  erreichen,  so  beginnt  man  damit,  dass  man  dem  Masse  eine 
bestimmte  Gestalt  giebt,  und  dann  zerlegt  man  es  in  Theile,  die  zwar 
beliebige  Grösse  haben  können,  aber  doch  immer  kongruent  sein  müssen, 
und  zwar  derart,  dass  es  in  Verbindung  mit  sich  selbst  und  mit  den 
Theilen  einen  zusammenhängenden  Körper  bildet,  der  den  Raum  über 
alle  Gränzen  hinaus  erfüllt.  Alsdann  wird  man  bei  der  Zusammen- 
setzung zur  Bildung  eines  jeden  Körpers  gelangen  können,  indem  man 
den  Grad  der  Gleichheit  erreicht,  über  den  hinaus  unsre  Sinne  schon 
aufhören,  Mängel  zu  erkennen.  Die  Fehler  bei  der  Messung  werden 
dann  solche  Abweichungen  nicht  übertreffen,  wie  sie  sogar  in  der 
Natur  selbst  vorkommen,  denn  diese  muss  in  jeder  Wissenschaft  immer 
das  Hauptziel  sein,  und  obgleich  wir  die  ersten  Begriffe  aus  ihr 
schöpfen,  so  verdanken  wir  doch  gerade  die  Schärfe  dieser  Begriffe 
der  ün Vollkommenheit  unsrer  Sinne,  In  der  That,  in  der  Natur  [36 
giebt  es  keine  stetige  Konstruktion,  und  eiu  Bildnngsgesetz  wird  in- 
folgedessen niemals  bis  zu  den  kleinsten  Theilehen  aufrecht  erhalten, 
wie  man  es  sich  beim  ersten  Male  für  jedes  Ganze  von  grossen  Ab- 
messungen vorstellt.  Andrerseits  erzeugen  wir  zwar  in  unsrer  Vor- 
stellung inkommensurable  Körper,  wie  zum  Beispiel  die  Kugel  und 
den  Würfel,  wir  brauchen  jedoch  nur  über  die  Merkmale  des  Grösser 
und  Kleiner  eine  Verabredung  zu  treffen,  folglich  überhaupt  bei  jedem 
Körper  eine  bestimmte  Grösse  zuzulassen  und  sodann  den  s 
in  Gränzen  ein zuschli essen ,  die  wir  nach  Beliehen  nahe  ; 
bringen  können,  dann  werden  wir  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu 
der  Grösse  der  Vorbilder  in  unseru  Gedanken  gelangen. 

§  3. 

Jeder  Körper  kann  in  Theile  zerlegt  werden,  bei  denen  über 
einen  Theil  hinaus  keine  gegenseitige  Berührung  stattfindet 
Derartige  Schnitte  werden  wirKeihen- 
schnitte  nennen.  Sie  bestimmen  die 
Ausdehnung,  nach  der  sich  der  Kör- 
per bis  ins  Unendliche  erstreckt,  wenn 
wir  unaufhörlich  von  dem  umgebenden 
Baume  neue  Theile  hinzufügen,  die  [237  ^^^  ^_ 

nicht  über  einen  hinaus  berühren. 

In   Figur  9   sind   die  Theile   Ä,  B,  G,  I),  E   eines  Körpers    dar- 
gestellt, die  der  Reihe  nach  durch  Berührung  verbunden  sind,  während 
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A  weder  C  nocii  D  noch  E  berührt  und  ebenso  B  weder  D  noch  E 
berührt.  Die  Schnitte  iS,  S',  S",  8'",  durch  die  eine  derartige  Zer- 
legung erzeugt  ist,  werden  Reihenachnitte  sein. 


Der  erste  Schnitt  zerlegt  den  Körper  in  zwei  Theile;  ein  1-17 
zweiter,  der  von  der  einen  Seite  auf  die  gegenüberliegende  übergeht, 
erzeugt  bereits  vier.  In  diesem  Falle  kann  mau  die  beiden  Schnitte 
immer  derart  fuhren  und  alsdann  noch  neue  hinzufügen,  so 
dass  bei  jedem  Male  die  Zahl  der  Theile  um  zwei  vermehrt 
wird  und  alle  einander  gegenseitig  berühren.  Derartige  Schnitte, 
deren  Zahl  folglich  unbegränzt  ist,  werden  wir  Wendeschnitte  nennen. 
In  Figur  10  zerlegt  der  Schnitt  ab  den  Körper  in  zwei  Theile; 
die  Schnitte  cd  und  cf  fügen  noch  je  zwei  hinzu,  so  dass  alle  sechs 
Theile  ÄA,  BB,  CC,  DD,  EE,  FF  einander 
gegenseitig  beiuhren  Zum  Beispiel  berührt  AA 
nicht  nui  BB  sondern  luch  noch  CC,  DD,  EE, 
und  IF  Die  drei  Sthnitte  aJ),  cd,  ef  werden 
Wen  de  schnitte  sein 

Zwei  Schnitte  von  denen  jeder  in  Bezug  auf 
den  indem  von  der  einen  Seite  dut  die  gegenüherliegende  Übergeht, 
werden  wir  lei  Kuize  halber  Schnitte  ubers  Kreuz  nennen.  In 
Figur  10  sini  zum  Beispiel  die  Schnitte  nJ  und  cd  übers  Kreuz  ge- 
fuhrt \on  den  viei  Theilen  die  in  einem  korper  durch  solche  Schnitte 
erzeugt  werden  wollen  wir  zwei  solchen  die  aich  in  Bezug  auf  beide 
Schnitte  auf  gegenüberliegenden  Seiten  befinden,  den  Namen  Theile 
übers  Kreuz  geben.  In  Figur  10  sind  die  folgenden  Theile  Übers 
Kreuz  dargestellt:  AA  mit  DD,  BB  mit  EE,  CG  mit  FF.  Hier  [38 
liegen  AA  und  DD  auf  gegenüberliegenden  Seiten  sowohl  in  Bezug 
auf  den  Schnitt  ah  wie  in  Bezug  auf  cd. 

Es   ist  zu   bemerken,    dass   zwei   Schnitte   übers   Kreuz    zuweilen 
einen  Körper  in  vier   Theile  zerlegen,   die  einander  nicht  Über  einen 
hinaus  berühren.    Jedoch  ist  in  diesem  Falle  der  erste  Theil  wiederum 
g  durch  Berührung  mit  dem  vierten  verbunden,  und  es  ist 

deshalb  hier  unmöglich,  die  Zerlegung  mit  der  zu  ver- 
wechseln, die  aus  Reihe nsehnitten  entsteht.  Auf  Figur  11 
ist  die  Seitenansicht  eines  solchen  Körpers  dargestellt, 
der  durch  die  Schnitte  ahcd  und  efgh  in  vier  Theile 
rig.  11.  ^^  ß^  ^^  2)  zerlegt  wird,  die  einander  nicht  über  einen 

hinaus  berühren.     Indessen  ist  der  erste  Theil  A   mit  dem  vierten  D 
verbunden,  und  deshalb  ist  es  unmöglich,  von  der  Zerlegung  anzunehmen, 
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sie  Hei  vermöge  der  vier  Reiheusclmifcte  ah,  ef,  cd  und  gh  entstanden. 
Das  unterscheidende  Merkmal  zwischen  den  Keihensehnitten  und  den 
Schnitten  übers  Kreuz  besteht  darin,  dass  die  ersteu  nicht  von  der 
einen  Seite  auf  die  gegenüberliegende  übergehen.  In  Figur  1 1  dagegen 
zerlegt  der  Schnitt  abcd  den  Korper  in  zwei  Theile  aJid  und  aed,  die 
die  beiden  Seiten  des  Schnittes  ahcd  darstellen;  der  andre  Schnitt  [238 
ej'gh  geht  von  der  einen  Seite  aed  wuf  die  andre  ahd  über.  Würde 
man  zum  Beispiel  den  Theil  D  wegwerfen  und  dadurch  die  Berührung 
von  Ä  mit  D  und  von  D  mit  0  beseitigen,  so  würden  in  diesem  Falle 
die  beiden  Schnitte  ef  und  cd  zu  Reihen  schnitten  werden, 

Uebrigens  muss  bei  zwei  Schnitten  übers  Kreuz  immer  eine  Be- 
rührung von  wenigstens  zwei  TheÜen  übers  Kreuz  entstehen,  wenn  [39 
nicht  in  dem  Körper  selbst,  so  doch  in  dem  umgebenden  Räume,  folg- 
lich, wenn  man  aus  diesem  Baume  zu  dem  Körper  einen  gewissen 
Theil  hinzufügt.  So  kann  in  Figur  11  der  Körper  durch  einen  von 
dem  umgebenden  Räume  genommenen  Theil  vervollständigt  werden, 
mit  dem  Erfolge,  dass  in  diesem  zusammengesetzten 
Körper  die   beiden  Schnitte   nicht  unterbrochen  werden.       ,,--'"  :""^ 

Wenn  wir  die  Schnitte  als  ununterbrochen  annehmen,  J^_'_ i \^ 

so  können  wir  zwei  ialle  zulassen:   die  beiden  Schnitte     V^     '^J 
ad    und    eh   (Fig.  12)    erzeugen    entweder    vier    Theile  h 

A,  B,  C,  D,  von  denen  je  zwei;  A  und  C,  Ji  und  I)  ^^  '^ 
einander  übers  Kreuz  berühren,  oder  solche,  bei  denen 
nur  zwei,  Theile,  zum  Beispiel  A  und  C  (Fig.  13)  ein- 
ander berühren,  während  die  beiden  andern,  B  und  D, 
nicht  verbunden  sind.  Nur  in  dem  einen,  dem  ersten 
dieser  beiden  Fälle  werden  die  beiden  Schnitte  ad  und  eh 
(Fig.  12)  Wendeschnitte  sein.  Mg.  la. 

%  5. 
Jeden  Körper  kann  man  durch  drei  Schnitte  derart  in 
acht  einander  gegenseitig  berührende  Theile  zerlegen,  dass 
Keibenschnitte  zu  jedem  dieser  drei  Schnitte  immer  je  vier 
einander  gegenseitig  berührende  Theile  absondern.  In  diesem 
Falle  werden  wir  die  drei  Schnitte  Hauptschnitte  nennen.  Eine 
noch  grossere  Zahl  von  Schnitten  dieser  Art  kann  übrigens  bei  den 
Körpern  nicht  vorkommen,  obwohl  jeder  von  ihnen  sowohl  durch  einen 
ihm  entsprechenden  Wendeschnitt  als  durch  einen  solchen  Reihensehnitt 
ersetzbar  ist.  Einen  vierten  Schnitt,  dem  unter  dieser  Bedingung  der 
Name  Hauptschnitt  zukommen  konnte,  lässt  kein  Körper  zu.  [iO 
Wirklich  sind  wir  ausser  Stande  auch  nur  einen  einzigen  Körper  durch 
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einen  vierten  Schnitt,  bei  dem  die  Zahl  der  einander  gegenseitig  be- 
rührenden Theile  verdoppelt  wird,  derart  zu  zerlegen,  dass  die  Berüh- 
rung ^ller  se  hzehn  The  le  e  halten  bleibt,  wenn  wir  die  Schnitte 
durch    hnen  ent  pre  hen  le  Re  hen    hnitte  ersetzen. 

ü  e   dre     Hauj  t    hn  tte      b       d   und   ef  (Fig.  14)   zerlegen    den 
Körper        acht  The  le    Ä  B   C  D  A',  B',  C,  D',  die  einander  gegen- 
d  se  t  g    berühren.      Dasselbe    wäre    heraus- 

gekommen,  wenn  wir  zum  Beispiel  an 
Stelle  von  cd  irgend  einen  ihm  entsprechen- 
den Re  henschnitt  oder  Wendesehnitt  ge- 
nomn  en  hätten. 

■sollen  drei  Schnitte,  durch  die  ein 
Köper  zerlegt  t  Haujtsehntte  se  n,  so  genügt  es  noch  nicht,  dass 
alle  a  ht  Th  le  e  n  nde  gegense  t  g  berühren.  Es  ist  erforderlich, 
ia  s  d  e  jedem  Sehn  tte  entsp  eehenden  Reihenschnitte  jedesmal  je  vier 
Theile  absehneiden,  die  einander  übers  Kreuz  berühren,  wenigstens  sobald 
wir  solche  Theile  nicht  in  Betracht  ziehen,  die  einander  überhaupt  gar 
nicht  übers  Kreuz  berühren.  Wir  stellen  uns  jetzt  vor,  dass  zu  einem 
der  drei  Hauptschnitte  ein  Reihenschnitt  gelegt  ist:  zwischen  [239 
beiden  werden  vier  Theile  ausgeschnitten  werden,  deren  Berührung 
eine  von  den  dreien  sein  kann,  die  auf  den  Figuren  11,  12  und  13 
dargestellt  sind.     Der  erste  Fall  entscheidet   noch  nicht,   ob  man  die 


Schnitte  ad  und  eh  für  zwei  Hauptschnitte  halten  muss;  aber  in  dem 
Falle,  den  wir  auf  Figur  12  sehen,  können  die  beiden  Schnitte  \ßi 
ad  und  eh  Hauptschnitte  sein,  wenn  sieh  dasselbe  überall  zwischen  je 
zwei  Reihenschnitten  wiederholt  oder  wenn  wenigstens  nur  zwischen 
einigen  die  Berührung  übers  Kreuz  vollständig  vernichtet  wird. 

§  6. 
Sind  in  einem  Körper  drei  Hauptschnitte  gelegt,  womit  dann  zu- 
gleich acht  Theile  entstanden  sind,  die  einander  gegenseitig  berühren, 
80  berühren  zwei  durch  den  ersten  Schnitt  entstandene  Theile  einander 
flächenhaft,  zwei  Theile,  die  in  Bezug  auf  zwei  Schnitte  übers  Kreuz 
liegen,  berühren  einander  linienhaft,  zwei  Theile,  die  sich  in  Bezug 
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auf  jeden  der  drei  Schnitte   auf   gegeuüberliegeudeu   Seiten    befinden, 
berühren  einander  in  einem  Punkte. 

Figur  7  stellt  die  flUchenliafte  Berührung  zweier  Theile  A  und  B 
in  dem  Körper  ö  dar.  Auf  Figur  15  sieht  man  die  linienhafte  Be- 
rührung zweier  Körper  A  und  B,  die  aus  einem  vermittelst  der  Schnitte 
ah  und  cd  ausgeschnitten  werden.     In  Figur  16   berühren  die   beiden 


^"^^3 


7ZÄZ:i\ 


Körper  A  und  B  einander  in  einem  Punkte,  indem  sie  aus  einem 
Körper  mit  Hülfe  der  drei  Schnitte  aJ>c,  dhe,  fhg  ausgeschnitten  sind. 
Jeder  Körper  befindet  sich  mit  dem  umgebenden  Räume  in  flächen- 
hafter  Berührung.  Als  den  Schnitt,  durch  den  er  abgesondert  ist,  kann 
man  sich  entweder  einen  einzigen  Schnitt  denken,  oder  zwei  Wende- 
schnitte oder  endlieh  drei  Hauptschnitte.  Demnach  berühren  zwei  [i2 
Theile  eines  Körpers  einander  entweder  fiachenhaft,  oder  linienhaft 
oder  in  einem  Funkte. 

8  l- 

Wenn  wir  blos  von  der  Berührung  zwischen  zwei  Körpern  reden 
und  infolgedessen  bei  jedem  von  beiden  die  Theile  nicht  in  Betracht 
ziehen,  die  den  andern  nicht  berühren,  so  erhalten  die  beiden  Körper 
den  Namen:  Fläche,  Linie  oder  Punkt,  je  nach  der  Art,  von  der 
die  Berührung  zwischen  ihnen  ist:  fiachenhaft,  linienhaft  oder  in  einem 
Punkte. 

Wenn  also  zwe    K  rper    1  u   1  .B  (F  g   17)   e  nander  fiachenhaft 
berühren,  indem   s  e   s    h     ut   den   be  le     '^e  ten  des  Sehn  ttes   b   be 
finden,  so  bekomme        e  fortan  de     Namen 
Fläche  S,  sobali  e    erh  bt     t  j  den  Tl  e  1 
der  B  nicht  1  eruhrt  z    Ah    zuzufügen  oder 
davon  wegzunehmen  un  1  1  e  i  je  leu  The  I  ' 
der  A  nicht  her  hrt    D  e  AI   onderung  solcher 
Theile  a  und  7   mu  s  m  t  H  Ite  von  Re  he 

schnitten  S'  und  S  geschehen,  die  S  entsprechen,  und  kann  tort- 
geaetzt  werden,  bis  wir  bei  beiden  Körpern  zur  Dünne  eines  Papier- 
blattes gelangen,  oder  so  weit,  wie  die  Vorstellung  noch  im  Stande  ist, 
der  Theilung  zu  folgen.  Gewöhnlich  stellt  man  sieh  die  Flachen  in 
dieser   Gestalt  vor,  nämlich   vermöge  zweier   ausserordentlich   dünner 
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Körper,  indem  man  seine  Aufmerksamkeit  von  den  Theilen  aii  diesen 
abwendet,  die  in  Betracht  zu  ziehen  überhaupt  nicht  iiothig  ist. 

Wenn  zwei  Körper  Ä  und  B  (Fig.  IS)  einander  hnienhaft  T^^O 
berühren,   indem   sie  Theile  eines   einzigen  dirstellen,  die  durch 

zwei  Schnitte  ah  und  ed  ausgeschnitten  sind, 
wenn  es  femer  gestattet  ist,  von  A  jeden 
Theil  a  wegzunehmen,  der  B  nicht  berührt, 
von  B  jeden  Theil  ß,  der  A  nicht  berührt, 
so  bekommen  die  beiden  Körper  unter  dieser 
Bedingung  fortan  den  Namen:  Linie.  Die  Ab- 
trennung der  Theile  a  und  ß  kann  bei  beiden 
Körpern  mit  Hülfe  von  Reihenschnitten  S 
"°  und  S'  vor  sich  gehen,  die  den  beiden  Schnitten 

ah  und  cd  entsprechen,  und  sie  bringt  die  Korper  bis  zur  Dünne  eines 
Haares  oder  des  Striches  ef  auf  dem  Papiere  odei  so  weit,  wie  man 
diese  Theilung  durch  die  Vorstellung  zu  begleiten  im  Stinde  ist  feo 
stellt  man  sich  die  Linien  gewöhnlich  vor,  nachdem  m'in  bei  ihnen 
vorher  das  unmerklich  gemacht  hat,  was  hier  die  Aufmerksamkeit 
nicht  auf  sich  ziehen  soll. 

Wenn  zwei  Körper  A  und  B  (Fig  l'')  emandti  in  einem  Punkte 
berühren  und   folglich   als  Theile   betrachtet  werden  konneu,   die  mit 
j.  Hülfe  von  diei  H luptschnitten  ahc,  dhe 

und  fhg  in  einem  einzigen  Korper  ius 
geschnitten  sind  so  nennt  man  4,  B 
in  dem  Falle  einen  Punkt  wenn  es  ^e 
stattet  ist,  von  4  jeden  Theil  r  ^  weg 
zunehmen  dei  B  nicht  btruhrt  und  von 
B  jeden  Theil  y  der  A  nicht  berührt 
Die  Abtrennung  solcher  Theile  geht  bei 
beiden  Körperu  durch  Vermittelung  von 
Schnitten  S,  S',  S"  vor  sich,  die  den  drei  Haupts chnitteu  abc,  die,  fhg 
als  Reiheuschnitte  entsprechen,  und  führt  den  Körper  schliesslich  auf 
die  Kleinheit  eines  SandkÖrnciiens  zurück  oder  auf  einen  Punkt  h,  {_4i 
wie  er  durch  die  Berührung  der  Feder  entsteht,  woher  eben  die  Be- 
nennung entlehnt  ist. 

Bei  jedem  Korper  erzeugt  dessen  Berührung  mit  dem  umgebenden 
Räume  eine  Fläche,  die  den  Körper  begränzt.  Der  Körper  selbst 
ist  die  innere,  der  umgebende  Raum  die  äussere  Seite  der  Fläche. 
Schnitte  in  dem  Körper  erzeugen  Flächen,  die  innere  genannt  werden 
und  die  sieh  eben  dadurch  von  der  äusseren  Flache  in  dem  Gebiete 
der  Berührung  mit  dem  umgebenden  Räume  unterscheiden. 
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Jede  Linie  gehört  einer  imzäLlbaren  Menge  von  Flüchen  an,  die 
durch  Wendeschnitte  (§  4)  erzeugt  sind.  Eben  das  meint  man,  wemi 
man  sagt,  dass  Flächen  einander  in  einer  Linie  schneiden,  die 
auf  jeder  von  ihnen  liegt  und  jede  in  zwei  Theile,  die  Seiten  der 
Linie,  zerlegt.  In  dem  Durchschnitte  der  äusseren  Fläche  eines  Kör- 
pers mit  einer  inneren  Fläche,  die  ausserhalb  des  Körpers  fortgesetzt 
ist,  entsteht  eine  Linie,  die  sich  schliesst  und  die  innere  Fläche 
begränzt,  oder  mit  andern  Worten:  sie  trennt  die  innere  Seite  der 
Linie  von  der  äusseren  unbegränzteu  in  dem   umgebenden  Räume. 

Bin  Punkt  gehört  allen  Linien  an,  in  denen  drei  Hauptachnitte 
sowie  die  ihnen  entsprechenden  Wendeschnitte  einander  durchschneiden. 
Jede  Linie  zerlegt  der  Punkt  in  zwei  Theile,  die  zwei  gegenüber-  [^5 
liegende  Seiten  des  Punktes  bestimmen.  Wenn  sich  die  Linie  schliesst, 
80  muss  man  aus  ihr  einen  Theil  herausnehmen,  um  die  beiden  ver- 
bundenen Seiten  nicht  mehr  zu  verwechseln. 

§  8,  [-241 

Die  Messung  von  Körpern  verlangt  deren  Zerlegung  in  gleiche 
Theile  (§  2).  Die  Zerlegung  kann  mit  Hülfe  von  Reihenschnitten  ge- 
schehen, die  drei  Haupts chnitten  entsprechen,  und  deshalb  besitzen  die 
Körper  drei  Ausdehnungen,  die  durch  die  drei  Schaaren  von  Reihen- 
schnitten bestimmt  sind. 

Dürfen  wir  annehmen,  dass  wir  auf  diese  Weise  im  Stande  sind, 
jeden  Körper  auszumessen,  wie  das  in  der  Folge  gezeigt  werden  wird, 
so  können  wir  zu  jedem  Schnitte  einen  Reihenschnitt  führen  und  so 
zwischen  beiden  einen  solchen  Theil  ausschneiden,  dessen  Grösse  im 
Vergleich  mit  der  Grösse  des  ganzen  Körpers  beliebig  verkleinert 
werden  kann.  Andrerseits  verändert  eine  derartige  Verkleinerung  der 
Grösse  des  Körpers  die  Fläche  nicht,  die  der  erste  Schnitt  erzeugt. 
Demnach  muss  in  dieser  Beziehung  die  Grösse  einer  Fläche  im  Ver- 
gleich mit  der  Grösse  eines  Körpers  für  Null  erachtet  werden. 


Die  Messung  einer  Fläche  erfordert  ähnlich  wie  die  Messung  von 
Körpern  die  Zerlegung  in  gleiche  Theile.  Eine  solche  Zerlegung  ist 
möglich,  wenn  wir  zu  dem  Schnitte,  der  die  Iläche  selbst  erzeugt,  [46 
noch  zwei  hinzufügen,  um  drei  Hauptschnitte  herzustellen,  und  sodann 
zu  jedem  der  beiden  hinzugekommenen  Reihens chnitte  führen.  Hier 
bestimmen  die  beiden  Schaaren  von  Reihenschnitten  zwei  Ausdehnungen, 
während  von  der  dritten  Schaar  nur  Theile  abgeschnitten  werden,  die 
der  Fläche  nicht  angehören  (§7), 
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Wenn  wir  amielimeii,  dass  eine  Oberfläche  auf  diese  Weise  immer 
ausgemessen  werden  kann,  ebenso  wie  überhaupt  jeder  Teil  von  ihr, 
der  zwischen  zwei,  ihre  eine  Ausdehnung  bestimmenden  Reihen  schnitten 
liegt,  so  können  wir  diesen  Theil  im  Vergleich  mit  der  Grösse  der 
ganzen  Fläche  beliebig  verkleinem.  Da  aber  ein  Theil  einer  Fläche 
die  eine  Seite  einer  Linie  bildet,  so  wird  in  dieser  Beziehung  die 
Grösse  einer  Linie  im  Vergleich  mit  einer  Fläche  null  sein.  Bei  der 
Messung  von  Flächen  kann  man  daher  die  Reihenschnitte  durch  ihnen 
entsprechende  Wendeschnitte  ersetzen;  das  aber  bedeutet,  dass  man 
nur  die  Linien  selbst,  die  auf  der  Fläche  gezogen  sind,  in  Betracht 
zu  ziehen  hat,  welchen  Schnitten  sie  auch  übrigens  angehören  mögen 
und  wie  auch  die  Schnitte  ausserhalb  der  Fläche  fortgesetzt  werden 
mögen. 

§  10. 

Die  Messung  von  Linien  erfordert  deren  Zerlegung  in  Theile,  die 
man  durch  eine  einzige  Schaar  von  solchen  Reihensehnitten  aus-  [47 
schneiden  kann,  die  dem  dritten  Hauptscbnitte  entsprechend  gelegt 
sind,  wobei  man  als  die  beiden  andern  eben  die  nimmt,  in  denen  sich 
die  Linie  befindet.  In  der  That  schneiden  die  den  beiden  letzteren 
entsprechenden  Reihenscbnitte  nur  Theile  ab,  die  nicht  zu  der  Linie 
gehören  (§  7). 

Setzen  wir  die  Möglichkeit  voraus,  die  Grösse  jeder  Linie  zu 
finden  und  ebenso  die  Grösse  jedes  Theilea  auf  ihr  zwischen  zwei 
Punkten,  lässt  man  ferner  zu,  dass  dieser  Theil  nach  Belieben  ver- 
kleinert werden  kann,  so  muss  man  den  Punkt  im  Vergleich  mit  der 
Grösse  der  Linie  als  Null  betrachten,  weil  alle  diese  Theile  dem  Punkte 
gar  nicht  angehören. 

I   11.  [342 

Die  Grösse  eines  Punktes  muss  man  in  jedem  Falle  im  Vergleiche 
mit  der  Grösse  von  Linien  für  Null  erachten,  weil  alle  Linien,  wie 
klein  sie  auch  sein  mögen,  verkleinert  werden  können,  ohne  dass  die 
Grösse  eines  Punktes,  der  diesen  Linien  angehört,  beeinflusst  wird  (§  7). 

Ueberhaupt  können  sowohl  die  Linien  als  die  Punkte,  wenn  sie 
unter  einander  durch  Schnitte  verbunden  sind,  denen  sie  angehören 
und  die  folglich  alle  paarweise  Wendeschnitte  sein  werden,  nicht  ver- 
grössert  werden,  ohne  dass  gleichzeitig  die  Schnitte,  wenn  einer 
durch  einen  andern  ersetzt  wird,  neue  Linien  und  Punkte  erzeugen.  [4S 
Werden  daher  zwei  Linien  auf  diese  Weise  vereinigt,  so  bleibt  ihre 
Grösse  stets  die  der  grösseren  unter  ihnen  oder  die  alte,  falls  beide 
gleich   sind;    die   Grösse  eines   Punktes  aber   wird   niemals   verändert. 
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Diese  Eigenschiift  der  Linien  und  der  Punkte,  durch  Verdoppelung 
nicht  vergrüasert  zu  werden,  ist  unter  den  geometrischen  Grössen  die- 
selbe, die  unter  den  Zahlen  den  Nullen  eigenthümhch  ist. 

§  12. 

Die  relative  Lage  zweier  Punkte  heisst  deren  Abstand  und  wird 
durch  die  Berührung  zweier  Körper  bestimmt,  bei  denen  alle  Ver- 
änderungen zulässig  sind,  die  die  Punkte  selbst  nicht  verändern,  so 
dass  der  Abstand  als  derselbe  gilt,  wenn  der  Unterschied  von  solchen 
Theilen  des  einen  Körpers  herrührt,  die  den 
andern  nicht  berühren,  oder  von  verschiedenen 
Wendeschnitten,  denen  die  Punkte  auf  gleiche 
Art  angehören. 

Der  Abstand  der  Punkte  A  und  B  (Fig.  20) 
wird  durch  die  Berührung  des  Körpers  LM 
mit  ACB  ebenso  bestimmt  wie  durch  die  Be- 
rührung des  Körpers  LM  mit  AI)\_E^B,  vreü 
hier  die  Verschiedenheit  bei   den  berührenden 

Körpern  entweder  durch  solche  Theile  des  einen  bestimmt  ist,  die  den 
andern  nicht  berühren,  oder  durch  solche  Theile,  deren  äussere  Flächen 
Wendeachuitte  darstellen,  denen  beide  Punkte  angehören. 


Kapitel  IL  ["3' 

Erklärung  der  Kngel,  der  Kngelfläclie,  des  Kreises,  der  Ebene 
und  der  geraden  Linie. 

§  13. 

Die  Kugei  ist  ein  Körper,  dessen  äussere  Fläche,  die  Kugel- 
fläche, so  beschaffen  ist,  dass  ihre  sämmtlichen  Punkte  gleiche  Ab- 
stände (§  12)  von  einem  Punkte  im  Innern  haben,  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel  oder  der  Kugelfläche.  Dieser  Abstand  vom  Mittelpunkte 
bis  zu  den  Punkten  der  Kugelfläche  heisst  Halbmesser  der  Kugel 
und  zugleich  auch  der  Kugelfläehe  selbst. 

Schon  mit  dem  ersten  Begriffe  von  Körpern  nehmen  wir  in  [4 
der  Geometrie  den  Mittelpunkt  im  Innern  der  Kugel  an,  indem  wir 
uns  um  jeden  Punkt  herum  die  Kugelfläche  als  eine  solche  Fläche 
vorstellen,  die  einen  Theil  des  Raumes  vollständig  begränzt  und  zwar 
überall  da,  wo  dieser  Theil  den  umgehenden  Baum  berührt  (§  2). 
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§  14. 

Kugelflächen  mit  gleichen  Halbmessern  sind  immer  kon- 
gruentj  weil  sie  mit  allen  ihren  Punkten  zu sammertf allen,  sobald  sie 
den  Mittelpunkt  gemein  haben  (§  2). 

Kugeln  mit  gleichen  Halbmessern  sind  ebenfalls  kon- 
gruent, da  die  eine  den  Ort  der  andern  ausfüllt  (§  2). 

Kongruente  Kugelflächen  um  denselben  Mittelpunkt  fallen  dem- 
gemäss  jederzeit  zusammen,  welchen  Punkt  der  einen  man  auch  auf 
einen  beliebigen  Punkt  der  andern  bringen  mag. 

Jeder  Theil  einer  Kugelfläche  fällt  mit  der  Kugelfläche  selbst  zu- 
sammen, wohin  man  ihn  auch  auf  dieser  legen  mag,  solange  beide  den 
Mittelpunkt  gemein  haben. 

§  15. 

Koncentrische  Kugelflächen,  das  heisst  Kugelflächen  um  den- 
selben Mittelpimkt,  aber  mit  verschiedenen  Halbmessern,  können  keine 
Punkte  gemein  haben  (§  13).  Die  zugehörigen  Kugeln  sind  daher  die 
eine  in  der  andern  enthalten. 

Koncentrische  Kugelflächen  stellen  vermöge  dieser  ihrer  Eigen- 
schaft Beihenschnitte  im  Räume  dar  (§  3)  und  dienen  daher  bei  [5 
Körpern,  Mächen  und  Linien  zur  Bestimmung  einer  Ausdehnung. 

Als  kleiner  gelten  solche  Halbmesser,  die  zu  konceu  tri  sehen  [244 
Kugeln  gehören,  die  im  Innern  andrer  enthalten  sind.  Dies  liefert  das 
erste  Mittel  zur  Vergleichung  verschiedener  Abstände  unter   einander. 

Demnach  wird  jeder  Körper  durch  koncentrische  Kugelflächen 
nothwendig  in  Theile  zerlegt. 

§  16. 
Es  kann  nur  einen  Mittelpunkt  im  Innern  der  Kugel  geben. 
Im  Innern  der  Kugelfläche  A  (Fig.  21)   nehmen  wir  zwei  Mittel- 
punkte a  und  b  an.     Um  den  einen,   zum  Beispiel  um  «,  denken  wir 
uns   eine   Kugelfläche  B  mit  dem  Halbmesser  ah. 
Auf  dieser   werden    alle   Punkte   ebenfalls   Mittel- 
punkte der  Kugelfläche  A  sein,  weil  jeder  Punkt  c 
auf  der  Kugelfläehe  U  durch  Bewegung  um  a  nach 
h  gelangt,  während  die  Kugelfläche  A,  da  sie  durch 
ihre  zugehörige  Kugel   mit  B  verbunden    ist,   hei 
ihrer    Umdrehung   nicht    aufhört,   mit   sich    selbst 
zusammenzufallen  (§  14)j  demnach  muss  der  Punkt 
c  sowohl  an  dem  Orte  b  als  an  seinem  früheren  Orte  diese  Eigenschaft 
besitzen.    Für  jeden  Punkt  d  auf  der  Kugelfläche  A  fallen  daher  seine 


dby  Google 


Kugel  fläche,    Mittelpunkt.    Ebene,    Pole.    Kreis.  95 

Abstände  von  l>  und  c  und  überhaupt  von  allen  Punkten  auf  der 
Kugelfläche  S  gleich  aus.  Das  aber  würde  bedeuten,  dass  man  als 
Mittelpunkt  der  Kugelfläche  B  einen  Punkt  d  ausserhalb  dieser  Kugel- 
fläche betrachten  könnte  (§  13). 

Benaerken  vrir  noch,  dass  die  zur  Kugelfläche  S  gehörige  Kugel  [''' 
durch  Kugelflächen  um  d  gar  nicht  in  Theile  zerlegt  werden  und  in- 
folgedessen auch  nicht  als  ein  Körper  gelton  könnte  (§  15). 

§  n. 

Eine  Kugel  wird  durch  die  zugehörige  Kugelfläche  nicht 
in  Theile  zerlegt. 

Sonst  befänden  sich  unter  den  Theilen  der  durch  ihre  Kugelfläche 
zerlegten  Kugel  solche,  innerhalb  deren  der  Mittelpunkt  nicht  enthalten 
wäre  (§  10)  und  die  infolgedessen  durch  zu  der  Kugel  koncentrische 
KugelflUchen  nicht  weiter  in  Theile  zerlegt  werden  könnten  (§  In). 

§  18. 

Ebene    nennt    man   die    Fläche,    auf  der    gleiche  J. 

Kugelflächen    um    zwei    feste   Mittelpunkte,    die  Pole,  /■ 

einander  schneiden.  /^\J-~^ 

Es  seien  A  und  B  (Fig.  22)  die  Pole,  um  die  Kugel-     ä(f(^       V 
flächen  mit  demselben  Halbmesser  ^6'=  .PC  beschrieben       ^-._» 
sind.    Die  gemeinsamen  Punkte  G,  D,  E  gehören  einem 
Kreise    an    und    ebenso    auch   der   ganzen  Ebene   mit  -^ 

allen  den  andern  Punkten  /'',  G,  H,  die   Kugelflächen  '"' 

um  dieselben  Pole  Ä  und  B  mit  irgend  welchen  Halbmessern  ÄG  =  BG 
gemeinsam  sind. 

Theile  eines  Kreises,  zum  Beispiel  CD  und  FG  heiasen  Kreis- 
bögen. 

§  1!>.  [7 

Die  Ebene  setzt  sich  bis  ins  Unendliche  fort  und  theilt 
so  den  Raum  in  zwei  Theile,  die  ihre  beiden  Seiten  bilden  und 
von  denen  jeder  seinen  Pol  enthält. 

Es  seien  A  und  B  die  Pole,  Von  jedem  dritten  Punkte  C  [246 
im  Räume  können  wir  behaupten,  dass  er  entweder  der  Ebene  selbst 
oder  der  einen  oder  der  andern  ihrer  Seiten  angehört. 

Wenn  die  Kugelfläehen,  die  mit  dem  Abstände  AC  der  beiden 
Punkte  A  und  C  um  die  Mittelpunkte  A  und  B  beschrieben  sind, 
einander  nicht  schneiden,  so  liegt  C  ausserhalb  der  Ebene  auf  der 
Seite  des  Poles  A.  Wenn  die  Kugelflächen,  die  mit  dem  Abstände 
AD  irgend   eines  Punktes  I)  von  Ä  um  A   und  B  beschrieben  sind, 
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beide  durch  D  gehen,  so  liegt  der  Punkt  D  auf  der  Ebene  selbst. 
Wenn  endlich  der  Abstand  AE  eines  Punktes  E  im  Kaume  als  Halb- 
messer genommen  um  A  und  B  zwei  Kugelilächen  beschreibt,  die  in 
einander  bineintreten,  so  wird  E  auf  der  Seite  des  Poles  B  sein. 

Der  erste   Fall,  der  des   Punktes  C,  gehört  zu    einem   Abstände 
äC-cBC-^  der  zweite,  der  des  Punktes  D,  tritt  ein,  wenn  AI>  =  BT), 
der  dritte   mit  E,  wenn  AE>  BE  (§  15).     Im   ersten   Falle   ergiebt 
die  Kugelfläche   um    B   mit    dem  Halbmesser   BO  uothwendig   einen 
gemeinsamen  Punkt  mit  der  Kugelfläche  um  A,  die  den 
■^"  Halbmesser  AC  hat,    folglich    schneidet   sie   auch   die 

Kugelfläche  um  Ä  mit  dem  gleichen  Halbmesser  BC. 
Der  zweite  Fall  bedarf  keiner  Erläuterung.  In  dem 
Falle  des  Punktes  E  schneidet  die  Kugelfläche  um  A 
mit  dem  Halbmesser  BE  die  Kugelfläche  um  B  mit  [8 
dem  Halbmesser  BE  überhaupt  nicht. 
p. '  gg  Da   auf  diese  Weise  jeder  Punkt  im   Räume   ent- 

weder der  Ebene  angehören  oder  sich  auf  deren  eiuer 
oder  anderer  Seite  befinden  rauss,  so  kann  die  Ebene  selbst  bis  ins 
Unendliche  fortgesetzt  werden,  indem  sie  den  Raum  in  zwei  Theile 
zerlegt. 

§  20. 
Die  Ebene   deckt  sich   selbst,    sowohl    mit   ihrer   andern 
Seite  als  auch  bei  Drehung  um  die  Pole. 

Wenn  die  Pole  A  und  B  (Fig.  23)  die  PUltze  wechseln,  so  gehen 
die  Kugelflächen  um  sie  von  der  einen  Seite  der 
Ebene  auf  die  andre  über  und  jede  deckt  eine 
ihr  gleiche;  folglich  fällt  die  Ebene  in  dieser 
neuen  Lage  mit  der  Ebene  in  der  frühern  Lage 
zusammen. 

Jeder  Punkt  C  kann  in  einen  andern  Punkt 
B  auf  dem  erzeugenden  Kreise  übergeführt  wer- 
■  ^  den,  solange  der  Mittelpunkt  A  seinen  Ort  bei- 

*  behält.     Mit  dieser  Üeberführung  ist  eine  Ver- 

setzung der  Punkte  auf  allen  Kugelflächen  um  A  verbunden,  aber  die 
Kugelflächen  selbst  fallen  in  ihrer  früheren  imd  ihrer  neuen  Lage 
zusammen;  folglich  gilt  von  der  Ebene  dasselbe. 


§  21.  [9 

Durch    zwei    Punkte    im    Räume    kann    man    eine    Ebene 
legen. 
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Die  beiden  Punkte  A  und  B  (Fig.  24),  durch  (He  eine  Ebene 
gelegt  werden  soll,  nehmen  wir  zuerst  als  Pole  einer  Ebene,  in  der 
CED  einer  der  erzeugenden  Kreise  sei.  Auf  diesem  [24C 
befinden  sieh  je  zwei  Punkte  0  und  D  in  gleichen  Ab- 
ständen von  A  und  B;  wenn  wir  daher  die  Punkte  C 
und  D  zu  Polen  wühlen,  so  wird  die  neue  Ebene  nun- 
mehr durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  A  und  li 
gehen.  ^ 

§  22. 

Als  Ursprung  der  erzeugenden  Krei.se  werden  wir  einen 
Punkt  bezeichnen,  der  auf  der  Ebene  einzig  in  seiner  Art  ist 
und  der  von  allen  Punkten  eines  jeden  Kreises  gleiche  Ab- 
stände bat.  Dieser  Punkt  heisst  Mittelpunkt  eines  jedes  der  Kreise; 
die  Abstände  der  Punkte  eines  Kreises  vom  Mittelpunkte  siad  die 
Halbmesser  des  Kreises. 

Wenn  die  Pole  A  und  A'  (Eig.  25)  die  Plätze  wechseln,  während 
indessen  der  Punkt  B  auf  dem  erzeugenden  Kreise  BCB'C  den  seinen 
beibehält,   so   wird  sich  auf  eben  diesem  Kreise   ein  ^ 

andrer  Punkt  B'  befinden,  der  ebenso  wie  B  auf  dem 
früheren  Platze  bleibt.    Derartige  Punkte,  wie  hier  B      ,^^C~r>^s^ff' 
und  B',  werden  wir  einander  auf  dem  Kreise  gegen-    c{     J^--^^' 
iiberliegend  nennen.  i'^y^J^rr 

Um  für  B  den  gegenüberliegenden  Punkt  B'  zu 
finden,  braucht  man  nur  von  B  aus  nach  beiden  Seiten 
bin  gleiche  Bogen  BC  und  BF  anzunehmen  und 
sodann,  indem  man  deren  Endpunkte  C  und  F  als  Pole  benutzt,  eine 
Ebene  zu  konstruiren,  die  durch  A  und  A'  geht  (§  21)  und  daher  [lO 
BCB'C  in  dem  Punkte  B'  schneidet,  weil  bei  Vertauschung  von  A 
und  Ä'  auch  C  und  F  die  Plätze  wechseln,  während  dagegen  die  Ebene 
und  der  Kreis  mit  sieh  selbst  zusammenfallen  und  deshalb  B'  als  ge- 
meinsamen Punkt  behalten  (§  20).  Wenn  nunmehr  die  Punkte  B 
und  B'  als  Pole  dienen,  so  wird  die  neue  Ebene,  die  durch  A  und  A' 
geht,  den  Kreis  BCB'C  in  gegenüberliegenden  Punkten  E  und  E' 
schneiden.  Mit  der  Ebene  des  Kreises  zusammen  zerlegt  sie  den  Raum 
in  vier  Theile,  die  einander  ersetzen,  wenn  man  sie  um  E  und  E' 
herum  dreht,  so  dass,  wenn  A  in  A'  sein  wird,  umgekehrt  A'  in  A 
sein  wird,  während  die  gemeinsamen  Punkte  der  beiden  Ebenen  auf 
ihren  Plätzen  bleiben.  Das  bedeutet,  dass  je  zwei  Theüe  Übers  Kreuz 
einander  in  einer  Linie  EDE'  berühren  (§  4  und  7),  die  man  einen 
Durchmesser  des  Kreises  BCB'C  nennt.  Indem  wir  alle  Kugel- 
flächen  um  ihre  Mittelpunkte  A  und  A'  drehen,    ohne   übrigens   die 

LabsttBhefililj,  goometr.  Abbaudlungui.  T        [».XI,  ISST,] 
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Verbiadung  zwischen  ihnen  bei  ihrem  Durchschnitte  zu  verletzen, 
geben  wir  dem  Durchmesser  EDE'  die  neue  Lage  CDC\  so  dass 
die  früheren  Punkte  E,  E',  B,  B'  nunmehr  in  C,  C,  F,  F"  sein  werden, 
während  sich  ein  Punkt  D  finden  wird,  der  seinen  Ort  nicht  verändert. 
Nähme  man  nun  E  und  B'  zu  Poleu,  so  ginge  die  zugehörige  Ebene 
nicht  nur  durch  Ä  und  Ä',  sondern  auch  durch  B  und  £'.  In  ähn- 
licher Weise  ginge,  wenn  C  und  C  die  Pole  wären,  die  Ebene  durch 
A  und  Ä'  und  durch  G  und  G'  auf  dem  Kreise. 

Nach  dieser  Bemerkung   ist  nicht  schwer   einzusehen,   dass  alle 
Bogen  CE,  C'E',  BG,  B'G'   einander  gleich  sind   und  dass  folglich, 
_j  wenn  die  Ebene  des  Kreises  auf  die  andre  Seite  ge- 

wendet und  die  Linie  EE'  auf  OC  gelegt  wird,  {Jl 
CC  auf  EE'  liegen  muss,  mag  nun  E  in  C  oder  in 
C"  sein.     Hieraus  schliessen  wir,  dass 

CD  =  ED=C'D  =  E'D 

ist.     Da  der   Linie  EDE'   eine  beliebige   neue  Lage 

■■^  CDC  gegeben  worden  ist,   so   muss  D  in  der  Mitte 

des  Durchmessers  EE'  ein  einziger  Punkt  sein,  [247 

von  dem  aus  die  Abstände  nach  allen  Punkten  des  Kreises  gleich  sind. 

Uebrigens  können  wir  unschwer  einsehen,  dass  zwei  Durchmesser 

einander  nur  in  einem  Punkte  sehneiden,  wenn  wir  zu  diesem  Zwecke 

bemerken,   dass  hier  drei  Ebenen  den  Kaum  in   acht  Tbeile  zerlegen, 

von  denen  je  zwei,  die  übers  Kreuz  liegen  und  die  in  Bezug  auf  jede 

der  drei  Ebenen   auf  gegenüberliegenden  Seiten   angenommen   werden 

80  beschaffen  sind,   dass   einer  den  Platz   des  andern   einnimmt,   ohne 

dass    sie   ihre    Verbindung   verlieren;    folglich    stellen   sie    durch    ihre 

Berührung  einen  einzigen  Punkt  dar  (§  5  und  7). 

Der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  den  Punkten  des  Kreises 
heisst  Halbmesser;  dieser  beträgt  daher  die  Hälfte  des  Durch- 
messers. 

Ein  Durchmesser  zerlegt  den  Kreis  in  zwei  kongruente  Theile. 
Die  Kreise   besitzen  auf  der   Ebene  dieselben  Eigenschaften  wie 
die  Kugeln  im  Räume.    Zum  Beispiel  macht  Gleichheit  der  Halbmesser 
Kreise  kongruent;  Kreisbögen  fallen  [mit  dem  Kreise]  zusammen,  wenn 
sie  den  Mittelpunkt  gemein  haben. 

§  24.  [12 

Ein   Kreis    kann   auf   der   Ebene    nur    einen  Mittelpunkt 

haben. 

Ausserhalb  des  Kreises  oder  auf  diesem  seibat  ist  es  unmöglich 

einen  Mittelpunkt  zuzulassen,  dessen  Abstände  von  allen  Punkten  des 
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gkich  wären;  sonst  könnte  keine  um  diesen  Mittelpunkt  be- 
schriebene Kugelfläehe  die  Kugel  in  Theile  zerlegen,  die  den  Ursprung 
der  Kreise  auf  der  Ebene  zum  Mittelpunkte  hat  und  deren  Oberfläche 
die  Ebene  in  dem  gegebenen  Kreise  schneidet  (§  15).  Wenn  wir  nun 
ausser  dem  Ursprünge  A  der  Kreise  einen  andern  Mittelpunkt  B  im 
Innern  des  Kreises  zulassen  (Fig.  26),  so  wird  die 
Kugelfläehe  um  Ä  mit  dem  Halbmesser  AB  die  b  / 
Ebene  in  einem  Kreise  BC  schneiden  {§  23),  und 
der  Punkt  B  kann  dabei  auf  der  Kugelfläehe  mit 
dem  Halbmesser  AB  überall  hin  gebracht  werden, 
ebenso  wie  ein  Punkt  Ji  auf  dem  erzeugenden 
Kreise  I>E  seinen  Platz  mit  jedem  andern  vertauscht,  der  auf  der 
Kugelfläehe  mit  dem  Halbmesser  AT)  um  den  Ursprung  A  liegt. 
Demnach  wären  die  beiden  Mittelpunkte  A  und  B  zugleich  zwei 
Mittelpunkte  eben  der  Kugelfläche,  die  die  Ebene  in  dem  darauf  ge- 
gegebenen Kreise  schneidet,  während  das  als  unmöglich  erwiesen 
worden  ist  (§  16). 

§  25. 

Gerade  heisst  die  Linie,  die  zwischen  zwei  Punkten  sich  selbst 
in  allen  Lagen  deckt.  Diese  Eigenschaft  kommt  dem  Durchmesser 
des  Kreises  zu. 

Es  sei  ACÄ  (Fig.  27)  ein  Durchmesser  des  Kreises  ABA'B'; 
C  sei  der  Mittelpunkt  und  folglieh  der  Ursprung  von  Kreisen  der 
Ebene,  die  durch  C  geht  und  auf  der  der  Kreis  [IS 
ABA'B'  liegt  (§  22  und  24).  Um  C  denken  wir 
uns  eine  Kugelfläche  mit  demselben  Halbmesser 
AC,  wie  ihn  der  Kreis  besitzt.  Eine  neue  Ebene 
mit  ihren  Polen  A  und  A'  wird  die  Kugelfläche  in 
einem  Kreise  BBB'D'  sehneiden,  so  dass  nunmehr 
beide  Kreise  die  Punkte  B  und  B',  die  auf  jedem 
einander  gegenüberliegen  (§  22),  gemein  haben  und 
überdies  auch  den  Durchmesser  BGB'. 

Solche  Punkte  wie  A  und  A',  B  und  B',  die  einander  auf  [248 
einem  grÖssten  Kreise  gegenüberliegen,  heissen  gegenüberliegende 
Pole  der  Kugelfläche,  auf  der  der  Kreis  liegt.  Daher  kann  jeder 
Punkt  auf  der  Kugelfläehe  als  ein  Pol  betrachtet  werden,  dem  ein 
andrer  gegenüberliegender  entspricht.  Die  Punkte  A  und  A'  heissen 
auch  gegenüberliegende  Pole  des  grÖssten  Kreises  BBBD',  dessen 
Ebene  entsteht,  indem  gleiche  Kugelflächen  um  A  und  A  einander 
durchsehneiden,  und  der  ausserdem  mit  A  und  A^  auf  derselben  Kugel- 
fläche liegt. 
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Die  Punkte  B  und  B'  sind  folglich  Pole  für  den  Kreis  ÄDA'D', 
der  durch  A  und  A'  geht,  indem  er  deu  Kreis  JiBB'B'  in  den  Polen 
1)  und  B'  des  Kreises  ÄBA'B'  schneidet. 

Hier  steilen  die  Ebenen  der  drei  Kreise  drei  Hauptschnitte  dar 
(§  5),  denn  sie  zerlegen  die  zu  ihrer  Kugelfläche  gehörige  Kugel  in 
acht  Theile,  von  denen  je  zwei  übers  Kreuz  gegenüberliegende  einander 
in  dem  gemeinsamen  Punkte  C  berühren.  Dreht  man  den  Kreis  [H 
ABA'B'  um  seinen  Durchmesser  AA',  so  bewegen  sich  die  Punkte 
B  und  B'  auf  dem  Kreise  BBB'D'  derart,  dass 
wenn  sich  AB  in  dem  Theile  ABB  der  Kugel- 
fläche befindet,  zum  Beispiel  wenn  B  nach  B  ge- 
,  langt,  gleichzeitig  der  Bogen  AB'  in  dem  andern 
Theile  AB'B'  ist  und  der  Punkt  B'  irgendwo 
in  B'.  In  keiner  dieser  neuen  Lagen  des  Kreises 
kann  man  bei  den  Punkten  auf  dem  Halbmesser  A  0 
y.    ,,  eine   Abweichung   zulassen,    weil    der   Halbmesser 

sich  selbst  decken  muss,  sobald  bei  der  Fortsetzung 
der  Drehung  schliesslich  B  und  B'  die  Plätze  wechseln,  während 
dagegen  Punkte,  die  nach  der  einen  Seite  abwichen,  nothwendig  in 
einen  andern  Theil  der  Kugel  gelangten. 

Ferner  deckt  die  Gerade  AA'  auch  dann  in  allen  Lagen  sich 
selbst,  wenn  ihre  Enden  Ä  und  A'  die  Plätze  gewechselt  haben,  weil 
bei  diesem  Wechsel  zuvor  alle  Kreise  mit  sich  zur  Deckung  gebracht 
werden  können  und  ebenso  die  Linien,  in  denen  die  Ebenen  einander 
schneiden. 

Bemerken  wir  noch,  dass  hier  in  dem  Schnitte  der  drei  Ebenen 
gerade  Linien  entstehen,  wie  AA'  so  auch  BB'  und  DB',  die  Durch- 
messer sind  und  daher  die  Kreise  in  zwei  kongruente  Hälften  zerlegen. 
Die  Gerade  setzt  sich  zugleich  mit  den  Ebenen,  in  deren  Schnitte 
sie  liegt,  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche  fort,  indem  sie  auf  diese 
Weise  jede  Ebene  in  zwei  Theile  zerlegt.  Wenn  sie  sich  innerhalb  [15 
eines  Körpers  befindet,  der  auf  allen  Seiten  durch  eine  Fläche  begränzt 
ist,  oder  innerhalb  einer  Ebene,  die  von  einer  geschlossenen  Linie  um- 
geben ist,  so  schneidet  sie  die  äussere  Fläche  oder  Linie  mindestens 
in  zwei  Punkten,  indem  sie  in  das  Innere  hinein  und  dann  wieder 
heraus  tritt. 

§  26. 
Auf  einer  Geraden,  die  zwei  Pole  verbindet,  kann  man  in 
gleichen    Abständen    von    dem   Ursprünge    der    Kreise    zwei 
Punkte  als  neue  Pole  derselben  Ebene  annehmen. 

Wir  wählen  die  beiden  Punkte  A  und  A'  (Fig.  28)  zu  l'olen   [-.'49 
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[16 


und  neliraeii  an,  dass  auf  der  Ebene  B  der  Ursprung  ist  und  CDC'D' 

einer   der   Kreise    mit    den    gegenüberliegenden    Punkten    C   und    C, 

D  und  D'  (§  22),  um  die  herum   gleiche  Kugelflächen  je  eine  Ebene 

liefern   mit  der  geraden  Linie    ABA'   als    Durchschnitt   (§  25).     Die 

Gerade   AA'   setzt    sich   bei   Erwtittruntf   dei    Ebenen 

unhegräözt  fort,  so  dass  auf  ihr  zwei  I  unkte  D  und  A 

in  beliebigen  jedoch  gleichen  Abstinden  BE  und  Bl" 

vom    Ursprünge    angenommen    w  erden    konneu,    i  iher 

oder  entfernter  als   die  Punkte  A  und    4.    von  B  ab 

stehen.     Dreht  man  die  eine  der  beiden  Ebenen 

Beispiel  £  C£' C,  um  die  ihnen  gemeiiihanie  Linie  i£ 

so  durchläuft  der  Punkt  (    dtn  ganzen  Kieis  CDCJ) 

die  Punkte  dieses  Kreises  hehnden  sich  folglich   illt  m 

gleichen  Abstünden  von  JJ  und  ebeni=o   aucii   von  E 

weil   bei  der  Umwendung   dfi   Ebene    lui    die  anJeie 

Seite  der  Pol  A  auf  A'  fallt  und  zugleich  L  auf  JJ      Kugelflächen 

um  £  und  E'  mit  dem  Halbmesser  hC  müssen   folglich  einander  in 

dem  Kreise  CDC'D'  schneiden.    Dasselbe  muss  von  jedem  erzeugenden 

Kreis    gesagt   werden;    diese   entstehen  somit   alle,   zugleich    mit    der 

Ebene,  als  Schnitte  gleicher  Kugelflächen  um  E  und  E'. 

§  27. 

Gerade  Linien  fallen  zusammen,  sobald  sie  durch  zwei 
Punkte  gehen. 

Bis  jetzt  war  auf  den  Geraden  noch  der  Punkt  ausgezeichnet,  der 
in  der  Ebene  als  Ursprung  der  Kreise  dient.  Wir  werden  beweisen, 
daas  diese  Auszeichnung  jetzt  nicht  mehr  nöthig  ist. 

Um  einen  beliebigen  Punkt  C  (Fig.  29)  auf  einer  Geraden  denken 
wir  uns  eine  Kugelfläche  mit  irgend  einem  willkürlichen  Halbmesser 
CB.     Die    Gerade,    die    sich    von    dem   Mittel-  ^ 

punkte  C  aus  nach  beiden  Seiten  fortsetzt,  muss 
die  Kugelflüehe  wenigstens  in  zwei  Punkten  B 
und  B'  schneiden  {§  25);  indem  wir  diese  zu  . 
Polen  nehmen,  konstruiren  wir  eine  Ebene  und 
als  Durchschnitt  mit  dieser  auf  der  Kugelfläche 
den  Kreis  DED'E',  auf  dem  D  und  D',  E  und  E'  ^.    ^/' 

gegenüberliegende  Punkte  seien.    Endlich  werden 

die  beiden  Eheneu,  denen  D  und  D',  E  und  E'  als  Pole  dienen,  als 
Durchschnitt  eine  Gerade  liefern,  die  ebenso  wie  die  frühere  durch 
die  drei  Punkte  B,  C,  B'  gezogen  ist. 

Nunmehr   sei    auf   der  Kugelfläche  BDB  D'  ein  grösster  Kreis 
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dessen    Durchmesser   die    eben    gezogene   Gerade   sein   wird.     Wollten 

wir  alsdann  annehmen,  dass  zwisehen  B  und  C  oder  überhaupt  zwischen 

j  irgend    welchen    Punkten   auf   dem   Halbmesser 

BC,  ein  Theil  der  ersten  Geraden  von  diesem  [17 

abwiche,  indem  er  aus   der  Ebene  des   Kreises 

oder    auf    dieser    Ebene   nacb    der    einen    Seite 

herausträte,  so  würde  ein  solcher  Theil  der  ersten 

Geraden  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle 

bei  der  Umwendung  des   Kreises  BDB'D'  um 

seinen    Durchmesser  BB'   von    der   einen   Seite 

der  Ebene   auf  die    andre  übergehen,    oder   von   der  einen   Seite   des 

Durchmessers    BB'    auf   die    gegenüberliegende,    während    doch    diese 

(Jerade  in  allen  ihren  Theüen  sich  selbst  decken  muss  (§  25). 

Wenn  durch  die   beiden  Punkte  Ä  und  B  (Fig.  30)   eine  Gerade 
geht,  so  können  wir,  nachdem  wir  sie  nach  der  einen  Seite,  zum  Beispiel 
über  den  Punkt  B   hinaus,  verlängert  haben,  die  Verüingerung   [350 
BÄ' =  BÄ   machen,    sodann   die  Endpunkte 
"~"         "  '       A  und  A'  zu  Polen  einer  Ebene  nehmen,  auf 

^'«  ^"^  der  folglich  B  der  Ursprung  der  Kreise  sein 

wird.  Die  Gdrade  AA',  sowie  überhaupt  alle  andern,  zwischen  den 
Punkten  Ä  und  B  gezogenen,  müssen  demnach  dieselben  sein  wie  die, 
die  als  Schnitte  solcher  Ebenen  entstehen,  deren  Pole  in  gegenüber- 
liegenden Punkten  eines  erzeugenden  Kreises  der  ersten  Ebene  gelegen 
sind.  Aber  alle  diese  Geraden  fallen  zusammen,  wie  wir  schon  vorhin 
gesehen  haben. 

Demnach  fallen  zwei  gerade  Linien  entweder  zusammen 
oder  sie  schneiden  einander  nur  in  einem  Punkte. 

Die  Geraden  dienen  zur  Messung  der  Abstünde  und  überhaupt 
aller  andern  Linien,  wie  wir  später  sehen  werden. 

Die  Gerade  kann  ins  Unendliche  verlängert  werden,  indem 
man  sie  mit  einem  Theile  auf  sich  selbst  legt,  während  [IS 
man  sie  mit  dem  übrigen  weiter  rückt. 


Jeder  Punkt  ausserhalb  einer  Ebene  kann  als  Pol  ange- 
nommen werden,  und  es  entspricht  ihm  auf  der  gegenüber- 
liegenden Seite  ein  andrer. 

Es  seien  Ä  und  A'  (Fig.  31)  Pole,  B  der  Ursprung  der  Kreise 
auf  der  zugehörigen  Ebene,  CJ)C'[D']  einer  der  Kreise  darauf,  also 
der  Durchschnitt  gleicher  Kugeiflachen  um  A  und  A'.  Wir  nehmen 
irgendwo  ausserhalb   der  Ebene   einen  Punkt  E  an:  jede   Kugelfläche 
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um  diesen  herum  muas  den  Kreis  DCD'C  in  zwei  Punkten  C  und  C 
aehneideo,  sobald  sie  in  das   Innere  des  Kreises  biueiiitritt.     Versetzt 
man  jeden  der  Pole  A  und  Ä  an  die  Stelle  des  andern  und  zwar  so, 
dass  der  Punkt  C  auf  C  fällt,  folglich  auch  um- 
gekehrt C  auf  C,  so  wird  der  Punkt  E  irgendwo 
in  E'  sein,  woraus  die  einander  gleichen  Abstände: 
EC'=EC'^E'C  =  E'0'  hervorgehen,  während 
der   Durchmesser  DSD'   des   Kreises   seinen   Ort 
nicht  verändert.    Denken  wir  uns  nunmehr  um  B   ! 
eine  Kugel  fläche  mit  dem  Halbmesser  BD  =  BD', 
auf   der   der    Einfachheit   halber   A    und   A'   die 
Pole  des  Kreises  DCD'C  sein  mögen  (§  26),  so 
müssen,   wenn    diese  Kugeliiäche   zusammen    mit 
den  Kugelflächen  um  E  und  E'  um   den   Durch-  ^j^  ^, 

messer  DBD'  gedreht  wird,  die  Punkte,  die  die 

erste  mit  den  letzteren  gemein  hat,  auf  den  Schnittlinien  hinlaufen, 
von  denen  immer  die  eine  die  andre  ersetzt.  Nach  einer  halben 
Wendung  der  Kugelfläcfaen  wird  jeder  Punkt  F  der  einen  Kreis- 
liälfte  DCFD'  einen  entsprechenden  Ort  F'  auf  der  andern  Kreishälfte 
DC'F'D'  einnehmen,  ähnlich  wie  die  früheren  Punkte  C  und  C,  \19 
mit  Ausnahme  der  äussersten  Punkte  D  und  D'  auf  dem  Durehmesser, 
die  ihre  Oerter  nicht  verändern.  Hieraus  muss  man  schlieseen,  dass 
alle  Punkte  C,  F,  C,  F'  des  Kreises  und  ebenso  auch  die  Endpunkte 
D  und  7)',seiijes  Durehmessers,  den  Durchschnitten  gleicher  Kugel- 
flächen um  die  Punkte  E  und  E'  angehören,  die  folglich  als  Pole  der 
alten  Ebene  des  Kreises  DCD'C  angesehen  werden  können. 


§  29.  [251 

Auf  einer  Ebene  kann  man  jeden  Punkt  zum  Ursprünge 
von  Kreisen  nehmen. 

Einen  willkürlich  angenommenen  Punkt  A  (Fig.  32)  auf  der  Ebene 
verbinden    wir   mit  dem   Ursprünge   B  ihrer  g 

Kreise  durch  die  Gerade  AB.  Mit  dem  eben- 
falls willkürliehen  Halbmesser  AC  =  AC 
denken  wir  uns  um  A  eine  Kugelfiäche  L,  die 
die  Gerade  BAC  in  den  Punkten  C  und  C 
treffen  möge.  Gleiche  Kugelflächen  um  C 
und  C  erzeugen,  indem  sie  einander  sehnei- 
den, eine  Ebene,  die  die  erste  Kugelfläche,  '''^  ^^' 
deren  Mittelpunkt  A  war,  in  einem  Kreise  DED'E'  theilt,  wobei  die 
mit  der   gegebenen  Ebene   gemeinsamen  Punkte  E  und  E'  auf   dem 
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Kreise  einander  gegenüberliegen  werden,  weil  eine  halbe  Wendung  der 
Kugelfläche    um    die    Linie  HC   bewirkt,    dass  JE  und  E'   die   Plätze 
g  wechseln.     Von   den  Punkten  E  und  E'  aus 

werden  Kugelflächen  mit  gleichen  Halbmessern 
noch  eine  Ebene  erzeugen,  die  die  Kugelfläche 
L  in  dem  Kreise  DCD'C  schneiden  wird, 
den  Kreis  DED'E'  aber  in  den  gegenüber- 
liegenden Punkten  D  und  D',  wovon  wir  uns 
überzeugen  können,  indem  wir  die  Kugelfläche 
L  solange  drehen,  bis  die  gegebene  Ebene 
sich  selbst  auf  der  andern  Seite  deckt.  Demnach  werden  D  und  D'  [20 
Pole  der  gegebeneu  Ebene  sein  (§  28),  während  die  Ebenen  der  Kreise 
DCD'C  und  DED'E'  einauder  in  der  Geraden  DAD'  schneiden, 
die  von  D  nach  D'  durch  den  Punkt  A  gezogen  ist;  dieser  muss 
folglich  auf  der  gegebenen  Ebene  der  Ursprung  von  Kreisen  sein. 


§  30. 
er  Kugelfläche 


mit  einer   Ebene   ergiebt 


Der  Sehn 
einen  Kreis. 

Wenn  die  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kngelfläche  geht,  so 
kann  man  diesen  Mittelpunkt  zum  Ursprung  erzeugender  Kreise  auf 
der  Ebene  nehmen  {§  29),  und  folglich  wird  der  Schnitt  der  Kugel- 
fläche und  der  Ebene  einer  von  diesen  Kreisen  sein  (§  23). 

Wenn  die  Ebene  nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche 
geht,  so  können  wir  diesen  Mittelpunkt  als  einen  Pol  der  Ebene  selbst 
ansehen,  indem  wir  uns  gleichzeitig  den  andern  auf  der  gegenüber- 
liegenden Seite  vorstellen  (§  28).  Dann  wird  der  Schnitt  der  gegebenen 
Kugelfläche  und  einer  gleichen  um  den  andern  Pol  eine  Linie  sein, 
die  sowohl  den  beiden  Kugelflächen  als  auch  jeder  der  beiden  Kugel- 
flächen und  der  Ebene  gemeinsam  ist,  folglich  wird  er  ein  Kreis 
sein  (§  18). 

Den  Durchmesser  dieses  Kreises  finden  wir,  wenn  wir  (Fig.  33) 
auf  einer  Ebene,  die  durch  die  Pole  G  und  D  der  gegebenen  Ebene  ge- 
legt ist,  die  beiden  Punkte  A  und  D  des  Kreises  aufsuchen  und  diese 
jj  durch   die  Gerade  AB  verbinden  (§  25).   [2i 

Der  Durchmesser  AB  sowohl  als  der  Kreis 
selbst  werden  daher  dieselben  bleiben,  wenn 
wir  zum  Mittelpunkte  der  Kugelfläehe  an 
Steile  von  C  irgend  einen  Punkt  E  auf  der 
Linie  CD  oder  auf  der  Verlängerung  dieser 
Geraden  nehmen  und  wenn  als  Halbmesser 
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der  Kugelfliicbe  der  Abstand  AE  =  BE  des  Punktes  E  von  den  End- 
punkten A  und  jP  der  Linie  AB  benutzt  wird. 

§  31. 

Wenn  zwei  Ebenen  einander  scbneiden,  so  eiitstebt  eine 
gerade  Linie. 

Wenn  die  Ebenen  AB  und  Gl)  (Fig.  34)  einander  schneiden  und 
es  wird  um  irgend  einen  gemeinsamen 
Punkt  E  beider  Ebenen  mit  einem  bebe- 
bigen  Halbmesser  EF^EF"  eine  Kugel- 
fläche beschrieben,  so  schneidet  diese  auf 
jeder  Ebene  einen  Kreis  aus,  dessen  Mittel- 
pimkt  E  ist  (§  30).  Der  Schnitt  dieser  [252 
beiden  Kreise  muss  eine  gerade  Linie  liefern 
(§  25).     Indem   wir    den    Halbmesser  EF     '  pig  si. 

vergrössern,    können    wir    diesen    Schluas 
auf  alle    Schnittpunkte    der    beiden   Ebenen    ausdebneu. 

§  32. 

Eine  Gerade  liegt  ganz  in  einer  Ebene,  sobald  sie  durch 
zwei  Punkte  auf  dieser  hindurchgeht. 

Beschreiben  wir  um  die  beiden  Punkte  A  und  B  auf  der  Ebene 
CD  {Fig.  35)  gleiche  Kugelfliichen,  so  sehneiden 
diese  einander  in  einem  Kreise,  der  in  zwei  auf 
ihm  gegenüberliegenden  Punkten  E  und  E'  durch 
die  gegebene  Ebene  geht  (§  25).  Die  Ebene, 
die  E  und  E'  zu  Polen  hat,  muss  in  sich  nicht  [33 
nur  die  Endpunkte  A  und  B  der  Geraden  AB 
enthalten,  sondern  sogar  die  Ebene  CD  in  dieser  ^ 

selben  Linie   schneiden,    weil   es  zwischen  zwei 
Punkten  A  und  B  nicht  zwei  verschiedene  Gerade  geben  kann  (§  ^7). 

Jedesmal  daher,  wenn  eine  Gerade  durch  den  Mittelpunkt 
geht,  halbirt  sie  den  Kreis. 

§  33. 

Durch  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  kann 
man  eine  Ebene  legen  und  zwar  nur  eine. 

Von  den  drei  Punkten  verbinden  wir  den  einen,  zum  Beispiel  A 
(Fig.  36)  mit  den  beiden  andern  B  und  C  durch  die  geraden  Linien 
AB  und  AC,  die  wir  nach  Beliehen  verlängern  können.  Sind  die 
Linien  AB  und  AC  nicht  gleich,  und  ist,  wie  wir  annehmen  wollen,. 
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AB<AC,  so  niaehen  wir  AD  =  AB.    Zu  den  Punkten  B  und  D  als 


Polen  koiistruiren  wir  eine 
ist.     Die  Gerade  BD  schni 


Ebene,  die  durch  A  geht,  wei]  AB=A.I) 
idet  diese  Ebene  in  dem  Ursprünge  Q  der 
Kreise,  und  wenn  wir  um  Q  eine  Kugel- 
fliiche  mit  dem  Halbmesser  BQ^^QB 
beschreiben,  so  geht  diese  durch  B 
und  I)  und  schneidet  die  Ebene  in 
einem  Kreise  EFE'F'  (§  30),  wo  E 
und  E'  gegenüberliegende  Punkte  auf 
der  Geraden  sein  mögen,  die  von  A 
aus  durch  den  Ursprung  Q  gezogen 
ist.  Nehmen  wir  nunmehr  E  und  E'  zu  Polen,  so  geht  die  zugehörige 
Ebene  durch  Q  und  schneidet  den  Kreis  FEF'E'  in  gegenüberliegen- 
den Punkten  F  und  F'  (%  25).  Diese  letzteren  Punkte  werden  endlich 
Pole  der  Ebene  sein,  auf  der  überhaupt  alle  drei  Punkte  A,  B,  G  [HS 
liegen,  weil  BF  =  FD  =  F'B  =  F'B  ist,  und  der  Punkt  C  auf  der 
Verlängerung  von  AD  liegt. 

Eine  andre  Ebene  liisst  sich  durch  A,  B,  C  nicht  legen,  weil  man 
in  diesem  Falle  die  beiden  Geraden  BD  und  DA  als  eine  einzige 
in  dem  Schnitte  der  beiden  Ebenen  betrachten  (§  31)  und  folglich  D 
und  C  auf  der  Verlängerung  von  AB  voraussetzen  uiiisste. 

Wir  schliessen  hieraus  noch,  dass  zwei  Gerade,  die  von  einem 
Punkte  ausgehen  und  nicht  eine  einzige  Gerade  bilden,  in 
einer  bestimmten  Ebene  liegen  müssen. 

Noch  können  wir  bemerken,  dass  zwei  Ebenen  zusammen- 
fallen, wenn  sie  mit  drei  Punkten,  die  nicht  in  gerader  Linie 
sind,  auf  einander  liegen. 

Daher  setzen  wir  die  Ebene,  ähnlich  wie  die  gerade  Linie  [2ö3 
(§  27),  bis  ins  Unendliche  fort,  indem  wir  sie  mit  einem  Theile  auf 
sich  selbst  legen,  so  dass  das  Uebrige  hervorragt. 


§  34. 

Zwei  Kugelflächen  treffen  einander  entweder  überhaupt 
nicht,  oder  sie  berühren  einander  in  einem  einzigen  Punkte 
oder  sie  schneiden  einander  in  einem  Kreise,  jenachdem  die 
Summe  ihrer  Halbmesser  kleiner  ist  als  der  Abstand  zwischen 
den  Mittelpunkten  oder  diesem  gleich  oder  grösser.  Im  letzten 
Falle  ist  noch  erforderlich,  dass  der  Unterschied  der  [24 
Halbmesser  kleiner  sei  als  der  Abstand  der  Mittelpunkte. 

Bei  zwei  Kugelflächen  um  die  Mittelpunkte  A  und  B  {Fig.  57) 
seien  die  Halbmesser  AC  und  BC  so  beschaffen,  dass  sie   zusammen 
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den  Abstand  AB  der  Mittelpunkte  von  einander  ausmachen.  Wir 
denken  uns  durch  den  Punkt  C  auf  der  Cieraden  AB  eine  Ebene  IJE, 
deren   Pole    von    C   gleich    weit    ab-  ^ 

stehen.  Um  den  Punkt  C  und  um 
jeden  andern  gemeinsamen  Punkt  der 
beiden  Kugelflächen,  wenn  ein  andrer 
vorhanden  sein  sollte,  müssen  wir 
eine  Drehung  sowohl  der  einen  als 
der  andern  Kugelfläche  um  ihre  von 
dem  Berührungspunkte  C  aus  ge- 
zogenen Durchmesser  CF  und  CG  ^,.  ^^ 
als  möglich  zulassen.  Die  beschrie- 
bene Bewegung  der  KugelflUchen  muss  möglich  sein,  wenn  man  sich 
diese  mit  der  Ebene  J)B  verbunden  denkt,  sowohl  für  jede  einzeln, 
als  für  beide  Kugeln  in  Verbindung  mit  der  Ebene  (§  25).  Aber  da 
zwischen  den  beiden  Punkten  G,  F  keine  verschiedenen  Geraden  ge- 
zogen werden  können  (§  27),  so  berühren  die  beiden  Kugelfiiicheu 
einander  nothwendig  nur  in  dem  einen  Punkte  C. 

Wenn  wir  die  Mittelpunkte  A  und  B  an  ihren  Plätzen  lassen 
und  den  einen  Halbmesser,  zum  Beispiel  AC,  verkleinern,  so  ist  die 
neue  Kugelfläche  im  Innern  der  früheren  enthalten  und  berührt  folg- 
lich weder  die  Ebene  DE  noch  die  Kugeliläche  jenseits  dieser  Ebene. 
Das  bedeutet,  dass  zwei  Kugelflächen  einander  niemals  treffen,  wenn  die 
Summe  der  Halbmesser   kleiner  ist   als  der  Abstand  der  Mittelpunkte. 

Vergrössern  wir  AC,  zum  Beispiel  bis  zum  Punkte  H,  aber  [55 
ohne  bis  zum  Punkte  F  zu  gelangen,  so  bewirken  wir,  dass  die  beiden 
Kugelflächen  einander  schneiden,  indem  jede  nur  mit  einem  Theüe  in 
das  Innere  der  andern  tritt.  Nunmehr  ergiebt  jede  durch  die  Mittel- 
punkte A  und  B  gelegte  Ebene  zwei  beiden  Kugelflaeheu  gemeinsame 
Punkte  L  und  L'\  indem  wir  diese  als  Pole  benutzen',  erzeugen  wir 
eine  Ebene,  auf  der  die  Punkte  A  und  B  liegen  und  folglich  auch  die 
ganze  Gerade  AB  (§  32).  Demnach  schneidet  in  dieser  Ebene  der 
erzeugende  Kreis,  dem  der  Punkt  B  angehört,  die  Linie  OF  irgendwo 
in  einem  Punkte  B',  so  dass  BL  ==  BE  =^  B'L  ^=  B'L'  ist.  Somit 
enthält  die  Ebene  mit  den  Polen  B  und  B'  die  Punkte  L  und  L'  in 
sich,  und  ergiebt  folglich  denselben  Kreis  als  Schnitt  sowohl  mit  der 
Kugelfläehe  vom  Halbmesser  AH  um  A  als  mit  der  Kugelfläche  vom 
Halbmesser  BC  um  B. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Kugelflächen  fortwährend  [254 
einander  in  Kreisen  schneiden,  solange  der  Unterschied  der  Halb- 
messer  kleiner  ist  als   der  Abstand   der  Mittelpunkte   unter  einander. 
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Wird  dagegen  dieser  Unterschied  null,  so  berühren  die  Kugelflächen 
einander  nur  in  einem  Punkte;  bei  weiterem  Anwachsen  des  Unter- 
schiedes wild  endlich  die  kleinere  Kugelfläche  von  der  grösseren  ein- 
geschlossen und  beide  treffen  nirgends  mehr  zusammen.  In  der  That, 
wenn  A  und  B  die  Mittelpunkte  der  Kugelüächen  sind  (Fig.  38),  ÄF 
der  eine  und  BF  der  andre  Halbmesser, 
30  muss  die  Berührung  in  dem  Punkte  F 
stattfinden,  wo  sie  auch  mit  der  Ebene 
stattfinden  wird,  die  mit  den  gegenüber- 
liegenden Polen  B  und  B'  in  den  Abständen 
BF=B'F  von  dem  Endpunkte  Fund  [30 
auf  der  Verlängerung  der  Linie  BF  über 
F  hinaus  konstruirt  ist  (§  27).  Bei  wei- 
terem Anwachsen  des  Halbmessers  AF 
werden  nunmehr  zu  der  Kugel,  die  in  der  froheren  Kugelfläche 
enthalten  ist,  solche  Theile  hinzukommen,  die  einander  nicht  über 
einen  hinaus  berühren  und  die  infolgedessen  zugleich  die  Verbindung 
zwischen  den  Kugelfiächen  um   die  Mittelpunkte  A  und  B  abbrechen. 

§  35. 

Alles  bis  jetzt  über  Kugelfiächen  und  Ebenen  Gesagte  ist  auf 
Kreise  und  gerade  Linien  anwendbar,  weil  eine  durch  die  Mittelpunkte 
gelegte  Ebene  die  Kugelflächen  in  Kreisen  schneidet,  die  Ebenen  in 
geraden  Linien  und  die  Kreise  in  Punkten.  Daher  kann  man  sich  die 
gerade  Linie  als  den  Schnitt  gleicher  Kreise  um  zwei  Punkte  vor- 
stellen —  die  Pole  der  geraden  Linie.  Jeder  Punkt  auf  der  Ebene 
kann  zum  Pole  genommen  werden  und  ihm  entspricht  auf  der  andern 
Seite  der  geraden  Linie  der  gegenüberliegende. 

Zwei  Kreise  auf  einer  Ebene  treffen  entweder  überhaupt 
nicht  zusammen,  oder  sie  berühren  einander  in  einem  ein- 
zigen, oder  sie  schneiden  einander  in  zwei  Punkten,  je  nach- 
dem die  Summe  der  Halbmesser  kleiner  ist  als  der  Abstand 
zwischen  den  Mittelpunkten  oder  diesem  gleich  oder  grösser. 
Im  letzten  Falle  wird  überdies  vorausgesetzt,  dass  der  Unterschied 
der  Halbmesser  kleiner  ist  als  der  Abstand  der  Mittelpunkte. 

8  36. 
Eine  ebene  Fläche,  die  von  einer  geschlossenen  Linie  begvänzt  ist, 
heisst  allgemein  eine  Figur,  und  die  begrenzende  Linie  heisst  der   [37 
Umfang. 
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Unter  einem  Kreise  versteht  man  bald  die  ebene  FUiehe,  bald  die 
Linie,  wie  es  hier  bis  jetzt  geschehen  ist.  Um  die  eine  Benennung 
nicht  mit  der  andern  zu  verwechseln,  sagt  man  oft  Kreisumfang  zum 
Unterschiede  von  der  Kreisfläche. 

Eine  Figur,  deren  Umfang  aus  lauter  Geraden  besteht,  heisst  ein 
geradliniges  Vieleck,  und  die  geraden  Linien  heisson  Kanten  oder 
Seiten.  Nach  der  Zahl  ihrer  Seiten  sind  die  Vielecke;  Dreiecke, 
Vierecke  und  so  weiter. 

Eine  Figur  heisst  Kreisabschnitt,  wenn  sie  von  einem  Kreis- 
bogen und  von  einer  geraden  Linie,  der  Chorde  oder  Sehne,  begrUnzt 
wird;  Kreisausschnitt  heisst  sie,  wenn  von  zwei  Halbmessern  und 
einem  Bogen. 

Die  Bogen  grösster  Kreise  auf  einer  Kugelfläche  bilden  ein  [2.'i5 
sphärisches  Vieleck,  wenn  sie  eineu  Theil  der  Kugelfläche  begrünzen. 
Nach  der  Zaiil  dieser  Bogen,  der  Kanten  oder  Seiten,  sind  die  Viel- 
ecke: Dreiecke,  Vierecke  und  ao  fort,  wie  bei  den  geradlinigen. 
Ein  sphärisches  Vieleck  mit  nur  zwei  Seiten  nennt  man:  Ausschnitt 
der  Kugelfläche,  während  man  unter  einem  Abschnitte  eineu  solchen 
Theil  auf  dieser  versteht,  der  durch  einen  Kreis  begränzt  ist. 

Den  von  einer  Ebene  abgeschnittenen  Theil  einer  Kugel  nennt  [38 
man  Kugelabschnitt;  dieser  wird  daher  durch  einen  Abschnitt  der 
Kugelfläche  und  durch  eine  Kreisfläche  begränzt. 

Die  Punkte,  in  d^nen  die  Seiten  von  Vielecken,  geraj^linigen  oder 
sphärischen,  zusammentreffen,  werden  wir  Ecken  nennen. 

Noch  müssen  die  Benennungen:  gleichschenklige  und  gleich- 
seitige Dreiecke  erwähnt  werden,  je  nachdem  zwei  oder  alle  drei  Seiten 
gleich  sind.  Die  gleichen  Seiten  heissen  Schenkel,  die  dritte  Seite 
Grundlinie,  die  Ecke  dieser  gegenüber  Spitze. 

Bezeichnet  wird  ein  Dreieck  durch  die  Buchstaben  an  seinen 
Ecken  und  durch  das  Zeichen  A  vor  diesen. 
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Kapitel  III,  [39 

Die  Messong  der  geraden  Linien,  der  geradlinigen  Winkel 
nnd  der  Ebenenwinkel. 

§  37. 

ludera  wir  von  der  Grösse  gerader  Linien  zu  reden  anfangen, 
wollcE  wir  zuvor  daran  erinnern  (§  2),  dass  das  Messen  in  der  Geo- 
metrie darauf  hinauskommt,  die  gemessene  Grösse  durch  ein  Mass 
und  durch  Theile  dieses  Masses  auszufüllen.  Sollte  es  unmöglich 
sein,  streng  zu  messen,  so  ist  erforderlich,  dass  die  Theile 
des  Masses  beliebig  verkleinert  werden  können;  ferner  ist  es 
erlaubt,  den  von  der  ausgemessenen  Grösse  übrig  bleibenden 
Rest  für  kleiner  zu  erachten  als  den  Theil,  innerhalb  dessen 
er  ganz  enthalten  ist,  und  ihn  deshalb  zu  yernachlässigen. 
Ohne  diese  Annahme  wäre  es  in  der  Geometrie  unmöglich,  zu  messen 
und  auf  diese  Weise  die  Grösse  des  Ganzen  zu  finden. 

§  38. 

Die  Grösse  der  geraden  Linien  wird  durch  Vergleichung  mit  einer 
unter  ihnen  bestimmt,  die  als  Einheit  oder  Mass  angenommen  ist.  Sie 
wird  durch  einen  Bruch  dargestellt,  dessen  Nenner  augiebt,  was  für 
Theile,  und  der  Zähler,  wieviel  solcher  Theile  in  der  Einheit  genommen 
werden.  Den  Bruch  nennt  man  hier  auch  das  Vertältniss  der  beiden 
Linien,  der  Gemesseneu  zum  Masse. 

Wenn  man  annimmt,  dass  die  Grosse  der  Linie  a  im  Vergleich 
mit  einer  andern  ö  durch  das  Verhältniss  zweier  ganzer  Zahlen  n  und 
m  ausgedrückt  wird,  so  muss  man,  sobald  man  a  m-mal  genommen 
hat,  n-mal  h  finden.  Hieraus  ist  ersichtlich,  worauf  die  Aufsuchung 
der  Zahlen  n,  m  gegründet  werden  kann.  Man  muss  nämlich  die  {30 
Linie  a  so  oft  wiederholen,  bis  die  andre  b  in  die  entstandene  Gerade 
mehrmals  hineingeht  ohne  Rest.  Die  Zahlen,  die  angeben,  wie  oft  die 
eine  und  die  andre  Linie  wiederholt  worden  ist,  werden  m  und  n  sein. 

Es  kann  jedoch  vorkommen,  dass,  wie  viele  Male  auch  a  verviel- 
facht werden  möge,  kein  Vielfaches  der  Linie  Ö  herauskommt;  man 
darf  sogar  mit  Itecht  annehmen,  dass  es  in  einzelnen  Fällen  Überhaupt 
immer  so  bleiben  musa.  Andrerseits  wäre  es  ebenso  unmöglich  wie 
nutzlos,  solche  Theile  einer  Linie  zu  zählen,  die  für  unsre  Sinne  ver- 
schwinden. Demnach  muss  man  bei  der  Auswahl  der  Einheit  auch 
noch   festsetzen,    was   für   Theile    der  Einheit    man  wegen    ihrer   [257 
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Kleinheit  vemaclilässigen  darf.  Es  möge  zum  Beispiel  b  zum  Masse 
genommen  werden,  wobei  Theile,  die  kleiner  sind  als  der  »w-te,  weg- 
geworfen werden  kounen.  Dann  brauchen  wir  nur  eine  Linie  zu 
nehmen,  die  w(-mal  so  gross  ist  wie  a  und  auf  diese  b  so  oft  zu  legen, 
bis  nach  n  Wiederholungen  der  letzten  ein  Rest  kleiner  als  b  heraus- 
kommt, bei  dessen  Vernachlässigung  wir  n  :  m  als  das  Verhältniss 
der  beiden  Linien,  a  zu  ö  erhalten. 

Uebrigens  ist  es  der  Willkür  überlassen,  welchen  Theil  der  Linie 
man  vernachlässigen  soll,  folglich  kann  die  Genauigkeit  der  Messung 
und  ebenso  auch  die  Genauigkeit  der  Rechnung  bis  zu  irgend  einem 
beliebigen  Grade  getrieben  werden,  wenigstens  innerhalb  der  GränRen, 
die  uns  die  Mangelhaftigkeit  unsrer  Sinne  auferlegt  und  die  durch  [31 
beständige  Vervollkommnung  ihrer  Ilülfsmittel  zu  erweitern  der  Ge- 
schicklichkeit freisteht. 

Die  Zusammensetzung  von  Linien  durch  Wiederholung  einer  kann 
zuweilen  bei  der  Ausführung  Unbequemlichkeiten  darbieten.  In  diesem 
Falle  braucht  man  nur  die  kleinere  Linie  auf  die  grössere  zu  legen, 
dann  den  Rest  auf  die  kleinere,  den  neuen  Rest  auf  den  früheren  und 
so  fort,  bis  überhaupt  kein  Rest  mehr  vorhanden  ist,  oder  ein  ausser- 
orLlentlich  kleiner,  der  vernachlässigt  werden  darf  Nimmt  man  jetzt 
an,  dass  das  Verhältniss  der  kleineren  Linie  zu  der  grösseren  ein 
Bruch  mit  dem  Zähler  n  und  dem  Nenner  »w  >  jj  ist,  beide  ganze 
Zahlen,  so  muss  man  für  die  Wiederholungen  jeder  Linie  auf  der  fol- 
genden der  Reihe  nach  dieselben  Zahlen  finden,  die  bei  den  Quo- 
tienten herauskommen,  wenn  man  mit  n  in  m  dividirt,  und  sodann 
jedesmal  mit  dem  Beste  in  den  früheren  Divisor.  Bezeichnen  wir 
daher  die  Zahlen  der  Wiederholungen,  von  denen  wir  sprechen,  der 
Reihe  nach  mit  p,  p',  p",  . . .,  so  erhalten  wir: 


als  Verhältniss  der  kleineren  Linie  zur  grösseren. 

Wenn  nunmehr  Z  und  Z'  die  Nemier  der  beiden  letzten  Näherungs- 
brüche fürw:m  sind,  so  wird  sich  der  Wer th  des  ganzen  Kettenbruchs 
von  dem  Verhältnisse  n  :  in  um  weniger  unterscheiden  als  der  Bruch:   [3ä 
1 
t?/ 
beträgt. 

Wenn  nun  auch  dieser  Unterschied  selbst  nicht  null  werden  sollte 
dadurch,  dass  die  Messung  ohne  Rest  aufgeht,  so  können  wir  ihn  doch 
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auf  diese  Weise  um  so  kleiuer  machen,  je  weiter  wir  den  Ketfceiibrucli 
fortsetzen,  wobei  immer  der  neue  Nenner  bei  jeder  neuen  Messung 
mit  Hülfe  des  Restes  zunimnit. 

Bemerken  wir  jedoch,  dass  die  Schärfe  einer  Messung  in  [258 
deren  Genauigkeit  und  Richtigkeit  besteht.  Je  weiter  die  Messung 
fortgesetzt  wird,  um  so  genauer  wird  sie,  je  öfter  andrerseits  die  un- 
vermeidlichen l'ehler  wiederholt  werden,  um  so  geringer  fällt  ihre 
Genauigkeit  aus.  Nach  diesen  beiden  Rücksichten  musa  man  jedes 
Verfahren  beurteilen,  das  zur  wirklichen  Messung  dient.  Der  Vorzug 
eines  jeden  Verfahrens  wird  folglich  davon  abhängen,  bis  zu  welchem 
Grade  es  die  Mängel  der  Sinne  wettmacht  und  wie  oft  dabei  die  Fehler 
wiederholt  werden.  Welches  Messungsverfabren  aber  auch  erdacht 
werden  möge,  immer  ist  eine  Gränze  vorhanden,  über  die  hinaus  die 
Schärfe  nicht  getrieben  werden  kann.  In  der  Theorie  nimmt  man 
diese  Gränze  als  nothwendig  an,  aber  zugleich  als  unbestimmt  und 
sogar  willkürlich,  und  deshalb  betrachtet  man,  in  Ü  eberein  Stimmung 
mit  den  wirklichen  Messungen,  jede  geometrische  Grösse  als  ein  [.'(3 
Verhältniss  zweier  ganzer  Zahlen,  aber  nicht  eher,  als  wenn  bereits 
ein  Verfahren  zum  Messen  bekannt  ist. 

§  39. 

Kreisbögen  fallen  mit  ihrem  Kreise  zusammen  (§  ä2).  Ausschnitte 
einer  Kugelfläche  mit  der  ganzen  Kugelfläche  (§  14).  Diese  Eigenschaft 
der  Kreisbögen  in  Beziehung  zu  ihren  Kreisen  und  der  Theile  einer 
Kugelfläche  in  Beziehung  zu  ganzen  Kugelflächen,  ist  genau  dieselbe 
wie  die  der  geraden  Linien  in  Beziehung  zu  einander  und  führt  daher 
zu  genau  demselben  Me ssverfahren. 

Jeder  Bogen  auf  einem  Kreise  und  ebenso  auch  jeder  Theil  auf 
einer  Kugelfläche  kann  als  Einheit  genommen  werden.  Um  diese 
Wahl  willkürlich  zu  lassen,  werden  wir  bei  der  Ausmessung  von  Kreis- 
bögen die  Hälfte  des  Kreises  und  ebenso  bei  der  Ausmessung  von 
Theilen  einer  Kugelfläche  die  Hälfte  dieser  Kugelfläche  mit  %  bezeichnen. 
Die  Zahl  «  nimmt  man  zuweilen  gleich  200  an,  häufiger  jedoch  gleich 
180,  jeuachdem  man  der  neuen  dekadischen  Theilung  oder  der  alten 
Sechzigtheilung  folgt.  In  beiden  Fällen  nennt  man  die  Einheit  der 
Bogen  auf  dem  Kreise  oder  der  Ausschnitte  auf  der  Kugelfläche  einen 
Grad,  und  diesen  theilt  man  nach  der  alten  Weise  in  60  Minuten 
ein  und  die  Minute  in  60  Sekunden,  nach  der  neuen  Weise  aber  in 
100  Minuten  und  die  Minute  in  100  Sekunden.  Bei  der  neuen  Ein- 
theilung  werden  folglich  die  Bogen  durch  Decimalbrüehe  dargestellt. 
Jedoch  ist  dieser  Vortheil,   der  eigentlich  nur  die  Rechnung  angeht, 
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nicht  «0  gross  dass  man  um  seinetwillen  die  Bequem lielikeit  der  alten 
Eiiitheilung  opfern  musste  Zuweilen  \erstebt  man  unter  x  eine  Zahl, 
die  man  nui  nj.lierung9wei3e  finden  kann,  und  die  sich  sehr_  wenig  [34 
von  dem  Bruche  ->'^r>    113  unterscheidet. 

Die  Grösse  eines  Kreisbogens  oder  eines  Theiles  einer  Kugelfläche, 
ausgedrückt  in  Graden  und  in  Theilen  eines  Grades,  und  zwar  im 
Allgemeinen  im  Vergleiche  mit  demselben  Kreise  oder  mit  derselben 
Kugelfläche,  heisst  ein  Winkel,  und  zwar  ein  Rechter,  wenn  er 
gleich  \-x  ist,  ein  spitzer,  wenn  er  <-^jr,  ein  stumpfer,  wenn  er 
>  -^  31  und  <  m  ist. 

Die  Winkel  heissen  geradlinig,  wenn  sie  die  Grosse  von  Bogen 
auf  einem  Kreise,  Ebenenwinkel,  wenn  sie  <Ue  Grösse  eines  Aus- 
schnittes auf  einer  Kugelfläche  bestimmen;  Theile  andrer  Art  auf  einer 
Kugelfläche  ergeben  körperliche  Winkel.  Bei  geradlinigen  [209 
Winkeln  heissen  die  Geraden,  die  von  dem  Mittelpunkte  aus  nach  den 
Endpunkten  des  Bogens  gezogen  sind,  die  Schenkel  des  Winkels,  und 
bei  den  Ebenenwinkeln  und  den  körperlichen  Winkeln  nennt  man  so 
die  Ebenen,  die  von  dem  Mittelpunkte  ausgehen  und  den  betreffenden 
Theil  der  Kugelflilche  ausschneiden. 


§  40. 

Ein  geradliniger  Winkel  ist  nicht  von  der  Grösse  des 
Kreishalbmessers  abhängig,  sondern  dient  nur  zur  Bestim- 
mung der  gegenseitigen  Lage  zweier  Geraden. 

Die  gegenseitige  Lage  zweier  gerader  Linien,  die  einander  trefi^en, 
nennt  man  deren  Neigung. 

Die  Geraden  Ali  und  AC  mögen  von  demselben  Punkte  Ä  aus- 
gehen (Fig.  39);  indem  wir  diesen  zum 
Mittelpunkte  wählen,  he  seh  reiben  wir 
Kreise  mit  den  Halbmessern:  AIB=AC, 
AS'^AC,  AB"=AC".  Die  Grösse 
des  Bogens  B'C  auf  dem  Kreise  B'C'D', 
von  dem  er  einen  Theil  bildet,  ist  [35 
der  geradlinige  Winkel  zwischen  den  Ge- 
raden AB  und  AC  oder  deren  Neigung 
gegen  einander,  und  ebenso  auch  die  von 
AC  gegen  AB.  Wir  finden  diesen  Winkel, 
indem  wir  den  Bogen  B'C  solange  auf 
denKi'eis  B'C'D'  legen,  bis  sein  vorderer 

Endpunkt    mit    dem   andern    zusammenfällt.     So    erkennen    wir,   wie 
viele  Male  der  Bogen   wiederholt  werden  muss,   um  einen  oder  einige 
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vollständige  Kreise  zu  bilden,  und  folglich  werden  wir  dann  zugleich 
die  Grösse  des  Bogens  in  Beziehung  zu  seinem  Kreise  kennen  (§  38), 
Sobald  das  eine  Ende  C  des  Bogens 
mit  dem  andern  S'  zusammenfällt,  fallen 
die  beiden  Schenkel  AB  und  AC  zu- 
sammen, da  sie  dnrch  die  beiden  Punkte 
A  und  Ji'  gehen  (§  27),  mithin  wird  die 
Grösse  des  Bogens  li'C  genau  so  aus- 
fallen, wie  die  jedes  andern  Bogen  BO, 
IB"C"  auf  seinem  Kreise,  mag  man  nun 
den  früheren  Halbmesser  AO'  durch  einen 
grösseren  AC  oder  durch  einen  kleineren 
AG"  ersetzen.  Eine  möglichst  weit  ge- 
triebene Vergröaserung  des  Halbmessers 
gewährt  hier  selbstverständlich  grössere  Genauigkeit,  da  sie  das  Mass 
der  Bogen  grösser  macht. 

Sollte  die  Messung  nicht  genau  sein  können,  so  muss  man  bis  zu 
einem  Reste  gehen,  der  seiner  Kleinheit  wegen  vernachlässigt  werden 
darf  und  der  auf  den  andern  Kreisen  im  Vergleich  mit  den  Bogen 
ebenso  klein  sein  wird, 

Spitze  oder  Scheitel  eines  Winkels  heisst  der  Punkt,  von  dem 
die  Schenkel  ausgehen.  Geradlinige  Winkel  bezeichnet  man,  indem 
man  vor  die  Buchstaben,  die  die  Schenkel  angeben,  das  Zeichen  /.  setzt. 
Eine  Gerade,  die  durch  den  Mittelpunkt  geht,  zerlegt  den  Kreis  in 
zwei  gleiche  Theile  (§  2d),  folglich  bilden  zwei  Gerade,  die  sich  zu  [36 
einer  vereinigen,  den  Winkel  ji. 

Die  gegenseitige  Lage  zweier  Linien  ist  senkrecht,  wenn  ihr 
Winkel  ein  Rechter,  schief,  wenn  der  Winkel  spitz  oder  stumpf  ist. 
Senkrechte  Linien  nennt  man  auch  Lothe.  Eine  Gerade,  die  mit 
einer  andern  zusammentrifft,  bildet  nach  beiden  Seiten  hin  Winkel,  die 
wir  Nebenwinkel  nennen  werden  und  die  folglich  zusammen  jr  aus- 
machen. Sind  die  Nebenwinkel  gleich,  so  ist  jeder  gleich  ^it,  und 
die  Linien  sind  auf  einander  senkrecht. 

In  geradlinigen  Vielecken  beissen  die  nach  dem  Innern  der  Figur 
gewandten  Winkel  zwischen  den  Seiten  die  Winkel  des  Vielecks, 
Ihre  Zahl  ist  dieselbe  wie  die  der  Seiten. 

Ein  Dreieck  heisst  rechtwinklig,  wenn  einer  seiner  Winkel  [260 
ein  Rechter  ist.  Hier  ist  die  Seite  gegenüber  dem  rechten  Winkel 
die  Hypotenuse,  die  beiden  andern,  die  auf  einander  senkrecht  stehen, 
sind  die  Katheten. 
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§  41. 

Verlängert  man  die  beiden  Schenkel  eines  Winkels  über  die  Spitze 
hinaus,  so  entsteht  ein  Winkel,  der  dem  ersten  gleich  ist  und  dessen 
Scheitelwinkel  genannt  wird. 

Wenn  nämlich  die  Geraden  AC  und  BC  (Fig.  40}  den  Winkel  a 
bilden,    ihre  Verlängerungen  Gl)   imd   CE  den  Winkel  h,    so  ist  der 
Nebenwinkel  c  von  a  Nebenwinkel  von  ii,  folglich  ist:  [■'■'(■ 
a  -\-  c  ^  X,  &  +  c  =  jE  {%  40)  und  demjjach:  a^h.  \  j 

§  42. 

Ein  Ebenenwinkel  ist  weder  von  dem  Hsilb- 
niesser  der  ICugelfläche  abhängig,  noch  von  dem 
Orte  des  Mittelpunktes  auf  der  Schnittlinie  der 
beiden  Ebenen;  er  bestimmt  somit  einzig  und  allein  die 
Neigung  der  einen  Ebene  gegen  die  andre. 

Die  gegenseitige  Lage  zweier  Ebenen,  die  durch  eine  p,  ^^ 
Gerade  gelegt  sind,  nennt  man  deren  Neigung  gegen 
einander.  Diese  wird  durch  den  Ebenenwinkel  bestimmt,  der  die  ge- 
gebenen Ebenen  zu  Schenkeln  hat,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Kugel- 
fläche irgendwo  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  angenommen 
wird.  Stellt  man  sich  vor,  auf  welche  Weise  dieser  Ebenenwinkel 
durch  Wiederholung  des  Ausschnittes  auf  seiner  Kugelfläche  gefunden 
werden  muss,  so  muss  man  hier  über  die  Ebenen  dasselbe  sagen,  was 
bei  der  Messung  von  Kreisbogen  über  (he  geraden  Linien  gesagt  worden 
ist  (§  40);  wie  also  der  geradHuige  Winkel  nicht  von  dem  Halbmesser 
des  Kreises  abhangt,  so  auch  der  Ebenenwinkel  nicht  von  dem  Halb- 
messer der  Kugelfläehe. 

Es  seien  nunmehr  auf  der  Schnitthnie  Ali  (Fig.  41)  der  beiden 
Ebenen  AG  und  IM)  irgend- 
wo in  den  Punkten  E  und 
F  Kugelmittelpunkte  ange- 
nommen, um  die  mit  den 
Halbmessern  AF  =  BF 
Kugelflächen  derart  be- 
schrieben seien,  dass  sie 
einander  in  einem  Kreise 
schneiden  (§  34).  Der  zwi- 
schen den  Ebenen  AG  und 
BD  liegende  Bogen  GB.  dieses  Kreises  muss  sich  selbst  decken,  [.JS 
wenn  die   Mittelpunkte  F  und  E  die  Plätze   wechseln  (§  20).     Dann 


dby  Google 


116  Neue  Anfangsgründe.    Kap.  10,  §42—«-    K.  G.  S,  1836,  II. 

decken  aber  auch  die  Ebenen  einander,  weil  sie  durch  dieselben  drei 
Punkte  A,  H,  B  und  A,  G,  B  gehen  (§  33),  folglieh  aiud  die  beiden 
sphärischen  Ausschnitte  zwischen  den  Ebenen  gleich. 

Für  die  Ebeneuwinkel  werden  wir  vor  den  Buchstaben  dasselbe 
Zeichen  gebrauchen,  wie  bei  einem  geradlinigen  Winkel  (§  40).  Die 
Benennungen:  rechte  Winkel,  senkrechte  Ebenen,  Neben-  und 
Scheitelwinkel  sind  hier  dieselben,  wie  bei  den  geradlinigen  Winkeln 
(§  40,  [41]). 

Ebenenwinkel,  die  Scheitelwinkel  sind,  sind  gleich,  weil  zu  ihnen 
ein  dritter  gehört,  der  Nebenwinkel  von  beiden  ist,  ebenso  wie  bei 
den  geradlinigen  Winkeln  (§  41). 

Unter  dem  Winkel  zweier  Kreisbögen  auf  einer  Kugel-  [261 
fläche  werden  wir  den  Winkel  ihrer  Ebenen  verstehen  (§  30),  mögen 
nun  die  Ebenen  durch  den  Mittelpunkt  gehen  oder  nicht;  man  muss 
aber  jedesmal  Bogen  grÖsster  Kreise  verstehen,  wenn  nicht  das  Gegen- 
theii  gesagt  wird. 

Die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  werden  wir  die  Kante  des 
Winkels   nennen;   die  Ebenen  selbst   dessen  Schenkel  oder  Seiten. 

§  43. 
Ein   Ebeuenwinkel    ist  gleich   dem  geradlinigen   Winkel 
zwischen    den    Lothen,   die    in    seinen    Seiten   auf  der   Kante 
errichtet  sind. 

Auf  der  Schnittlinie  AB  (Fig.  42)  der  beiden  Ebenen  AC  und  [39 
BD  nehmen  wir  die  Endpunkte  A  und  B  zu  Polen  und  konstruiren 
eine  Ebene,  in  der  der  Kreis  icä  mit  dem 
Mittelpunkte  a  auf  der  Geraden  AB  einer  der 
erzeugenden  Kreise  sein  möge  (§  2o).  Die 
Ebenen  AC  und  BD  schneiden  auf  dem  Kreise 
hcd  den  Bogen  l>c  aus,  dessen  Gfrösse  wir  durch 
Wiederholung  finden,  sobald  schliesslich  das 
eine  Ende  mit  dem  andern  zusammenfällt  oder 
sobald  wir  bei  einer  grossen  Zahl  von  Wieder- 
holungen den  Zwischenraum  vernachlässigen 
können  (§  3!)).  Den  Wiederholungen  des  Bogens  hc  auf  dem  Kreise 
hcd  werden  Wiederholungen  des  zwischen  den  Ebenen  liegenden  Aus- 
schnittes AcBbA  aus  der  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  Aa  =  aB 
entsprechen  (§  20),  folglich  wird  für  den  Ebenenwinkel  AhBcA  dieselbe 
Grösse  herauskommen,  wie  für  den  geradlinigen  iac.  Indem  wir  die 
Ebene  des  Kreises  hcd  um  die  Linie  AB  drehen,  überzeugen  wir  uns 
l_baB  =:  i  caB  (§20);  ferner  muss  die   Ebene   des 
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Kreises  bac  sich  selbst  decken,  sobald  die  Pole  A  und  B  ihre  Plätze 
wechseln  (§  18),  überdies  kann  der  Bogen  ic  derart  mit  sicli  selbst 
zusammenfallen,  dass  c  in  i  ist  und  umgekehrt  6  in  c  (§  20).  Hieraus 
schliessen  wir,  dass 

l_  Aac  =  ibalB=  icaB=  LAab; 
folglich  sind  alle  diese  Winkel  Rechte  (§  39),  und  die  Linie  AB  steht 
auf  ac  und  ab  senkrecht. 

Diesem  Satze  geben  wir  noch  eine  andre  Fassung,  indem  wir 
sagen,  dass  in  einem  sphärischen  Dreiecke  die  eine  Seite  dem 
gegenüberliegenden  Winkel  gleich  ist,  sobald  jede  der  beiden 
andern  Seiten  gleich  ^a  ist. 

§  44-,  [40 

Wenn  ein  körperlicher  Winkel  auf  einer  Kugelfliicbe  von  Bogen 
grösster  Kreise  gebildet  wird,  so  muss  er  gleichzeitig  durch  den  Schnitt 
von  Ebenen  entstehen,  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugelflache 
gelegt  sind  (§  23).  Zu  einem  solchen  Winkel  gehören  folgende  Stücke: 
die  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  gelegten  Ebenen,  seine 
Seiten;  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  Seiten,  der  zugleich  als 
Kugel  mitte  Ip  unkt  dient,  die  Spitze  oder  der  Scheitel  des  körper- 
lichen Winkels;  die  Schnittlinien  der  Seiten,  seine  Kanten;  die  Ebenen- 
winkel zwischen  den  Seiten,  das  sind  die  Winkel  eines  sphärischen 
Vielecks,  die  man  der  Reihe  nach  bestimmt,  ohne  auf  die  andre  Seite 
einer  Ebene  überzugehen.  Dazu  kommt  noch  die  Oberfläche  des 
sphärischen  Vielecks,  die  sich  von  den  Seiten  aus  dahin  erstreckt, 
wohin  die  Winke!  gerechnet  werden.  Auf  diese  Weise  gehören  zu 
dem  einen  Umfange  eines  sphärischen  Vielecks  immer  zwei  körper-  [262 
liehe  Winkel,  deren  Summe  2«  ist. 

Die  körperlichen  Winkel  nennt  man  nach  der  Zahl  ihrer  Seiten: 
dreiseitig,  vierseitig  und  so  fort;  vielseitig  bei  unbestimmter 
Zahl  der  Seiten.  Als  Zeichen  für  körperliche  Winkel  nehmen  wir 
dasselbe,  wie  bei  den  Ebenenwinkeln  und  bei  den  geradlinigen  Winkeln 
(§  40  und  42). 

Werden  die  Seiten  eines  körperlichen  Winkels  über  den  Scheitel 
hinaus  fortgesetzt,  so  entsteht  ein  neuer  körperlicher  Winkel,  und 
beide  zusammen  werden  wir  Scheitelwinkel  nennen.  Zu  diesen  ge- 
hören zwei  zu  einander  symmetrische  sphärische  Vielecke,  bei  denen 
die  Seiten  und  die  Winkel  in  derselben  Ordnung  verbunden  sind,  [il 
aber  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  einander  folgen. 
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§  45. 

In  einem  geradlinigen  Dreieclie  werden  die  Winke!  dahin  ge- 
rechnet, wo  der  von  den  Dreiecksseiten  begränzte  Flächenvaum  liegt. 
Sie  heissen  innere  Winkel,  während  der  äussere  Winkel  auf  der 
andern  Seite  zweier  Dreiecks  Seiten  mit  dem  zugehörigen  inneren  Winkel 
2n  ausmacht.  Die  Verlängerung  einer  Seite  kann  nicht  in  das  Innere 
des  Dreiecks  eintreten,  weil  aie  dieselbe  Gferade  nicht  zum  zweiten 
Male  schneiden  darf  (§  27),  folglich  ist  ein  äusserer  Winkel  eines 
Dreiecks  stets  grösser  als  a,  während  der  innere  kleiner  als  7t  ist. 

Den  Winkel  zwischen  einer  Seite  und  der  Verlängerung  einer 
andera  werden  wir  Aussenwinkel  nennen;  dieser  ist  somit  Neben- 
winkel eines  inneren  Winkels. 

8  46. 

Von  den  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  sind  zwei  noth- 
wendig  kleiner  als  ir,  weil  sie  sonst  die  dritte  nicht  erreichen  könnten, 
ohne  einander  zu  schneiden.  Zwei  solche  Seiten  müssen  folglich  in 
einer  der  beiden  Hälften  enthalten  sein,  in  die  der  grösste  Kreis,  der 
durch  Verlängerung  der  dritten  entsteht,  die  Kugelfläche  zerlegt. 

Daher  werden  wir  den  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks 
stets  kleiner  als  je  annehmen  und  meinen  damit  eben  den  Flächen- 
inhalt, der  in  der  einen  Hälfte  der  Kugelfläche  Platz  hat.  Demnach 
müssen  die  Winkel,  die  Seiten  <  jk  gegenüberliegen,  auch  [43 
kleiner  als  n  sein,  während  der  dritte  Winkel  zugleich  mit 
der  ihm  gegenüberliegenden  Seite  <  m,  ^  :r,  >  re  ist.  In  der 
That,  denken  wir  uns  den  Schnittpunkt  der  beiden  Seiten,  von  denen 
jede  <  JE  ist,  fest,  so  wird  die  dritte  zugleich  mit  ihrem  gegenüber- 
liegenden Winkel  wachsen  und  zugleich  mit  ihm  gleich  n  werden. 


Kapitel  IV.  [« 

Heber  senkrechte  Linien  and  Ebenen. 

§  47. 

Von  jedem  Punkte  einer  Geraden  aus  kann  es  zu  dieser 
nur  eine  Senkrechte  geben. 

Es  versteht  sich,  dass  die  Verlängerung  der  Senkrechten  über  den 
Schnittpunkt  hinaus  immer  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  eine  Senk- 
rechte zu  derselben  Geraden  ist,  wie  das  aus  der  Gleichheit  der  Scheitel- 
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Winkel  folgt  f§  41).  Aber  jede  andre  Gerade,  die  von  demselben 
Punkte  ausgeht  wie  die  Senkrechte,  bildet  auf  der  einen  Seite  einen 
stumpfen,  auf  der  andern  einen  spitzen  Winkel,  folglich  kann  sie  nicht 
selbst  eine  zweite  Senkrechte  sein. 

§  48. 

Von  eineu3  Punkte  aus  kann  auf  eine  Gerade  nur  ein  Loth 
gefällt  werden,  während  jede  andre  von  diesem  Punkte  aus- 
gehende Gerade  die  gegebene  Gerade  auf  der  Seite  des  Lothes 
unter  einem  spitzen  Winkel  trifft. 

Es  sei  AB  (Fig.  43)  ein  von  Ä  auf  die  Gerade  BC  gefälltes  Loth, 
und  AC  sei  eine  Gerade  von  demselben  Punkte  A  aus  nach  einem 
andern  Punkte  C  auf  der  Geraden  BC.  Wir  verlängern 
AB  nach  der  andern  Seite  von  BC,  indem  wir  BA'=^  BA 
machen,  und  verbinden  die  Punkte  A  und  G  durch  eine 
Gerade.  Wird  von  den  Endpunkten  A  und  Ä  jeder  an 
den  Ort  des  andern  verlegt,  so  bleibt  die  Mitte  B  der 
Geraden  ji.il'  an  dem  früheren  Platze  und  ebenso  die 
ganze  Linie  BC,  weil  i  ABC  =  L  A'BC ^  {it.  ist  [44 
(§47).  Hieraus  schliessen  wir,  dass  iACB  =  iA'CB, 
und   da   der  Winkel  ACA'  kleiner  als  jr  ist  (§  45),  so  Fig.«. 

ist  i  A  CB  spitz. 

Daher  können  zwei  Gerade,  die  auf  einer  dritten  senk- 
recht stehen,  einander  nicht  schneiden. 

Wenn  wir  auf  der  andern  Seite  des  Punktes  B  die  Verlangerimg 
BC'=BC  machen  und  dann  das  Dreieck  ACA'  um  die  Seite  AA' 
umwenden,  so  kommt  der  Punkt  Cnach  C,  weil  LABC=iABG'=^it 
ist.  Demnach  sind  die  Abstände  AC\  AC,  A'C,  A'C  einander  gleich 
und  folglich  A  und  A!  Pole  der  Geraden  CC,  ein  Loth  verbindet  also 
immer  gegenüberliegende  Pole  der  geraden  Linie. 

§  49.  [264 

In  einem  Dreiecke  kann  es  einen  rechten  oder  stumpfen 

Winkel   geben,  während   die   beiden   andern  in  diesem  Falle 

spitz  sind. 

Ist  in  dem  Dreiecke  ABC  [Fig.  43)  der  Winkel  ABC  ein  Rechter, 

so   muss,  wie   wir   eben   gesehen  haben,    i  ACB  und   aus   demselben 

Grunde  auch  der  andre  Winkel  BAC  spitz  sein. 

Ist  in  dem  A  ABC  (Fig.  44)   der  Winkel   ABC  stumpf,  so  ist 

der  Aussenwinkel  ABI),  der   durch  Verlängerung  von  BC  über  den 

Punkt  B  entsteht,  spitz.     Das  von  A  aus   auf  BD  gefällte  Loth   [45 
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AD  trifft  die  Linie  BD  irgendwo  in  D,  ausserhalb  des 
Dreiecks  (§  48).  Demnach  entsteht  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  ADC,  das  seinen  rechten  Winkei  bei  D  und 
folglich  bei  C  einen  spitzen  hat.  Auf  ähnliche  Weise 
wird  gezeigt,  dass  der  andre  Winkel  CAD  auch  spitz  ist. 

§  60. 
In  einem  gleiehschenkligea  Dreiecke  liegen 
rig.  44,  den  gleichen  Seiten  gleiche  Winkel  gegenüber. 

Umgekehrt     liegen    in    einem    Dreiecke     gleichen    Winkein 
gleiche  Seiten  gegenüber. 

Das    gleichschenklige   Dreieck    ABC   (Fig.  45),    in    dem    A    die 

Spitze  ist,   wenden  wir  um   und  legen  es  auf  sich  selbst,   so  dass  die 

Seite  AC  auf  AB  kommt   und   folglich  AD  auf  AC. 

A  Die  Gleichheit  der  Seiten  AD  und  AC  bewirkt  dann, 

/    \  dass    die  Punkte  B  und   C  die   Plätze   wechseln    und 

/  \         dass   die   Linie  BC   sich  selbst  deckt.     Dies    bedeutet, 

/  \       dass  iD='  LG  ist. 

^^  Nehmen  wir   dagegen  an,  dass  iD  =  iC  ist,   so 

wird  das  Dreieck  ABC  nach  der  Umlegung  wiederum 
sieh  selbst  decken,  wenn  wir  bedenken,  dass  bei  der  Verlegung  von 
D  nach  C  und  von  C  nach  D  die  Seite  CA  auf  BA  fallen  musa, 
ebenso  wie  DA  auf  CA,  und  dasa  folglich  die  beiden  Seiten  wieder  in 
demselben  Punkte  A  zusammentreffen.  Das  bedeutet,  dass  AD^^=AC  ist. 
Daher  ist  ein  Dreieck  mit  zwei  gleichen  Winkeln  gleich-  [i6 
schenklig,  und  zwar  liegen  die  gleichen  Schenkel  den  gleichen  Winkeln 
gegenüber.  In  einem  gleichseitigen  Dreiecke  sind  alle  drei  Winkel 
gleich;  umgekehrt  muss  ein  Dreieck  mit  drei  gleichen  Winkeln  gleich- 
seitig sein. 

In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Winkel 
an  der  Grundlinie  spitz,  weil  sie  nämlich  wegen  ihrer  Gleichheit 
weder  rechte  Winkel  noch  stumpf  sein  können  (§  49), 

Eine  gerade  Linie,  die  mit  einem  Kreise  zusammentrifft, 
schneidet  den  Kreis  entweder  in  nur  zwei  Punkten,  oder  sie 
berührt  den  Kreis  in  einem  einzigen  Punkte,  indem  sie  auf 
dem  zugehörigen  Durchmesser  senkrecht  steht.  Hierbei  wird 
die  Gerade  mit  dem  Kreise  in  einer  Ebene  gedacht. 

Wenn  die  Gerade  in  den  Kreis  hineintritt  und  folglich  verlängert 
auch  wieder  heraustritt  (§  25),  so  darf  sie  den  Kreis  nicht  zum  dritten 
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Maie  schneiden,  weil  die  Gerade  im  Innern  des  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer einen  spitzen  Winkel  bildet  (§  50),  dessen  stiimpfer  Neben-  p65 
winkel  unmöglich  in  einem  andern  gleichsclienkligen  Dreiecke  der 
Winkel  zwischen  einem  Schenkel  und  der  Grundlinie  seio  kann  (§  50). 

Steht  die  Gerade  auf  dem  Durchmesser  senkrecht,  so  kann  sie 
überhaupt  nicht  ins  Innere  des  Kreises  treten;  sonst  bildeten  nämlich 
die  beiden  Halbmesser  nach  den  gemeinsamen  Puukten  der  Geraden 
und  des  Kreises  beim  Eintritt  ins  Innere  und  beim  Austritt  uach 
aussen  ein  gleichschenkliges  Dreieck  (§  25).  In  diesem  Dreiecke  läge 
nach  der  Voraussetzung  dem  einen  Halbmesser  ein  rechter  Winkel  [47 
gegenüber,  der  dem  andern  Halbmesser  gegenüberliegende  wäre  folg- 
lich auch  ein  Rechter  (§  50),  nnd  auf  diese  Weise  entständen  zwei 
Lothe,  die  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  aus  auf  dieselbe  Gerade 
gefällt  wären  (§  48). 

Dasselbe  kann  man  noch  auf  andre  Weise  zeigen.  Wenn  wir  den 
Halbmesser  AB  (Fig.  4G)  nach  der  Aussenseite  des  Kreises  verliingern, 
die  Verlängerung  A'B  =  AB  machen  und  sodann 
mit  dem  Halbmesser  A'B  um  A'  einen  Kreis  be- 
sehreiben, so  werden  die  beiden  Kreise  einander  nur 
in  dem  Punkte  B  berühren  (§  35;.  Die  Gerade  BC, 
die  ihre  Pole  in  Ä  und  A'  hat,  muss  auf  AB  senk- 
recht stehen  (§  48),  Jeder  Punkt  C  auf  der  Linie 
BC  wird  als  Schnitt  gleicher  Kreise  um  die  Pole 
A  und  A'  entstehen,  wenn  die  gleichen  Halbmesser  AC  und  A'C  so 
beschaffen  sind,  dass  AC  zugleich  mit  BC  wächst.  Hieraus  folgt, 
d;iss  das  Loth  AB  der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  A  von  der 
Geraden  BC  ist,  während  die  übrigen  Abstünde  AC  um  so  grösser 
sind,  je  weiter  der  Punkt  C  von  dem  Endpunkte  B  des  Lothes  AB 
ist.  Wenn  nun  die  Gerade  BC  den  Kreis  nicht  senkrecht  zu  dem 
Halbmesser  AC  trifft,  so  schneidet  sie  ihn  nothwendig  in  zwei  Punkten 
C  und  C  und  bleibt  nachher  ausserhalb  des  Kreises,  sobald  die  Ab- 
stände der  Punkte  von  dem  Mittelpimkte  grösser  als  AC  werden, 

8  Ö2- 

In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  halbirt  das  Loth 
von  der  Spitze  auf  die  Grundlinie  sowohl  den  Winkel  an  der 
Spitze  als  die  Grundlinie. 

Es  sei  CA  C  (Fig.  43)  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  wo  {■iS 
AC  =  AC  ist.  Indem  wir  die  Punkte  C  und  C  an  ihren  Plätzen 
lassen,  legen  wir  das  Dreieck  auf  die  andre  Seite  der  Grundlinie  CC, 
wobei  die  Spitze  A  in   den  Punkt  Ä  fallen  naöge;  dann  können  wir, 
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da  die  Abstände  ÄC,  ÄC,  A'G  und  A'C  gleich  sind,  A  und  A'  zu 
Polen  der  Geraden  CC  nehnieii.  Die  Gerade  ÄA'  zwischen  den  beiden 
j  Polen  A  und  A'  muss  nun  auf  der  Grundlinie  CC  senk- 

recht stehen  (§  48)  und  im  Innern  der  beiden  gleich- 
schenkligen Dreiecke  CAC  und  CA'C  verlaufen,  indem 
sie  die  Grundlinie  irgendwo  in  JS  zwischen  C  und  C 
durchsehneidet,  da  ja  der  Winkel  zwischen  Schenkel  und 
Grundlinie  spitz  ist  (§  48).  Die  Endpunkte  G  und  C 
der  Grundlinie  können  wir  als  Pole  der  Geraden  ÄA' 
■^  betrachten,  da  die  Abstände  CA,  CA',  CA,  CA'  gleich 

"■  sind.     Wenn  wir  daher   die  ganze  Figur   um  die  Linie 

ÄA'  umwenden,  so  legen  wir  C  auf  C  und  umgekehrt  C  auf  G,  face 
und  OB  wird  demnach  C'B  decken  und  der  Winkel  GAB  den  Winkel 
CAB.     Das  bedeutet,  dass  CB=  C'B  ist  und  /.  GAB  ^  l  C'AB. 

Bemerken  wir  hierzu,  dass  die  Spitzen  aller  gleichschenkligen 
Dreiecke  mit  der  Grundlinie  CC  auf  der  Geraden  AA'  liegen  mdssen, 
die  auf  der  Grundlinie  in  der  Mitte  senkrecht  steht,  oder  was  ganz 
dasselbe  ist,  auf  der  Verbindungslinie  der  Spitzen  zweier  gleichschenk- 
liger Dreiecke  mit  gemeinsamer  Grundlinie  CC.  Diesei  Eigenschaft 
der  gleichschenkligen  Dreiecke  ist  daa  Verfahren  zur  Halbirung  eines 
Winkels  und  gerader  Linien  entnommen. 

Wenn  verlangt  wird,  den  Winkel  CAC  zu  halbiren,  so  tragt 
man  von  dem  Scheitel  aus  gleiche  Seiten  AG  und  ÄC  ab.  Um  die  [49 
Endpunkte  C  und  C  besehreibt  man  mit  gleichen  Halbmessern  CA' 
und  CA'  Kreisbögen,  deren  Schnittpunkt  A'  mau  [mit  A]  durch  die 
Gerade  ÄA'  verbindet. 

Wird  verlangt,  die  Gerade  GC  zu  halbiren,  so  beschreibt  man 
mit  den  gleichen  Abständen  CA  und  CA  Kreisbögen,  deren  zwei 
Schnittpunkte  A  und  A'  man  durch  die  Gerade  ÄA'  verbindet.  Von 
den  zwei  Punkten  Ä  und  A'  kann  man  den  einen  durch  den  Punkt 
ersetzen,  in  dem  irgend  welche  beliebige  gleiche  Kreise  um  C  und  C 
einauder  auf  der  einen  oder  auf  der  andern  Seite  der  Geraden  CC 
sehneiden. 

Aus  den  hier  bewiesenen  Sätzen  folgen  die  umgekehrten.  Eine 
Gerade  steht  auf  der  Grundlinie  senkrecht,  wenn  sie  die  Spitze  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  mit  der  Mitte  der  Grundlinie  verbindet. 
Sie  muss  den  Winkel  an  der  Spitze  halbiren,  wenn  sie  von  der  Mitte 
der  Grundlinie  ausgeht  und  auf  dieser  senkrecht  steht.  Sie  trifft  die 
Grundlinie  senkrecht  in  deren  Mitte,  wenn  sie  von  der  Spitze  ausgeht 
und  hier  den  Winkel  halbirt.  Die  Richtigkeit  aller  dieser  Sätze  wird 
klar,  wenn  wir  beachten,  dass  es  nur  ein  Loth  von  der  Spitze  auf  die 
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Grundiiiiie  geben  kann  (§  48),  dass  also  schon  einige  Eigenschaften 
dieses  Lothes,  wenn  sie  die  Lage  der  Linie  genfigend  bestimmen,  die 
Übrigen  nach  sich  ziehen. 

Wenn  daher  verlangt  wird,  auf  der  Geraden  CC  im  Punkte  B 
das  Loth  BA  zu  errichten,  so  braucht  man  nur  von  dem  gegebenen 
Punkte  B  aus  nach  beiden  Seiten  hin  BC'=  BC  zu  machen,  sodann  \50 
um  die  Endpunkte  C  und  C  gleiche  Kreise  zu  beschreiben  und  deren 
Schnittpunkt  A  durch  eine  gerade  Linie  mit  B  zu  verbinden. 

Wenn  dagegen  verlangt  wird,  auf  die  Gerade  CC  von  einem 
ausserhalb  der  Geraden  angenommenen  Punkte  A  aus  das  Loth  AB 
zu  fällen,  so  muss  man  um  A  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  AC 
einen  Kreis  zeichnen  und  zwar  so,  dass  dieser  die  gegebene  Linie  in 
zwei  Punkten  C  und  C  schneidet.  Um  diese  Punkte  hat  man  nach 
der  einen  oder  der  andern  Seite  der  Linie  CC  Kreisbögen  zu  be- 
sehreiben und  endlieh  den  Schnittpunkt  A'  dieser  Kreise  durch  eine 
Gerade  mit  dem  gegebenen  Punkte  A  zu  verbinden. 


§53. 

Der  Aussenwinkel,  der  durch  die  Verlängerung  einer  Seite 
eines  Dreiecks  entsteht,  ist  grösser  als  die  beiden  inneren 
Winkel,  die  nicht  neben  ihm  liegen. 

In  dem  A  ABC  (Fig.  47)  verlängern  wir  die  Seite  AC;  der 
Aussenwinkel  BCD  zwischen  der  Verlängerung  CD  und  der  Seite  BC 
wird   grösser    sein    als    der   Winkel   B    und  „ 

ebenso    grösser   als    der  andre   an   dem    [267 
Punkte  A  des  Dreiecks. 

Wir  ziehen  von  A  aus  die  Gerade  AEF 
durch  die  Mitte  E  der  Seite  BC,  machen 
AE  =  EF  und   verbinden  F  und    C   durch  "«■  " 

die  Gerade  FC.  So  entstehen  kongruente  Dreiecke  AEB  und  CEF, 
die  einander  decken,  wenn  wir  vermöge  der  Gleichheit  der  Seiten 
BE  und  EC,  AE  und  EF  nnd  der  Winkel  BEA  und  FEC  (§  41) 
das  eine  Dreieck  mit  den  gleichen  Seiten  auf  das  andre  legen,  zum  [51 
Beispiel,  indem  wir  A  ABE  um  E  drehen,  bis  BE  mit  EC  zusammen- 
fällt. Hieraus  folgt,  dass  die  Winkel  ABC  nnd  BCF  gleich  sind. 
Bemerken  wir  Überdies,  dass  die  Gerade  FA  die  Linie  AD  nicht  in 
einem  andern  Punkte  treffen  kann,  ausser  in  A,  von  wo  sie  ausgeht; 
folglich  liegt  der  Punkt  F  in  der  Oeffnung  des  Aussenwinkels  BCD, 
den  er  in  zwei  zerlegt:  der  eine  ist  FCD,  der  andre  der  LBGF=iABC, 
wie   wir   soeben  gesehen  habeji.     Das    bedeutet,  dass   i  ABC  kleiner 
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ist  als  L  SCD.  Ebenso  würde  man  beweisen,  dass  der  andre  Winkel 
SÄG  kleiner  ist  als  der  Winkel  BCD,  der  nicht  neben  ihm  liegt. 

§54. 
Im  Dreiecke  liegt  der  griSsseren  Seite  der  grossere  Winkel 
gegenüber.  Umgekehrt  liegt  dem  grösaerenW^inkel  die  grössere 
Seite  gegenüber. 

In  dem  /\  ABC  (Fig.  48)  sei  die  Seite  ÄB>ÄC.    Wir  machen 
_^  AD  =  AC  und  ziehen  die  Gerade  DC.     So  entsteht 

ein  gleichsehenkhges  Dreieck  ABC,  wo  den  gleichen 
Seiten   die  gleichen  Winkel  AD(J   und  ACD  gegen- 
überliegen (§  50),  folglich  ist  der  Winkel 
ACB>ADG>ABC  (§53). 
Hieraus    folgt   ganz    von    selbst  der   umgekehrte 
Satz.     Wenn   in  einem   Dreiecke  ein  Winkel   grösser 
ist  als  ein  andrer,   so  können  die  gegenüberliegenden 
'^'  Seiten  nicht   gleich  sein  (§  50);  es  kann  auch  nicht 

die  dem  grösseren  Winkel  gegenüberliegende  Seite  die  kleinere  sein, 
da  wir  ja  soeben  gezeigt  haben,  dass  der  kleineren  Seite  immer  {52 
der  kleinere  Winkel  gegenüberliegen  muas. 

§  55. 

Im  Dreiecke  ist  die  Summe  zweier  Seiten  grösser  als  die 
dritte. 

Das  Dreieck  kann  nicht  anders  entstehen  als  dadurch,  dass  zwei 
Kreise  einander  schneiden,  deren  Mittelpunkte  in  den  Endpunkten  der 
einen  Seite  gelegen  sind  und  denen  die  beiden  andern  Seiten  als  Halb- 
messer dienen.  Indessen  sehneiden  die  Kreise  einander  nur  in  dem 
Falle,  wenn  die  Summe  der  Halbmesser  grösser  ist  als  der  Abstand 
der  Mittelpunkte  (§  35). 

Uebrigens  können  wir  das  hier  auch  anders  beweisen.  Wenn  wir 
in  dem  Dreiecke  BBC  (Fig.  48)  die  eine  Seite,  zum  Beispiel  BB, 
verlängern,  indem  wir  die  Verlängerung  AT>  der  andern  Seite  BC 
gleich  machen,  so  entsteht  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABC,  wo 
die  Winkel  an  den  Punkten  A  und  C  gleich  sind.  Folglich  ist  in 
dem  A  ABC  der  Winkel  bei  C  grösser  als  der  Winkel  bei  A  und 
daher  die  Seite  AB  ^  BB  +  BC>  BG. 

Ueberhaupt  ist  eine  Seite  eines  Vielecks  kleiner  als  die 
Summe  der  übrigen,  weil  das  Vieleck  allmählich  entsteht,  wenn  wir 
mit  einem  Dreiecke  beginnend  jedesmal  eine  Seite  durch  zwei  ersetzen, 
deren  Summe  grösser  ist. 
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Daher  ist  es  in  diesem  Sinne  richtig  zu  sagen,  dass   durch  p^B 
eine  gerade  Linie   der  kürzeste   Abstand  zweier  Punkte 
gemessen  wird. 

§  66. 

Senkrecht  auf  einer  Ebene  heisst  eine  Gerade,  wenn  sie  die 
Ebene  so  tritft,  dass  sie  auf  zwei  Geraden  der  Ebene  senkrecht  steht. 
Sie  steht  dann  immer  auf  allen  Geraden  senkrecht,  die  auf 
der  Ebene  von  dem  Treffpunkte  aus  gezogen  sind. 

Die  beschriebene  Eigenschaft  kommt  cler  Geraden  zu,  die  zwei 
Pule    der   Ebene    verbindet     Es    seien   Ä   und  A'  V 

(Fig,  27)  die  Pole,  BDB'B'  ein  erzeugender  Kreis 
auf  der  Ebene,  wo  C  der  Mittelpunkt  des  Kreise.s 
liDB'I)'  und  der  Ursprung  aller  Kreise  sei.  Wenn  ■*r~{ — 
die  Pole  A  und  A  ihre  Plätze  wechseln,  so  kann 
jeder  Punkt  E  des  Kreises  den  seinigen  beibehalten. 
Das  bedeutet,  dass  L  EVA=  LECA  =  \ic  ist. 
So  werden  überhaupt  alle  Geraden  der  Ebene,  die  '"  ^' 

durch  C  gezogen  sind,  auf  der  Geraden  j4.i1'  senkrecht  stehen. 

Nehmen  wir  nunmehr  umgekehrt  an,  dass  die  Gerade  AB  (Fig.  40) 
auf  den  beiden  BC  und  BD  senkrecht  steht,  die  nicht  eine  einzige 
Gerade  bilden;  indem  wir  AB  über  den  Punkt  B 
hinaus  verlängern,  die  Verlängerung  BA=BA 
und  sodann  BC=^BI)  machen  und  die  End- 
punkte durch  Gerade  mit  A  und  A  verbinden, 
erhalten  wir  eine  Figur  von  Geraden,  in  der 
AC=-AI),  ÄC^A'D  ist,  denn  das  AACA' 
deckt  das  [\ADA,  einmal  weil  die  rechten  Winkel 
ABC  und  ABB  gleich  sind  und  dann  weil  die 
Geraden  Bü  und  BD  gleich  sind.   In  dieser  Figur  Fig.  49. 

ersetzen  die  Geraden  einander,  wenn  die  Pimkte  [5* 

A  und  A,  G  und  D  mit  einander  vertauscht  werden,  denn  die  Ebenen 
der  Dreiecke  ADA  und  ACA'  fallen  auf  einander,  die  Gleichheit  von 
AB  und  A'B  bewirkt,  dass  der  Punkt  B  seinen  Platz  behalt,  die 
Gleichheit  der  rechten  Winkel  erfordert,  dass  die  Gerade  BC  auf  BD 
kommt  und  umgekehrt  BD  auf  BC,  und  endlich  bringt  die  Gleich- 
heit von  BC  und  BD  den  Punkt  G  nach  D,  D  nach  G;  folgUeh  ist 
AC  =  AD  =  A'C=A'D. 

Daher  geht  die  Ebene,  die  A  und  A'  zu  Polen  hat,  durch  die 
Punkte  D  und  G  in  gleichen  Abständen  von  A  und  A'  hindurch  und 
ebenso  durch  den  Punkt  B,  als  den  Ursprung  der  Kreise  auf  der 
Ebene  (§  22).    Durch  drei  Punkte  B,  C,  D,  die  nicht  in  einer  geraden 
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Linie  angenommen  sind,  kann  man  aber  keine  andre  Ebene  legen 
(§  33),  demnach  steht  die  Gerade  ÄÄ,  die  die  Pole  verbindet,  auf 
dieser  Ebene  senkrecht. 

§  67. 

Von  einem  Punkte  auf  einer  Ebene  kann  nur  eine  Senk- 
rechte ausgehen,  und  ebenso  giebt  es  auch  von  einem  Punkte 
a\isserhalb   einer  Ebene  nur  ein  Loth  auf  diese  Ebene. 

Es  versteht  sieh  von  selbst,  dass  die  Verlängerung  einer  Senk- 
rechten nach  der  andern  Seite  der  Ebene  gleichfalls  auf  der  Ebene 
senkrecht  ist  (§  47). 

Es  mögen  jetzt  zwei  Gferade,  von  denen  keine  die  Verlängerung 
der  andern  ist,  von  einem  Punkte  ausgehen.  Wir  denken  uns  die  [55 
Ebene  durch  sie  (§  33)  und  deren  Schnittlinie  mit  der  gegebenen,  [aoa 
Die  ersten  Geraden  können  nicht  beide  auf  dieser  letzteren  senkrecht 
stehen  (§  47  und  48),  folglich  dürfen  sie  nicht  gleichzeitig  auf  der 
Ebene  senkrecht  sein  (§  56). 

§  58. 

Auf  einer  Ebene  kann  man  in  jedem  Punkte  ein  Loth  er- 
richten. 

Die  Möglichkeit,  auf  einer  Ebene  in  jedem  Punkte  ein  Loth  zu 
errichten,  folgt  daraus,  dass  auf  der  Ebene  jeder  Punkt  als  Ursprung 
von  Kreisen  dient  (§  29)  und  dass  sich  sodann  zu  diesem  Ursprünge 
zwei  Pole  finden  lassen,  deren  Verbindungslinie  durch  den  gegebenen 
Punkt  geht  und  auf  der  Ebene  senkrecht  steht  (§  56). 

Sollte  verlangt  werden,  das  Loth  zu  errichten,  indem  man  sich 
dazu  des  Zeichnens  von  geraden  Linien  und  von  Kreisen  in  Ebenen 
bedient,  so  nennen  wir  A  die  gegebene  Ebene,  a  den  auf  dieser  ge- 
gebenen Punkt,  und  legen  durch  diesen  beliebig  eine  Gerade  a  in  der 
Ebene  A,  sodann  durch  a  beliebig  eine  neue  Ebene  C,  die  gegen  die 
frühere  A  unter  irgend  einem  Winkel  geneigt  ist.  Von  a  aus  errichten 
wir  Lothe  auf  k,  das  eine  ^  in  der  Ebene  A,  das  andre  y  in  der 
Ebene  U;  endlich  errichten  wir  in  der  Ebene,  in  der  /Ü  und  y  liegen, 
von  a  aus  auf  ^  das  Loth  d,  das  nunmehr  das  Loth  auf  der  gegebenen 
Ebene  A  sein  wird.  Hier  ist  «  senkrecht  zu  p  und  y,  folglich  [50 
zugleich  zu  der  Ebene  dieser  Geraden  und  in  dieser  zu  b  (§  5fi), 
das  mithin  auf  a  und  /3  senkrecht  sein  wird  und  daher  auch  auf  der 
Ebene,  in  der  «  und  1^  liegen. 

8  69. 
Eine  Ebene  steht  auf  einer  andern  senkrecht,  wenn   sie 
durch  eine  auf  der  letztern  senkrechte  Gerade  geht. 
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iehrt  ist  eine  Senkrechte  zu  der  Schnittlinie  zweier 
senkrechter  Ebenen,  wenn  sie  sich  in  der  einen  von  beiden 
Ebenen  befindet,  auf  der  andern  senkrecht. 

Es  sei  ah  (Fig.  51)  auf  der  Ebene  AB  senkrecht.  Durch  ah 
gehe  die  Ebene  (JJ),  die  die  erste  in  der  Geraden  BC  schneidet,  die 
in  dem  Punkte  b  auf  ab  senkrecht  steht  (§  56).  a  n 

In  der  Ebene  AB  ziehen  wir  von  dem  End- 
punkte b  aus  zu  der  Geraden  BC  die  Senlcrechte 
hc,  die  also  mit  ah  einen  rechten  Winkel  bilden 
niuss,  der  dem  Ebenenwinkel  gleich  ist  (§  43). 

Werden  nun  umgekehrt  die  Ebenen  AB 
und  CD  zu  einander  senkrecht  vorausgesetzt,  so 
werden   die  in   diesen  Ebenen  auf  der   Schnitt-  *"'^'  ^' 

linie  BG  errichteten  Senkrechten  ab  und  bc  auc!i  zu  einander  senk- 
recht sein  (§  43).  Auf  diese  Weise  wird  ab  zu  Bü  und  hc  senkrecht, 
folglich  auch  zu  der  Ebene  AB  selbst. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  zwei  Ebenen,  die  auf  einer  \_ü7 
dritten  senkrecht  stehen,  einander  in  einer  auf  der  letzteren 
senkrechten  Geraden  schneiden,  weil  die  von  dem  gemeinsamen 
Schnittpunkte  ausgehende  Senkrechte  zu  der  dritten  Ebene  sowohl  [270 
in  der  einen  als  in  der  andern  Ebene  liegen  und  folglich  die  Schnitt- 
linie beider  sein  muss. 

§  60. 

Auf  eine  Ebene  kann  man  von  jedem  Punkte  aus  ein  Loth 
fällen. 

Jeden  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  kann  man  als  Pol  dieser  Ebene 
betrachten,  indem  man  den  gegenüberliegenden  auf  der  andern  Seite 
findet  (§  28).  Die  Gerade  zwischen  den 
beiden  Polen  wird  das  Loth  von  dem  ge- 
gebenen Punkte  auf  die  Ebene  sein  (§  56). 

Sollte  verlangt  werden,  das  Loth  zu 
fällen,  indem  man  dazu  nur  gerade  Linien 
sowie  Kreise  in  Ebenen  benutzt,  so  möge 
A  der  gegebene  Punkt  sein  (Fig.  50),  von 
dem  aus  das  Loth  auf  die  Ebene  BG  ge- 
fällt werden  soll.   Wir  ziehen  in  der  Ebene 

die  Gerade  DB  beliebig,  fällen  auf  diese  von  dem  gegebenen  Punkte 
A  aus  das  Loth  FA,  sodann  ziehen  wir  von  "F  aus,  wo  dieses  Loth 
auftrifFt,  zu  ED  noch  eine  zweite  Senkrechte  FG  in  der  gegebenen 
Ebene;  endlich  fällen  wir  von  A  aus  auf  FG  das  Loth  AG,  das 
auf  der   Ebene    senkrecht    stehen   wird.     Hier   ist  BB  auf  FG  und 
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FÄ  senkrecht,  folglich  auch  auf  der  Ebene 
des  Dreiecks  FA  G,  die  auf  diese  Weise  zu 
der  Ebene  BC  senkrecht  wird  (§  59).  [.W 
Der  rechte  Winkel  zwischen  beiden  Ebenen 
ergiebt  zugleich  einen  rechten  Winkel  zwi- 
schen GA  uud  der  Geraden  GK,  die  in 
der  Ebene  BC  senkrecht  zu  FG  gezogen 
ist.  Daher  ist  AG  zu  F G  und  zu  GK 
senkrecht    folglicli  auch  zu  der  Ebene  BG. 


K 

\    \ 

S  «1- 

Zwei  Gerade,  die  auf  einer  Ebene  senkrecht  stehen,  sind 
in  einer  Ebene  enthalten. 

Eh   seien  AB  und    CD  (Fig.  52)   beide   zu  der  Ebene  FE  seiik- 
recht;    in  dieser   verbinden    wir    die   Endpimkte   B  und  T)  durch   die 
^  Gerade  BB,  durch   die   wir  uns  eine  zu  FF 

senkrechte  Ebene  denken.    Auf  dieser  müssen 

— 1  die  in  den  Punkten  5  und  7)  errichteten  Senk- 

\  rechten  zu  der  Ebene  FF  liegen  (§  59),  also 

^     \        auch  die  Geraden  AB  und  CD  selbst  (§  57). 
\  Die  Gerade  einer  Ebene,  in  der  alle  Lothe 

^  von  einer  andern  Geraden  aus  auftreffen,  werden 
wir  Spur  oder  Projektion  dieser  andern 
Eine  Gerade  auf  eine  Ebene  projiciren  soll  bedeuten,  dass 
man  die  Lothe  fällt,  um  die  Projektion  zu  konstniireii.  So  ist  hier 
I)B  die  Projektion  der  Geraden  CA  auf  die  Ebene  FE. 

Winkel  zwischen  einer  Geraden  und  einer  Ebene  bedeutet 
den  Winkel,  den  die  Gerade  mit  ihrer  Projektion  auf  die  Ebene  bildet. 


§  63. 


grössten   Kreises   zu 
letzteren  nach  Ijeiden 


Auf  einer  Kugelfläche  ist  der  Bogen 
einem  andern  senkrecht,  wenn  er  mit  di 
Seiten  hin  rechte  Winkel  bildet. 

Auf  einem  Bogen  kann  man  von  einem  gegebenen  Punkte 
aus  nur  eine  Senkrechte  errichten,  weil  die  Bogen  grösster  [59 
Kreise  dadurch  entstehen,  dass  die  Kugelfiäche  von  Ebenen  ge-  [371 
schnitten  wird,  die  durch  den  Mittelpunkt  geben.  Aus  demselben 
Grunde  kann  von  einem  Punkte  aus  auf  einen  gegebenen  Kreis- 
bogen nur  ein  Loth  gefällt  werden,  das  jedoch  den  ganzen  Kreis, 
auf  dem  der  Bogen  angenommen  worden  ist,  sowie  überhaupt  alle 
grössten  Kreise  auf  der  Kugelfläche  in  zwei  Punkten  schneidet.    Dieser 
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Durclischnitt  entsteht  in  den  Enden  eines  Durchmessers  der  Kugel- 
flUche,  folglieh  machen  die  beiden  Senkrechten  zu  einem  Kreise  zu- 
sammen n,  aus. 

Den  Abstand  eines  Punktes  werden  wir  auf  der  Kugelfläche 
durch  den  Bogen  eines  grössten  Kreises  messen,  der  entweder  nach 
einem  andern  Punkte  gezogen  ist  oder  senkrecht  zu  dem  Bogen  eines 
andern  grössten  Kreises.  Der  Abstand  eines  Poles  von  den  Punkten 
seines  Kreises  ist  überall  gleich  imd  beträgt  ^ir,  weil  der  üurchmeaser 
zwischen  den  Polen  auf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht  steht  (§  5G). 
Von  jedem  andern  Punkte  aus,  der  kein  Pol  ist,  giebt  es  zwei  Ab- 
stände bis  zu  dem  Kreise  und  diese  bilden  zusammen  einen  halben 
Kreis,  folglich  ist  dei'  eine  von  ihnen  immer  <iffi,  der  andre  >-J-3r. 

§  G3. 

Zwei  symmetrische  gleichschenklige  Dreiecke  auf  einer 
Kugelfläche  sind  immer  kongruent. 

Es  sei  ÄSC  (Fig.  53)  ein  sphärisches  Dreieck,  in  dem  die  Seite 
AB  ^=  ÄC  ist.  Es  sei  AB'C  das  dazu  symmetrische  Dreieck,  so 
dass  hier  Ä,  £',  C  die  Endpunkte 
der  von  Ä,  B,  C  aus  gezoge-  [60 
nen  Durchmesser  darstellen  {§  44), 

und  folglich  ab=a:b',  ac^ac; 
bc==b'c,la^la:,lb^lb', 

j_C=  i  C     Wemi   wir  jetzt   bei 

diesen  beiden   Dreiecken   zunächst 

die    Kugel mittelpunkte  und    dann 

die  Punkte  A   und  A   vereinigen, 

indem   wir  AB  auf  A'C  legen,   so 

den  Punkten  A  und  A  und  ausser^ 

und  AB'  gleich  sind,  der  Punkt  C  auf  B  und  B'  auf  C  fallen, 

§  64. 

Im  sphärischen  Dreiecke  liegen  gleichen  Seiten  gleiche 
Winkel  gegenüber;  umgekehrt  liegen  gleichen  Winkeln 
gleiche  Seiten  gegenüber. 

Es  seien  die  beiden  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  (Pig.  5iJ)  zu 
einander  symmetrisch,  so  dass  die  Punkte  A,  B,  C  den  Punkten 
A,  B',  C  des  andern  Dreiecks  entsprechen.  Wenn  wir  überdies 
AB^^AC  annehmen,  so  müssen  die  beiden  Dreiecke  einander  decken, 
wenn  wir  sie  so  auf  einander  legen,  dass  der  Punkt  A  auf  A'  und 
B  auf  a   fällt  (§  63).     Das  bedeutet:  i  B  =  i  C  =^  L  C. 


muss,  weil  die  Ebenenwinkel  an 
em  die  Seiten  AB  und  A'ß',  AC 
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Wenn  wir  nun  L  S  ^  i  C  annehmen  und  folglict  l^  =  L  C', 
LG  ^=  L  -ß'i  so  müssen  wir  die  Dreiecke  so  auf  einander  legen,  dass 
der  Punkt  B'  auf  G  uud  C  auf  B  fällt.  Da  die  Ebenenwinkel  gleich 
sind,  so  wird  die  Seite  CA!  in  BA,  B'A'  in  GA  übergeben,  so  dass 
ßie  einander  in  dem  gemeinsamen  Punkte  A'  schneiden,  demnach  ist: 
BA=eA'^CÄ. 


§  65.  10! 

Im  gleichschenkligen  sphäriachen  Dreiecke  halbirt  die 
Senkrechte  von  der  Spitze  aus  die  G-rnndlinie. 

In  dem  A  ABC  (Fig.  54)  sei  die  Seite  AB  =  AC  und  der  [273 
Bogen  AD  verbinde  die  Spitze  A  mit  der  Mitte  D  der  Grundlinie  BG. 
Wenn  wir  jetzt  das  A  ABC  mit  dem  zugehörigen  symmetrisclien 
Dreiecke  bedecken,  indem  wir  auf  BC  die  entsprechende  Seite  legen, 
so  kommen  auf  J)  und  A  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  (§  63), 
während  der  Winkel  ABC  den  Ort  seines  Nebenwinkels  ABB  ein- 
nimmt.    Das  bedeutet:  iABC=  L  ABB  =  i^^x. 

§  GQ. 
Der  Bogen,   der   durch   die  Spitzen  zweier  gleichschenk- 
liger Dreiecke    auf   einer    Kugelfläche    geht,   ist    stets   senk- 
recht zur  gemeinsamen  Grundlinie   beider   und  halbirt    diese 
zugleich,  ausser  in  dem  Faile,  wo  die  Seiten  des  einen 
Dreiecks  die  Verlängerungen  der  Seiten  des  andern  sind. 
Es  seien  ABC  und  SBC  (Fig.  55)  zwei  gleich- 
schenklige Dreiecke   mit  der  gemeinsamen  Grundlinie 
BC,  von  deren  Mitte  aus  wir  nach  den  Spitzen  A  und  D 
Bogen  ziehen.     Diese  müssen   auf  BG  senkrecht  sein 
(§  65)   und  daher  in  einem  Bogen  ABB  zusammen- 
fallen (§  62),  mögen  nua  die  Spitzen  auf  derselben  oder 
auf  verschiedeuea   Seiten   der  Grundlinie  BC  liegen. 
Wenn  sich  überdies  die  beiden  Spitzen  nicht  mit  dem 
Mittelpunkte   der  KugelflUche   in   einer  geraden  Linie 
befinden,  so  lässt  sich   keine   andre  Ebene  durch  [63 
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diese  drei  Punkte  legen,  folglich  auch  kein  andrer  Bogen  durch  A  und  Z* 
{§  yS),  und  deshalb  muss  der  Bogen  ADE  zu  BC  senkrecht  sein.  Wenn 
dagegen  die  gleichen  Seiten  Ali  und  AC  für  das  andre  gleichschenklige 
Dreieck  BA'C  die  Verlängerungen  [der  Seiten]  sind,  so  liegen  die  Spitzen 
A,  A'  und  der  Mittelpunkt  der  Kugelfliiche  in  einer  Geraden,  folglieh 
kann  man  auch  von  A  nach  A  eine  Menge  von  Bogen  ziehen. 

üeberhaupt  wollen  wir  bemerken,  dass  wenn  in  einem  gleich- 
schenkligen Dreiecke  die  Spitze  nicht  zugleich  Pol  des  Kreises  ist, 
dem  die  Grundlinie  augehört,  dass  dann  von  der  Spitze  auf  die  Grund- 
linie nur  eine  Senkrechte  möglich  ist  (§  G2),  folglieh  ist  die  Lage 
dieser  Senkrechten  genügend  bestimmt,  unter  den  vier  Eigenschaften 
des  Bogens:  dass  er  auf  der  Grundlinie  senkrecht  steht,  dass  er  durch 
die  Spitze  geht,  dass  er  den  Winkel  an  der  Spitze  halhirt  und  dass 
er  die  Grundlinie  halbirt,  ziehen  demnach  je  zwei  die  übrigen  als 
nothwendige  Folgen  nach  sich. 

Wenn  daher  verlangt  wird,  den  Bogen  BG  zu  halbiren,  so 
beschreibt  man  um  die  Endpunkte  B  und  C  mit  einem  beliebigen 
Abstände  AB  Kreisbögen,  macht  sodanu  dasselbe  mit  einem  andern 
Abstände  BD  und  verbindet  endlich  die  Schnittpunkte  A  und  D 
gleicher  Kreise  durch  den  Bogen  AD,  der,  wenigstens  wenn  er  ver- 
längert wird,  durch  die  Mitte  E  der  Grundlinie  gehen  muss.  Man  \63 
kann  die  Punkte  A  und  D  in  dieser  Weise  auf  derselben  oder  auf 
gegenüberliegenden  Seiten  des  Bogens  BC  suchen  und  hat  nur  den 
Pall  zu  vermeiden,  wo  die  Bogen  der  einen  Kreise  sich  als  die  Ver- 
längerungen der  andern  herausstellen. 

Wird  verlangt,  den  Winkel  BAC  zu  halbiren,  so  macht  man  [27.S 
die  Seiten  AB  und  AC  gleich,  sodann  zeichnet  man  von  den  End- 
punkten B  und  C  aus  gleiche  Kreise,  deren  Schnittpunkt  D  man  mit 
dem  Scheitel  A  durch  den  Bogen  AD  verbindet. 

Von  einem  Punkte  A  aus  fällt  man  die  Senkrechte  auf  den  Bogen 
BC,  indem  man  BC  durch  einen  Kreis  um  A  in  zwei  Punkten  B,  C 
sehneidet,  sodann  von  den  Punkten  B,  C  aus  mit  irgend  einem  Bogen 
BD  =  CD  gleiche  Kreise  zeichnet  und  endlich  deren  Schnittpunkt  mit 
dem  Punkte  A  durch  den  Bogen  AD  verbindet,  den  man,  falls  es  nöthig 
sein  sollte,  verlängert,  bis  er  mit  BC  zusammentrifft. 

Um  auf  dem  Bogen  BC  in  dem  Punkte  E  die  Senkrechte  zu 
errichten,  nimmt  man  von  E  aus  nach  beiden  Seiten  hin  gleiche  Bogen 
BE^=EC  an,  von  den  Endpunkten  B  und  6'  aus  zeichnet  man 
gleiche  Kreise  mit  einem  beliebigen  Bogen  BA  =  AC  und  verbindet 
deren  Schnittpunkt  A  mit  dem  Punkte  E  durch  den  Bogen  AE. 

Die  mit  einem  Bogen  auf  der  Kugelfläche  entworfene  Linie  haben 
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wir  hier  Kreis  genannt..  Es  ist  das  in  der  That  keine  andre  Linie  als 
die,  die  entsteht,  wenn  man  die  gegebene  Kugelfläche  durch  eine  andre 
schneidet,  als  deren  Mittelpunkt  der  feste  Endpunkt  des  Bogens  [64 
und  als  deren  Halbmesser  die  Sehne  des  Bogena  benutzt  wird.  Diesen 
Kreis  nennt  man  parallel  zu  dem  grÖssten  Kreise,  der  auf  der  Kugel- 
fläcbe  den  festen  Endpunkt  des  Bogens  zum  Pole  hat.  Er  entsteht 
auch  als  Schnitt  der  Kugelfläche  mit  eiuer  Ebene,  die  auf  dem  Durch- 
messer, der  die  Pole  verbindet,  senkrecht  errichtet  ist. 

Der  grösste  Kreis  auf  der  Kugelfläche  zeigt  im  Vergleich  mit  den 
übrigen  Kreisen  ähnliche  Eigenschaften,  wie  sie  auf  der  Ebene  die 
gerade  Linie  im  Vergleich  mit  allen  Kreisen  zeigt.  So  schneiden 
gleiche  Kreise  um  zwei  feste  Punkte  anf  der  Kugelfläche  einander  auf 
einem  grÖssten  Kreise,  auf  dem  der  kleinste  und  der  grösste  Abstand 
eines  solchen  Punktes  senkrecht  stehen,  weil  die  damit  beschriebenen 
Kreise  den  grÖssten  Kreis  nicht  mehr  schneiden  sondern  ihn  nur  be- 
rühren dürfen,  sonst  könnte  nämlich  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ent- 
stehen, in  dem  durch  die  Mitte  der  Grundlinie  eine  neue  Senkrechte 
ginge  (§  62  und  Gb). 

§  67. 
Regelmässiges  Vieleck  nennt  man  ein  solches  geradliniges  oder 
sphärisches  Vieleck,  in  dem  sowohl  alle  Seiten  als  alle  Winkel  gleich  sind. 
Im  Innern  eines  regelmässigen  Vielecks   befindet  sich   ein  Pimkt, 
der   Mittelpunkt,    von    dem    aus    die   Abstände    sowohl   nach   allen 
Ecken  als  nach  den  Seiten  gleich  sind.    Im  geradlinigen  Dreiecke  be- 
stimmen  die  Geraden,   die  die  Winkel  halbiren,  den  Mittelpunkt,    [ö5 
indem  sie  einander   schneiden.     Nach  dem  Mittelpunkte   eines  sphäri- 
schen Vielecks  laufen  die  Bogen  zusammen,   in  denen  die  Halbiruugs- 
ebenen  der  Winkel  die  Kugelfläche   schneiden.     In  einem  geradlinigen 
Vielecke  zum   Beispiel   erstrecken  sich   die  Geraden  AC  und  SC  [2^4 
(Pig.  55a),   die  die  Winkel   an  den  Punkten  A  und  B  halbiren,  nach 
dem  Mittelpunkte,  indem  sie  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden,  das  an  sich  selbst  angelegt  das  regelmässige  Vieleck 
erzeugt.    Es  ist  klar,  dass  AC  und  BG  einander  jedesmal 
schneiden,  da  jede  von  ihnen  verlängert  den  begraiizten 
ebenen  Fläehenraum  in  zwei  Theile  zerlegt,  die  bei  jeder 
von  beiden  Geraden  kongruent  ausfallen  müssen.   Dasselbe 
ist  von    den    regelmässigen  Vielecken    zu   sagen,   die  aus  den  Bogen 
grösster  Kreise  auf  einer  Kugelfläche  bestehen.    Wenn  daher  bei  einem 
regelmässigen  Vielecke  die  Zahl  der  Seiten  n  ist,  so  muss  am  Mittel- 
punkte jeder  Winkel  zwischen  den  Geraden,  die  von  den  Endpunkten 
einer  Seite  aus  dahin  gezogen  sind,  gleich  2z :  n  sein.    Der  Kreis,  der 
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mit  dem  Abstände  des  Mittelpunktes  von  dem  Endpunkte  einer  Seite 
beschrieben  ist,  wird  folglieh  durch  die  Seheitel  aller  Winkel  gehen, 
der  Kreis  iiher,  der  mit  der  Senkreehten  besehrieben  ist,  oder,  was 
gaua  dasselbe  ist,  mit  dem  Abstände  von  der  Mitte  einer  Seite,  wird 
jede  Seite  in  deren  Mitte  berühren. 


Kapitel  V.  Pe 

Die  Messung  kürperliclier  Winkel  mit  Hälfe  von  Ebenenwinkeln. 

§  68. 

Ein  dreiseitiger  körperlicher  Winkel  ist  gleich  der  halben 
Summe  seiner  Ebenenwinkel  weniger  einen  Rechten. 

Zu  dem  Principe,  das  wir  für  geometrisi^he  Messungen  angenommen 
haben  (§  37),  fügen  wir  noch  ein  neues,  das  ebenso  nothwendig  ist, 
wie  wir  bereits  früher  (§  2)  gelegentlieh  bemerkt  haben.  Zwei 
Grössen  betrachten  wir  als  gleich,  wenn  wir  beide  aus 
gleichen  Theilen,  wenn  auch  in  verschiedener  Anordnung 
zusammensetzen  können.  Demnach  bleibt  dann  nur  Übrig,  die 
Theile  selbst  auszumesseu. 

In  dem  sphärischen  Dreiecke  ABC  (Fig.  66)  sei  jede  Seite  <  ir. 
Wir  halbiren  AB  und  BC  in  den  Punkten  D  und  E  und  legen  durch 
diese  den  Bogen  FDEG.  Das  vom  Punkte 
B  auf  diesen  Bogen  gefällte  Loth  BH  möge 
im  Innern  des  Dreiecks  ABC  verlaufen.  In 
diesem  Falle  müssen  die  von  A  und  C  aus 
auf  denselben  Bogen  gefällten  Lothe  ausser- 
halb des  Dreiecks  ABC  liegen,  indem  sie  ge- 
wisse Dreiecke  AFD,  GEG  bilden,  die  den 
Dreiecken  DBH,  BHE  kongruent  sind.    Wir  j-^g.  m. 

können  uns  davon  überzeugen,  indem  wir  zum 

Beispiel  das  Dreieck  DBH  um  den  Punkt  B  drehen,  bis  BT)  sich  mit 
BA  deckt.  Dann  bewirkt  die  Gleichheit  def  Scheitelwinkel,  dass  die 
Seite  HB  auf  BF  fällt  und  hier  im  Punkte  F  endigt,  weil  der  [67 
Bogen  BE  <  nt  ist  (§  41))  und  es  daher  von  A  aus  auf  den  Bogen 
FB  nur  das  eine  Loth  AF  geben  kann  (§  62).  Stützen  wir  uns 
daher  auf  das  eben  angenommene  Princip,  so  müssen  wir  das  Dreieck 
ABC  seiner  Grösse  nach  als  dem  Vierecke  AFGC  gleich  betrachten. 
Wir  wollen  hierzu  bemerken,  dass  wenn  wir  die  Summe  aller  Winkel 
des  Dreiecks  ABC  mit  S  bezeichnen   im  Vierecke  AFGC  diese  Summe 
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S-\-z  sein  wird,  weil  hier  zu  den  Winkeln  BAC  und  BCA  noch  hin- 
zukommen: FAI>  +  ECG  =  ÄSC  «öd  ausserdem  AFD  +  EGC^n. 
Wenn  das  von  B  auf  DE  gefällte  Loth  in  E  auftrifft  (Fig.  57),  (276 
so  ist  hier  A  BDE  kongruent  dem  A  AFD,  folglich  ist  der  Plikhen- 
inhalt  des  A  AlßC  wieder  derselbe,  wie  der  des  Vierecks  AFEC,  in 
dem  die  Summe  aller  Winkel  abermals  S  -\-  %  beträgt. 


Wenn  das  von  G  aus  auf  DE  gefällte  Loth  GH  ausserhalb  des 
Dreiecks  ABC  verläuft  (Fig.  58),  so  ist  hier,  wie  schon  im  ersten 
Falle,  A  AFD  kongruent  dem  A  BGH,  A  BGF  dem  A  EGH,  folg- 
lich ist  wieder  der  Flächeninhalt  des  Vierecks  AFGB  gleich  dem  des 
A  ABC,  zu  dem  das  A  AFD  hinzugefügt  wird,  das  der  Summe  der 
beiden  weggenommenen  DCE  und  BGE  gleich  ist.  In  dem  Vierecke 
ABGF  ist  wieder  die  Summe  aller  Winkel  gleich  iS'+ar,  weil  mit 
den  Dreiecken  der  Winke!  FAD  anstatt  der  Summe  der  beiden  \ß8 
Winkel  AGB  und  GBG  hinzukommt  und  ausserdem  die  rechten 
Winkel  an  den  Punkten  F  und  G  zugefügt  werden. 

Daher  ist  in  jedem  Falle   der  Flächeninhalt   des  Dreiecks  ABG 
(Fig.  56)   ebenso   gross,  wie   der  Flächeninhalt   des  Vierecks   AFGC, 
das  von  der  Seite  AC<i7t  des  Dreiecks  und 
TOG  den  Lothen  AF  und  GG  begränzt  wird, 
die  von  den  Endpunkten  dieser  Seite  aus  auf 
den    durch    die    Mitten    der    beiden    übrigen 
Seiten  gezogenen  Bogen  gefällt  sind.  In  diesem 
Vierecke  ist  die  Summe  aller  Winkel  um  zwei 
Rechte  grösser  als  die  Winkelsumme  des  Drei- 
ßig. 66.  ecka.     Hieraus  folgt,  dasa  Winkelsumme  und 
Grösse  des  Flächeninhalts  in  allen  Dreiecken 
gleich  gross  ausfallen,  die  über  derselben  Seite  AC-CTt  errichtet  sind, 
während  ihre  Spitze  im  Scheitel  des  dritten  Winkels  jedesmal  von  dem 
Bogen,   der  durch  die  Mitten  der  Schenkel  dieses  dritten  Winkels  ge- 
zogen ist,  gleichen  Abstand  hat. 
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In  dem  gegebenen  Dreiecke  AJiC  (Fig.  59)  ziehen  wir  durch  die 
Punkte  i),  £,  die  in  den  Mitten  der  Seiten  AB,  BC  angenommen 
sind,  den  Bogen  DE  und  zu  diesem  parallel  den  Kreis  BF,  bis  dieser 
einen  Punkt  F  auf  der  nach  derselben  Richtung  verlängerten  Seite 
ACF  trifft.    Alsdann  wird  das  von  „ 

F  aus  auf  den  Bogen  DEG  gefällte 
Loth  FG  dem  Lothe  gleich  sein, 
das  vom  Punkte  B  aus  auf  denselben 
Bogen  gefällt  ist  (§  66),  folgiich 
sind  Flächeninhalt  und  Winkelsumme 
bei  dem  Dreiecke  ABC  ebenso  gross 
wie  bei  dem  Dreiecke,  das  wir  er- 
halten, wenn  wir  F  mit  den  Punkten 
A  und  C  durch  Bogen  verbinden, 
und  zwar  ziehen  wir  dabei  den  ersten 
Bogen  durch  die  Mitte  H  des  Bogens  KG  zwischen  den  darauf  senk- 
rechten Bogen  AK  und  FG.  Jedoch  dieses  letztere  Dreieck  verwandelt 
sich  in  den  Ausschnitt  AHFCA,  da  ja  gleichzeitig  der  Winkel  \6t> 
bei  C  gleich  x  wird.  In  diesem  Ausschnitte  ist  die  Summe  der  beiden 
Winkel  8  —  jt,  folglich  inuss  die  Grösse  des  Dreiecks  ABC  gleich 
\{S  —  ni)  sein. 

In  dem  Dreiecke  sei  die  Summe  aller  Winkel  wieder  gleich  5!, 
jedoch  wollen  wir  darin  eine  Seite  grösser  als  den  halben  Kreis  an- 
nehmen. Indem  wir  diese  Seite  durch  ihre  Ergänzung  zum  Vollkreise 
ersetzen,  bilden  wir  mit  den  beiden  andern  ein  neues  Dreieck;  in  diesem 
ist  daher  die  Summe  der  drei  Winkel  An  —  S  und  die  Grösse  des 
Flächeninhalts,  nämlich  -^(Sji  —  S),  muss  zusammen  mit  der  Grösse  des 
Flächeninhaltes  in  dem  früheren  Dreiecke  a  ausmachen.  Hieraus  finden 
wir  den  Flächeninhalt  des  gegebenen  Dreiecks  wieder  gleich  \{ß — ji). 

Man  beweist  diesen  Satz  gewöhnlich  anders.  Wir  nennen  [277 
A,  B,  C  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  ABC  (Fig.  60),  ver- 
längern in  diesem  die  Seite  AB,  bis  ein  voller 
Kreis  entsteht,  und  sodann  auch  die  beiden 
andern  Seiten  über  ihren  gemeinsamen  Punkt 
C  hinaus,  bis  sie  mit  diesem  Kreise  zusammen- 
treffen. Ausser  dem  gegebenen  Dreiecke,  das  wir 
mit  L  bezeichnen  werden,  entstehen  auf  diese 
Weise  noch  drei  M,  N,  P,  so  dass  die  Summe 
aller:  L-{'M-{-N-\-P='jt  ist.  Indessen  ist: 
L-\-F=C,  L-\-M=A,  L-j-N^-B,  dem- 
nach:   i  =  ^(^ +  _e+ C  — ji). 
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Der  Mangel  dieses  Beweises  liegt  darin,  dass  man  die  Grösse  der 
Dreiecke  voraussetzen  muss,  wiihrend  man  das  Verfahren  zur  Messung 
unbestimmt  lässt,  und  überdies  müsete  in  der  Gleichung:  P-\-  L=C  [70 
an  Stelle  von  P  eigentlich  das  zugehörige  symmetrische  Dreieck  stehen. 
Aus  unserm  Satze  folgt  nunmehr  ganz  von  seibat,  dass  bei  sym- 
metrischen Dreiecken  die  Flächeninhalte  gleich  sind.  Uebrigens  kann 
man  zu  diesem  Schlüsse  auf  einem  andern  Wege  gelangen,  ohne  die 
eigentliche  Grösse  der  Dreiecke  in  Betracht  zu  ziehen. 

Die  Bogen  Ä'D,  B'D,  C'I),  die  in  dem  sphärischen  Dreiecke  ABC 
(Fig.  61)  senkrecht  zu  den  Seiten  von  deren  Mitten  Ä,  B',  C  aus- 
gehen, treffen  einander  in  einem  gemeinsamen  Punkte 
D  in  gleichen  Abständen  Aß,  BD,  CD  von  den 
Ecken.  In  der  That,  wenn  wir  anstatt  des  Dreiecks 
BDA'  das  dazu  symmetrische  nehmen  und  dessen 
Seite  BA'  vpm  Punkte  A'  aus  auf  A'C  legen,  so 
bewirkt  der  in  beiden  Dreiecken  an  DA'  anliegende 
rechte  Winkel,  dass  sich  BD  mit  CD  deckt.  Auf 
'^'  ähnliche  Weise  können  wir  zeigen,  dass  BD  =  AD 

ist,  wenn  die  beiden  Lothe  ÄD  und  CD  einander  in  D  schneiden. 
Nach  demselben  Punkte  hin  muss  auch  das  Loth  B'D  gehen  {§  65). 
So  zerfällt  das  gegebene  Dreieck  ABC  in  die  gleichschenkligen 
ABB,  BDC,  CDA,  denen  im  symmetrischen  dieselben  entsprechen 
Der  Beweis  ändert  sich  auch  in  dem  Falle  nicht,  wenn  der 
Punkt  D  ausserhalb  des  Dreiecks  liegt,  nur  ist  jedoch  zur  Zusammen- 
setzung des  Dreiecks  erforderlich,  dass  man  entweder  das  eine  gleich- 
schenklige Dreieck  von  der  Summe  der  beiden  andern  abzieht,  oder 
umgekehrt  die  Summe  zweier  von  dem  dritten. 


§  69.  [71 

Ein  sphärisches  Vieleck  können  wir  aus  Dreiecken  zusammen- 
setzen, indem  wir  von  einem  beliebig  angenommenen  Punkte  der 
Kugelfläche  aus  aach  allen  Ecken  Bogen  ziehen.  Nach  dieser  Bemer- 
kung ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Grosse  des  Viel- 
ecks von  der  Summe  seiner  Winkel  abhängt. 

Von  dem  irgendwo  im  Innern  des  Vielecks  an- 
genommenen Punkte  A  aus  (Fig.  6:^)  ziehen  wir  die 
Bogen  AB,  AC,  AB,  AE  nach  den  Endpunkten 
der  Seiten  a,  b,  c  des  Vielecks.  Es  kann  vorkommen, 
dass  ein  neu  gezogener  Bogen,  zum  Beispiel  AB, 
zu  dem  früheren  Dreiecke  ABO  ein  andres  ACD 
hinzufügt.    Das  wird  eintreten,  wenn  mit  dem  neuen 
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Bogen  AD  der  Winkel  um  Ä  herum  durch  Hinzufüguiig  von  DAC 
wächst.  Es  kann  ferner  vorkommen,  dass  ein  neu  gezogener  Bogen, 
zum  Beispiel  AB,  von  dem  früheren  Flächeninhalte  das  Dreieck  [378 
AED  wegnimmt.  Das  wird  damit  zusammentreffen,  dass  DAE  von 
dem  Winkel  um  A  herum  abgezogen  wird.  Endlich  deckt  sich  zu- 
weilen der  nach  einer  neuen  Ecke  gezogene  Bogen  mit  dem  vorherigen, 
wie  zum  Beispiel  AE  mit  AF,  dann  kommt  weder  zu  dem  Flächen- 
inhalte des  Vielecks  noch  zu  dem  Winkel  um  A  herum  etwas  hinzu. 
Es  sei  jetzt  n  die  Zahl  der  Seiten  des  Vielecks,  dessen  sämmt- 
liche  Winkel  8  zur  Summe  haben  mögen;  m  sei  die  Zahl  der  Drei- 
ecke, die  addirt  werden  und  M  die  Summe  der  in  ihnen  enthaltenen 
Winkel;  p  sei  die  Zahl  der  abgezogenen  Dreiecke  und  P  die  Summe 
der  zugehörigen  Winkel;  folglich  ist  n  —  m—p  die  Zahl  der  Seiten, 
die  mit  den  von  A  aus  nach  den  Ecken  gezogenen  Bogen  zusammen- 
fallen. Der  Flächeninhalt  aller  Dreiecke,  die  addirt  werden,  muss 
\{M  —  mn)  sein,  ebenso  wird  auch  der  Flächeninhalt  der  abge-  \_72 
zogeneu  ^{F  —  p%)  sein,  demnach  finden  wir  die  Grösse  des  ganzen 
Vielecks : 

i{M-F)-s,(m-,f)K. 

Indessen,  wenn  der  Winkel  um  A  herum  wächst,  so  kommen  zu 
den  Winkeln  des  Vielecks  gewisse  Dreieekswinkel  hinzu,  was  bei  allen 
diesen  Dreiecken  M  ausmacht.    Femer  werden,  sobald  der  Winkel  um 
A  herum   abnimmt,   von  den  Winkeln  des  Vielecks  gewisse  Dreiecks- 
winke! abgezogen,   aber  so,  dass  jedesmal  ^ji  hinzugefügt  wird,   folg- 
lich geht  in  den  Bestand  der  ganzen  Summe   2np  —  P  ein.     Endlich 
wird  jedesmal,  wenn  der  nach  einer  Ecke   gezogene  Bogen   mit  einer 
Seite  zusammenfällt,  zu  den  Winkeln  des  Vielecks  %  hinzugefügt,  im 
Ganzen    also    (w  —  m — p)«,   und  ausserdem    muss   man   den  Winkel 
2k  um   A  herum  abziehen,    der  nicht  zu  den  Winkeln    des  Vielecks 
gehört;  in  diesem  muss  daher  die  Summe  aller  Winkel  sein: 
S==M+2p%  —  F+{n  —  m—p)n^2% 
^M—P+  (K-m+i)  — 2)3r. 
Entnehmen  wir  hieraus  den  Werth  von  M  —  P,  so  erhalten  wir   die 
Grösse  des  sphärischen  Vielecks  gleich: 

i{S  — (m— 2)jt|.  \_73 

Dasselbe  hätten  wir  gefunden,  wenn  wir  den  Punkt  A  ausserhalb 
des  Vielecks  angenommen  hätten  oder  auf  einer  Seite  zwischen  zwei 
Ecken  oder  in  einer  Ecke  seibat.  Im  zweiten  dieser  beiden  Fälle  muss 
man  die  Zahl  der  Dreiecke  um  eins  kleiner  annehmen,  indem  man 
bei  den  Dreiecken  von  der  Gesammtsumme  der  Winkel  den  Winke!  ir 
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abzieht,  der  beim  Punkte  A  auftritt,  aber  dem  Vielecke  nicht  angehört. 
In  den  beiden  audern  Fällen  ist  es  nicht  erforderlich,  die  fiesammt- 
summe  der  Winkel  in  den  Dreiecken  zu  ändern,  aber  wenn  der  Punkt 
ausserhalb  des  Vielecks  angenommen  ist,  so  darf  man  beim  letzten 
Dreiecke  nicht  2;e  zu  tfen  Winkeln  hinzufügen,  weil  hier  zwar  der 
Winkel  um  A  herum  abnimmt,  aber  das  Dreieck  ganz  ausserhalb  des 
Vielecks  liegt.  Wenn  dagegen  der  Punkt  A  in  einer  Ecke  selbst  an- 
genommen ist,  so  muss  man  die  Zahl  der  Dreiecke  um  zwei  kleiner 
ansetzen. 

Daher  kann  ein  körperlicher  Winkel  nicht  entstehen,  [279 
falls  die  Zahl  n  der  Ebenenwinkel  und  die  Summe  S  aller 
dieser  Winke!  so  beschaffen  sind,  dass  S  ■— (n  —  2)ii  keine 
positive  Zahl  wird. 

Das  bis  jetzt  Gesagte  bezieht  sich  auf  Vielecke  mit  einer  einzigen 
Begränzung.  Ist  die  Begränzung  zweifach,  so  verbinden  wir  die  äussere 
mit  der  inneren  durch  eine  Linie  und  dürfen  dann  die  Begränzung  als 
eine  einzige  betrachten,  indem  wir  die  Verbindungslinie  als  Seite  be- 
nutzen, auf  der  wir  von  der  einen  Begränzung  zur  andern  über-  [74 
gehen  und  sodann  wieder  zur  ersten  zurückkehren  müssen.  Daher 
verwandelt  sich  jetzt  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  den  Flächen- 
inhalt die  Zahl  «  in  «  +  2. 

Zu  demselben  Schlüsse  gelangen  wir,  wenn  wir  das  gegebene 
Vieleck  als  die  Differenz  zweier  betrachten.  Es  sei  n'  die  Seitenzahl 
der  äusseren  Begränzung,  n"  die  der  innem;  S'  sei  die  Winkelaumme 
in  dem  grösseren,  S"  die  in  dem  kleineren  Vielecke,  folglich: 

n^n-\-  n",     S  =  S'  +  2n'x  —  S". 
Der  Flächeninhalt  des  grösseren  Vielecks  ist; 

MS'-(n'-2)«l, 
der  des  kleineren: 

l|S"-(»"-2)«l. 

Der  Unterschied  beider  giebt  den  Flächeninhalt  des  Vielecks  mit  zwei- 
facher Begränzung: 

Da  wir  hier  von  der  Zerlegung  sphärischer  Vielecke  in  Dreiecke 
reden,  so  ist  es  angebracht,  zu  bemerken,  dass  die  Zerlegung  gerad-  \75 
liniger  Vielecke  genau  so  geschieht.  Es  können  sogar  sowohl  die 
einen  als  die  andern  in  Dreiecke  zerlegt  werden,  die  alle  addirt  werden. 

Die  Seite  a  eines  beliebig  angenommenen  Winkels  drehen  wir, 
nachdem  wir  sie  wenn  nötbig  verlängert  haben,  nach  der  nächsten  b 
hin  soweit,   bis  wir  irgendwo   in  der  Entfernung  c  von   dem   ; 
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Samen  Punkte  der  Linien  a  und  b  eine  Ecke  treffen.  Ea  kanü  vor- 
kommen, dass  der  Endpunkt  der  Seite  fi  zugleich  eben  die  Ecke  ist, 
die  wir  bei  der  Drehung  der  Linie  a  zuerst  treffen,  dann  ist  also  c 
dasselbe  wie  b.  Jetzt  schneidet  eine  dritte  Linie,  die  die  Endpunkte  der 
beiden  Linien  a  und  c  verbindet,  ein  Dreieck  ab,  innerhalb  dessen 
keine  andern  Ecken  und  Seiten  des  Vielecks  liegen.  Sollten  a  und  b 
der  einen  Begränzung  angehören,  während  die  Linie  c  mit  der  andern 
Begränzung  des  Vielecks  zusammentrifft,  so  brauchen  wir  nach  Weg- 
nahme des  Dreiecks  keinen  Unterschied  mehr  zwischen  den  beiden 
BegrSnzungen  zu  machen  und  diese  vereinigen  sich  solchergestalt  [280 
zu  einer  einzigen.  Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  die  Linie  c  ein 
Vieleck  mit  einer  Begränzung  stets  in  zwei  zerlegt,  deren  jedes  nun- 
mehr weniger  Seiten  enthält  als  das  gegebene.  Fahren  wir  daher  in 
dieser  Weise  fort,  ao  können  wir  schliesslich  das  ganze  Vieleck  in 
Dreiecke  zerlegen.  Setzen  wir  deren  Zahl  gleich  m  und  die  Seitenzahl 
des  Vielecks  gleich  n,  so  sind  in  der  Zahl  Zni  aller  Dreiecksseiten 
nothwendig  die  n  Seiten  des  Vielecks  enthalten,  deren  jede  nur  in 
einem  Dreiecke  auftritt,  während  die  übrigen  Hm  —  n  je  zweien  ge- 
meinsam sind.  Nun  aber  wird  das  Vieleck  mit  nur  einer  Begränzung 
in  m  derartige  Dreiecke  zerlegt,  die  m  —  1  Seiten  gemeinsam  haben  [76 
müssen.     Demnach  ist 

|{3m  — n)  =  m— 1, 
woraus  sich  m  =  w  —  2  ergiebt  als  die  kleinste  Zahl  von  Dreiecken,  in 
die  ein  Vieleck  mit  n  Seiten  zerlegt  werden  kann.  Dagegen  müssen 
bei  dem  Vielecke  mit  zweifacher  Begränzung  m  von  dessen  Dreiecken 
m  gemeinsame  Seiten  haben,  folglich  ist  hier:  3m  —  w  =  2m,  woraus 
tn  =  n  folgt.  Die  Winkel  aller  dieser  Dreiecke  setzen  sich  in  dem 
einen  und  in  dem  andern  Falle  zu  den  Winkeln  des  Vielecks  selbst 
zusammen  und  da  beim  sphärischen  Dreiecke  die  doppelte  Oberfläche 
gleich  der  um  a  verminderten  Winkelsumme  ist,  so  muss  bei  einem 
sphärischen  Vielecke  mit  n  Seiten  in  einer  einzigen  Begränzung  die 
doppelte  Oberfläche  gleich  der  um  {m  — 2)st  verminderten  Summe  aller 
Winkel  sein,  wie  schon  vorhin  gezeigt  worden  ist. 

§  70. 
Die  Seitenflächen  eines  regelmässigen  körperliehen  Winkels 
schneiden  eine  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  der  Scheitel  des  Winkels 
ist,  in  einem  regelmässigen  Vielecke  (§  67).  Axe  dieses  Winkels  ist 
die  vom  Scheite!  aus  durch  den  Mittelpunkt  des  regelmässigen  Viel- 
ecks gezogene  Gerade.  Regelmässiger  Körper  heisst  ein  solcher, 
den  kongruente  regelmässige  Vielecke  begränzen,  indem  jedesmal  gleich 
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viele  von  ihnen  sich  derart  zusam  menschlies  seil,  <iass  sie  regelmässige 
körperliche  Winkel  bilden.  Der  Mittelpunkt  eines  derartigen  Körpers 
steht  von  allen  Ecken  gleich  weit  ab  und  liegt  in  dem  Schnitt-  [77 
punkte  sowohl  der  Axen  als  der  Senkrechten,  die  auf  den  Flächen  in 
deren  Mittelpunkten  errichtet  werden. 

Wir  denken  uns  zwei  benachbarte  Flüchen  Ä  und  B  und  ziehen 
durch  deren  Mittelpunkte  die  geraden  Linien  p  und  q  senkrecht  zu 
den  Ebenen  der  Flächen,  sowie  a  und  b  senkrecht  zu  der  gemeinsamen 
Kante  c  nach  deren  Mitte  (§  5^).  Die  Ebene,  in  der  a  und  b  liegen, 
steht  auf  c  senkrecht  (§  56)  und  ebenso  auf  den  Flächen  A  und  B 
(§  5^)i  ^ie  muss  auch  die  auf  diesen  Flächen  in  deren  Mittelpunkten 
errichteten  Senkrechten  p  und  g  enthalten  (§  59)  und  schneidet  daher 
die  Oberfläche  des  Korpers  in  einem  Vielecke,  indem  sie  entweder  stets 
Kanten  der  Flächen  senkrecht  in  den  Kautenmitten  trifft  oder  ab- 
wechselnd durch  die  Ecke  einer  Fläche  und  dann  wieder  senkrecht 
durch  eine  Kantenmitte  geht.  Der  erste  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  die 
Seitenzahl  der  Flächen  gerade  ist,  der  zweite  dann,  wenn  sie  un-  [281 
gerade  ist.  Im  ersten  Falle  trifft  die  Ebene  durch  die  Senkrechten 
p  und  g,  indem  sie  der  Richtung  der  Linien  a,  h  folgt,  die  Seiten  der 
Flächen  jedesmal  in  gleicher  Weise  und  schneidet  somit  die  Oberfläche 
des  Körpers  in  einem  regelmassigen  Vielecke,  nach  dessen  Mittelpunkte 
die  Geraden  p  und  q  zusammenlaufen  müssen  (§  67).  Ist  dagegen  die 
Seitenzahl  der  Flächen  ungerade,  so  geht  die  Ebene  in  der  Richtung 
der  Linien  a,  h  zuerst  durch  je  eine  Ecke  der  beiden  Flächen  A  und  B, 
also  durch  die  Scheitel  der  zugehörigen  beiden  regelmässigen  körper- 
lichen Winkel  und  durch  die  zugehörigen  Axen,  deren  Spuren  auf  den 
Flächen  hier  die  Winkel  halbiren  und  somit,  weil  sie  sich  nach  dem 
jeweiligen  Mittelpunkte  hin  erstrecken,  die  Verlängerungen  der  Linien 
a,  h  sind.  Die  Ebene  geht  ferner,  sobald  sie  in  die  benachbarte  Fläche 
eintritt,  wieder  durch  deren  Mittelpunkt  und  dann  von  Neuem  senk- 
recht durch  eine  Kantenmitte.  So  entsteht  durch  den  Schnitt  \78 
zwischen  der  Ebene  und  der  Oberfläche  des  Körpers  ein  Vieleck,  in 
dem  alle  Seiten  gleich  sind  und  abwechselnd  unter  zwei  verschiedenen 
Winkeln  zusammen stossen.  Nun  theilt  eine  Gerade,  die  irgend  einen 
dieser  Winkel  lialbirt,  jedesmal  zugleich  das  Vieleck  in  zwei  kon- 
gruente Theiie,  demnach  müssen  diese  Geraden  nothweudig  in  einem 
gemeinsamen  Punkte  zusammentreffen,  wovon  man  sich  leicht  Über- 
zeugen kann,  indem  man  das  Vieleck  mit  den  Schenkeln  gleicher 
Winkel  auf  sich  selbst  legt. 

Nachdem  wir  das  gezeigt  haben,  betrachten  wir  in  dem  Vielecke 
drei  auf  einander  folgende  Seiten  ce,  ß,  y  (^^S-  63).    Auf  diesen  müssen 
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die  Mittelpunkte  der  l'lächeii  in  gleichen  Abständen  von  den  Ecken* 
lifgen,  wie  wir  vorhin  gesehen  kaben.  In  diesen  Mittelpunkten  er- 
richten wir  innerhall)  der  Ebene  des  Vielecks  auf  den  Seiten  c,  ß,  y 
Senkrechte.  Die  auf  «  und  ß  errichteten 
seien  dieselben,  die  wir  bisher  p  und  q 
genannt  haben,  und  die  Senkrechte  zu  der 
dritten  y  werden  wir  r  nennen.  Mit  n  und 
m  wollen  wir  die  Geraden  bezeichnen,  die 
die  Winkel  zwischen  a  und  ß  und  zwischen 
ß  und  y  halbiren.    Die  Senkrechte  q  geht 

daher  von  der  Seite  ß  eines  Dreiecks  aus,  dessen  beide  andre  Seiten 
«  und  m  sind.  Wenn  q  mit  m  zusammentrifft,  so  trifft  die  Senk- 
rechte r  in  demselben  Punkte  damit  zusammen,  weil  die  auf  ß  und  y 
liegenden  Fläch enmittelp unkte  von  dem  ß  und  y  gemeinsamen  Punkte 
gleich  weit  abstehen.  Wenn  dagegen  q  mit  n  zusammentrifft,  so  trifft 
p  in  demselben  Punkte  damit  zusammen,  weil  die  auf  a  und  ß  liegen- 
den Fläch enmittelpunkte  von  dem  a  und  ß  genieiiisamen  Punkte  gleich 
weit  abstehen.  Bis  jetzt  ist  also  sicher,  dass  wir  zwei  benachbarte 
Flächen  finden  können,  bei  denen  die  im  Mittelpunkte  errichteten  [79 
Senkrechten  einander  schneiden. 

Wie  beschaffen  nun  auch  die  beiden  benachbarten  Flächen  seien, 
mögen  sie  eine  Seite  oder  nur  einen  Punkt  gemein  haben,  sie  gehören 
immer  einem  körperlichen  Winkel  an  und  die  auf  ihnen  errichteten 
Senkrechten,  von  denen  jede  mit  der  Äjse  dieses  Winkels  in  einer 
Ebene  liegt,  können  einander  nur  auf  dieser  Äxe  schneiden.  Da  aber 
eine  Fläche  eine  andre  ohne  Unterschied  ersetzt,  während  zugleich  die 
auf  der  einen  errichtete  Senkrechte  die  Stelle  der  Senkrechten  auf  der 
andern  einnimmt,  so  müssen  die  auf  den  Flächen  dieses  körperlichen 
Winkels  errichteten  Senkrechten  überhaupt  alle  nach  einem  Punkte 
zusammenlaufen.  Indem  wir  zwei  Flächen  mit  einer  gemeinsamen 
Seite  beibehalten,  können  wir  zu  einem  andern  körperlichen  Winkel 
Obergehen  und  so  fortfalireu  bis  zum  letzten.  Wir  schliessen  hieraus, 
dasa  alle  in  den  Mitten  der  Seitenflächen  auf  diesen  errichteten  [282 
Senkrechten  in  einem  Punkte  zusammenkommen,  der  auch  ein  gemein- 
samer Punkt  der  Äsen  ist  und  sowohl  von  allen  Flächen  als  auch  von 
allen  Ecken  des  Körpers  gleich  weit  absteht. 

§  71. 
Den  körperlichen  Winkel,  der  am  Mittelpunkte  von  den  durch  die 
Seiten   der  Flächen  gehenden  Ebenen   gebildet  wird,   werden  wir  den 
Centriwinkel    im   Innern    des   regelmässigen   Körpers   nennen. 
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deser  Winkel  muss  daher  immer  ein  genauer  Theil  von  2%  sein. 
Es  sei  n  die  Zahl  der  Flächen,  jede  mit  m  Seiten,  r  sei  die  Zahl,  die 
angiebt,  wie  viele  Flächen  sich  jedesmal  auf  der  Oberfläche  des  regel- 
mässigen Körpers  za  einem  körperlichen  Winkel  zusammenschli essen. 
Den  Werth  des  körperlichen  Winkels  am  Mittelpunkte  finden  wir  aus 
den  zugehörigen  Ebenenwinkelu  [§  69}  und  auf  diese  Weise  erhalten 
wir  die  Gleichung: 

-     =  Y  i  ***    ■   —  '™  —  ^)  '^  1 ) 
die  ergiebt: 

^^>  ^  ^  4  —  (m  —  2)  (r  —  a)  ■ 

Hier  kann  sowohl  die  Zahl  m  der  Seiten  einer  Fläche,  als  die 
Zahl  r,  die  angiebt,  wie  viele  Flächen  sich  jedesmal  zusammenschli  essen, 
nickt  kleiner  als  3  sein.  Andrerseits  darf  n  nicht  negativ  oder  unend- 
lich gross  sein,  folglich  kann  weder  in  noch  r  grösser  als  5  ange- 
nommen werden.  Prüfen  wir  hiernach  die  ganzen  Zahlen  m  und  r 
innerhalb  dieser  Gränzen,  so  finden  wir  alle  Fälle: 


m  =  3,  r  =  3,  n=  4 
)M  =  3,  »-  =  4,  M=  8 
w  =  3,  r  =  5,  n  =  20, 
m  =  4,  »■  =  3,  n=^ 
m  =^5,  r  =  3,  ii  = 


der  Körper  heisst  Vierflach  (Tetraeder) 
„         „  „      Achtflach  (Oktaeder) 

„         „  „      Zwanzigflach  (Ikosaeder) 

„         „  „       Kechsflach  (Hexaeder) 

„         „  „       Zwülfflach  (Dodekaeder), 

Demnach  beträgt  die  Zahl  der  regelmässigen  Körper  nicht  mehr 
als  fünf,  während  die  Zahl  der  regelmässigen  Vielecke  unendlich  gross 
ist.  Bei  den  letzteren  ist  die  Zahl  der  Seiten  ebenso  gross  wie  die 
der  Winkel,  während  bei  den  regelmässigen  Korpern,  abgesehen  [SJ 
vom  Vierflach,  die  Zahl  der  Flächen  von  der  Zahl  der  körperlichen 
Winkel  verschieden  ist.  Es  sei  i  die  Zahl  dieser  Winkel,  dann  muss 
die  Zahl  nin  aller  Bbenenwinkel  in  den  körperlichen  Winkeln  am 
Mittelpunkte  nothwendig  ebenso  gross  sein  wie  die  Zahl  tr  der  Winkel 
um  die  Axen  herum.     Auf  diese  Weise  finden  wir: 

woraus  sieh  als  Zahl  aller  Ecken  ergiebt:  [28;i 


beim  Tetraeder      . 

.     4 

„      Hesaeder      . 

.    8 

„      Oktaeder       . 

.     G 

„     Dodekaeder  . 

.  20 

„      Ikosaeder      . 

.  12 
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§  T2. 
Nehmen  wir  überhaupt  einen  Körper  an,  bei  dem  die  Zahl  der 
Flächen  n  ist,  die  der  körperlichen  Winkel  t  und  die  aller  Kanten  p. 
Es  möge  sich  im  Innern  ein  Punkt  ermitteln  lassen,  nach  dem  man 
Ebenen  durch  die  Seiten  der  Flüchen  legen  kann,  die  die  Oberfläche 
des  Körpers  nicht  zwei  Male  schneiden  und  also  auf  diese  Weise  von 
jeder  Fläche  aus  um  den  gemeinsamen  Punkt  herum  körperliche 
Winkel  bilden,  deren  Summe  folglich  im  Ganzen  2it  beträgt.  Wir 
nennen  cc  die  Zahl  der  Flächen  mit  a  Seiten,  ß  die  Zahl  der  mit  b, 
y  die  Zahl  der  mit  c  Seiten  und  so  fort.     Alsdann  ist: 

n^^  +  ß-\-y-^---  [82 

2i>  =  aa  +  ßb-\-yc-\----. 
Indem  wir  bemerken,  dass  die  Summe  aller  Ebenenwinkel  um  die 
Ecken  des  Körpers  herum  gleich  27tt  ist,  finden  wir  einen  anilern 
Ausdruck  für  die  Summe  der  körperlichen  Winkel  um  den  gemein- 
samen Punkt  im  Innern  des  Körpers  (%  t3y).  Wir  erhalten  so  die 
Gleichung: 

Alt  =  2nt  -  a{a  -  2)^  -  ß{b  -  2)n  -  y(c  -  2),t . 

Hieraus  schliessen  wir  mit  Hülfe  der  Werthe  von  n  und  p: 
(5)  p  =  ,  +  i~2. 

Die  regeiraässigen  Körper  gehören  zu  dem  Falle,  den  wir  hier 
betrachtet  haben.  Bei  ihnen  wissen  wir  bereits,  wie  gross  die  Zahl 
der  Flächen  und  der  körperliehen  Winkel  sein  kaun.  Demnach  finden 
wir  die  Zahl  der  Kanten: 

beim  Tetraeder 
„      Hexaeder 
„      Oktaeder       ...  12 
„      Dodekaeder  ...  30 
„      Ikosaeder      .  .  .  ÜO. 
Die  Abhängigkeit    zwischen    der  Zahl   der  Flächen   und   der    [83 
Zahl  der  Kanten  und  der  körperhchen  Winkel  eines  Körpers  hat  zuerst 
Euier    in    den    Schriften    der   St.  Petersburger    Akademie    von   1758 
bekannt  gemacht;   dann  hat  Legendre  einen   andern  Beweis  ge-   [284 
geben  (Elements  de  Geometrie),   endlich   auch  Herr  Cauchy  (Journal 
de  l'Ecole  Polyteehnique,  Tome  IX,  p.  76).     Jedoch   darf  man  diesen 
Satz    nicht   in    voller  Allgemeinheit  annehmen.     Zum  Beispiel   bilden 
Körper,    bei    denen   Flächen    mit    zweifacher  Begrenzung  vorkommen, 
eine    Ausnahme.     Wenn    die    Oberfläche    des    Körpers    aus    den    sechs 
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vollständigen  Dreiecken:  ÄBG,  ABU,  AGB, 
A'B'C;  A'B'jy,  A'G-D'  besteht  (Fig.  64)  und 
aus  einem  unvollständigen  BGB,  wo  das  aus- 
geschnittene Dreieck  B'C'I)'  die  innere  Begrän- 
zung  bestimmt,  so  erfüllen  hier  die  Zahlen: 
^  =  12,  M  =  7,    i^  S    die   Gleichung  (5)   nicht. 

§  73. 
Um  bei  jedem  Körper  zu  finden,  vrie  die  Zahl 
"  der  Kanten   durch  die  Zahl   der  Flachen  und  der 

körperlichen  Winkel  bestimmt  wird,  müssen  wir 
ein  Vieleck  aus  Dreiecken  zusammensetzen  können  und  ein  Vielflach 
aus  Tetraedern.  So  können  wir  für  Körper,  bei  denen  jede  Fläche 
nur  eine  Begränzung  hat,  unmittelbar  zur  Gleichung  (ü)  gelangen  und 
dann  bei  regelmässigen  Körpern  sogar  zur  Gleichung  (4). 

Ein  geradliniges  Vieleck  wird  io  Dreiecke  zerlegt,  die  um  einen 
Punkt  derselben  Ebene  herum  liegen  und  theils  addirt,  theils  abge- 
zogen werden,  in  der  Weise,  wie  wir  die  Vielecke  auf  der  Kugelfläche 
haben  zusammensetzen  sehen  (§  69),  und  zwar  kann  das  Vieleck  eines 
mit  blos  einer  äusseren  Eegränzung  sein  oder  eines,  das  auch  noch  eine 
innere  Begränzung  hat.  Wir  brauchen  nur  jedesmal  die  letztere  [84 
mit  der  äusseren  zu  verbinden  und  die  Verbind ungs geraden  als  zu- 
sammenfallende Seiten  desselben  Vielecks  zu  betrachten  (§  69). 

Ebenso  wie  man  ein  Vieleck  in  Dreiecke  zerlegt,  zerlegt  man  alle 
vielflUchigen  Körper  in  Tetraeder.  Nehmen  wir  einen  Körper  mit  nur 
einer  äusseren  Begränzung,  die  in  Dreiecke  zerlegt  sei.  Wir  legen 
durch  deren  Seiten  Ebenen  nach  einem,  irgendwo  angenommenen 
Punkte  und  bilden  so  um  diesen  Punkt  herum  körperliche  Winkel  und 
nait  den  Dreiecken  auf  der  Oberfläche  Tetraeder,  die  zusammengefügt 
ebenfalls  den  Körper  erzeugen,  gerade  so  wie  die  Dreiecke  dessen 
Oberfläche  liefern.  Hat  man  eine  Fläche  durch  lauter  von  einem 
Punkte  derselben  Ebene  nach  den  Ecken  gezogenen  Gerade  in  Drei- 
ecke zerlegt,  so  werden  die  Tetraeder  gleichzeitig  mit  den  Dreiecken 
durch  Addition  und  Subtraktion  zusammengefügt,  so  dass  jedesmal, 
wenn  der  geradlinige  Winkel  um  jenen  Punkt  der  Ebene  herum  wächst, 
auch  der  Ebenenwinkel  um  die  Gerade  herum  zunimmt,  die  den  ge- 
meinsamen Punkt  der  Dreiecke  mit  dem  gemeinsamen  Punkte  der 
Tetraeder  verbindet.  Wie  daher  in  der  Ebene  die  Fläche  aus  den 
Dreiecken  entsteht,  ao  verbinden  sich  auch  die  Tetraeder  zu  einem 
Körper,  den  man  Pyramide  nennt  und  bei  dem  sich  gewisse  Drei- 
ecke, die  Seiten,  in  einem  Punkte,  der  Spitze,  zusammenachliessen, 
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■während  sie  ausserdem  alleaii  die  übrig  bleibende  Flache,  die  Grund- 
fläclie,  anstossen.  Das  Tetraeder  selbst  gehört  zu  den  Pyramiden  und 
heisst  dreiseitig,  während  die  übrigen  Pyramiden  nach  der  Zahl  [So 
ihrer  Seiten:  vierseitig,  fünfaeitig  sind  und  so  weiter. 

Sind  nunmehr  die  Pyramiden  gebildet,  so  folgt  ihre  Zu-  [385 
sammeni'ügung,  die  den  gegebenen  Körper  erzeugen  muss.  Es  ist 
klar,  dass  die  Pyramiden  hier  zu  addiren  oder  zu  subtrahiren  sind, 
jenachdem  die  körperliehen  Winkel  an  der  Spitze  wachsen  oder  ab- 
nehmen. Hieraus  schliessen  wir:  Bin  Körper  mit  ebenen  Seiten- 
flächen entsteht  durch  Zusammenfügung  dreiseitiger  Pyra- 
miden, die  um  ihre  gemeinsame  Spitze  herum  liegen,  und  zwar  ent- 
steht er  in  der  Weise,  dass  jede  zur  Figur  der  früheren  Pyramiden 
neu  hinzugefugte  Pyramide  eine,  zwei  oder  drei  Seiten  dieser  Pyra- 
miden bedeckt,  während  sich  ihre  Grundfläche  an  eine  Ebene  anlegt, 
auf  der  ihr  Dreieck  mit  einer,  mit  zwei  oder  mit  allen  Seiten  an  die 
Figur  der  vorhergehenden  anatijsst. 

Wir  können  sogar  das  Vielflach  in  lauter  solche  Pyramiden  zer- 
legen, die  addirt  werden,  ähnlich  wie  es  sich  bei  der  Zerlegung  eines 
Vielecks  im  Dreiecke  verhält  {§  69).  Indem  wir  nämlich  mit  irgend 
einem  ebenen  Winkel  beginnen,  müssen  wir  dessen  eine  Fläche  nach  der 
andern  hin  drehen,  bis  wir  eine  Ecke  treffen;  diese  wählen  wir  zur 
Spitze  und  die  Fläche  selbst  in  ihrer  frühereu  Lage  zur  Grundfläche 
und  sondern  auf  diese  Weise  bereits  eine  Pyramide  ab.  Indem  wir 
so  fortfahren,  zerlegen  wir  zuletzt  überhaupt  den  ganzen  Körper  in 
Pyramiden,  die,  wenn  ihre  Grundflächen  in  Dreiecke  zerlegt  werden, 
zugleich  selbst  ni)ch  in  dreiseitige  zerfallen. 

Wir  bezeichnen  die  Zahl  der  Flächen  mit  n,  die  der  Kanten  mit 
p  und  die  der  körperliehen  Winkel  mit  t,  indem  wir  hier  unter  den 
Flächen  alle  Dreiecke  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  verstehen,  fse 
keines  ausgenommen,  unter  den  Kanten  alle  Seiten  dieser  Dreiecke  und 
unter  den  körperhchen  Winkeln  alle  die,  die  durch  Zusammenfügung 
von  Dreiecken  um  einen  Punkt  herum  entstehen.  Ferner  lassen  wir 
in  jedem  einzelnen  Falle  nur  dann  eine  Verminderung  der  Zahlen 
n,  p,  t  zu,  wenn  sie  eine  nothwendige  Folge  davon  ist,  dass  Seiten 
einer  Pyramide  bedeckt  werden. 

Wenn  wir  jetzt  eine  neue  Pyramide  mit  einer  ihrer  Seiten  hinzu- 
fügen, so  wächst  die  Zahl  n  der  Flächen  um  zwei,  die  Zahl  t  der 
körperliehen  Winkel  um  Eins,  die  Zahl  p  der  Kanten  um  drei,  folglich 
bleibt  p  —  n  —  t  dasselbe.  Wenn  wir  die  Pyramide  mit  zweien 
ihrer  Seiten  zugleich  hinzufügen,  so  ändern  sich  «,  (  und  p  nicht. 
Wenn  wir  endlich  die  Pyramide  mit  allen  ihren  drei  Seiten  hiozufügeu, 
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SO  verwandeln  sieh  n,  t,  p  in  n  —  2,  t  —  1,  p  —  3,  so  dass  p  —  n — ■( 
wieder  die  alte  Zahl  ist.  Da  diese  Differenz  j)  —  n  —  t  bei  Hinzufiigung 
einer  Pyramide  konstant  bleibt,  darf  sie  sich  infolgedessen  auch  bei 
Wegnahme  von  Pyramiden  nicht  andern.  Beim  Tetraeder  finden  wir 
diese  Differenz  gleich  —  2,  demnach  müssen  wir  nunmehr  überhaupt 
bei  allen  Körpern  mit  dreieckigen  Flüchen  p  —  n  —  i=  —  2  annehmen. 

Es  bleibt  noch  die  Zusammenfügung  mehrerer  Dreiecke  zu  einer 
Fläche  zu  betrachten.  Wenn  die  beiden  Dreiecke  einer  Ebene  angehören, 
so  gehen  die  Zahlen  n  und  p  in  n  —  1  und  p  —  1  über,  während 
sich  die  Zahl  t  nicht  ändert.  Ueberhaupt  bleibt  die  Zahl  (  der  körper- 
lichen Winkel  immer  ungeändert,  wenn  mehrere  benachbarte  Dreiecke 
in  einer  Ebene  vorkommen,  während  n  und  p  um  gleichviel  abnehmen. 
Wenn  dagegen  in  Dreiecke  um  einen  Punkt  herum  zusammen  eine  [87 
Fläche  bilden,  so  verwandeln  sich  die  Zahlen:  n,  t,  p  in:  n  —  m-\-\, 
t — 1,  ^  —  Mi.  Wenn  endlich  m  Dreiecke  auf  einer  Ebene  ein  [286 
Vieleck  mit  zweifacher  Begränzung  bilden,  so  verwandeln  sich  die 
Zahlen  n,  t,  p  diesmal  in:  n  —  »t  -{-  1,  t,  p  —  m. 

Daher  ist  die  Gleichung  (5)  für  jeden  Körper  richtig,  sobald  dieser 
keine  Fläche  mit  zweifacher  Begränzung  enthält,  oder  wenn  er  nicht 
aus  zwei  Körpern  besteht,  die  einander  nur  in  Ecken  und  Kanten 
berühren. 

Fügen  wir  zu  der  Gleichung  (5)  die  andre  (§  71): 

hinzu  und  bemerken  wir  überdies,  dass  bei  einem  regelmässigen  Körper 
2p  ^  nm  ist,  so  finden  wir  leicht  die  Gleichung  (4)  wieder. 

§  74. 
Summe    zweier  Winkel    eines    sphärischen    Dreiecks 
ets    zugleich    mit    der    Summe   der   beiden    gegenüber- 
liegenden Seiten:  >  ir,  =  jr,  <  jt. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  65)  sei  die  Seiten- 
summe: AB -^  AG  =  St.  Wir  verlängern  die  Seiten 
über  die  beiden  Punkte  B  und  C  hinaus,  bis  sie  von 
Neuem  in  A'  zusammentreffen.  Auf  diese  Weise  ent- 
steht ein  andres  Dreieck  A'BC,  dessen  Seiten  denen 
des  früheren  gleich  sind,  nämüch  die  Seite  BG  ist 
beiden  gemeinsam,  und  ferner  ist  ÄB'^AC,  [88 
A-C  =  AB  (§.53).  Die  Dreiecke  ABC  und  A'BC 
sind  kongruent,  wovon  wir  uns  überzeugen  können, 
indem  wir  das  eine  mit  den  gleichen  Winkeln  an 
den  Punkten  A  und  A'  auf  das  andre  legen.    Hieraus 


D 
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folgt,    dass    die    beiden    Winkel   ÄCB  und    A'BC    gleich    sind,    und 
sodann : 

L  AGB  +  L  ABC  =  L  A'BC  +  L  ÄBG=n. 

Statt  des  Punktes  B  aehmen  wir  einen  andern  B'  auf  derselben 
Seite  AB,  aber  näher  an  A.     So  entsteht  ein  Dreieck  AB'C,  in  dem 
AC  -\-  AB'  <^jc  ist,  und  man  findet  die  Winkelsumme : 
ACB'  +  AB'  C  =  ACB  —  BGB'  +  jr  —  BB'C 

=  2jt  —  ABC  -  BGB'  —  BB'C  <  w  (§  68). 
Auf  dem  Bogen  AGA'  nehmen  wir  eimm  Punkt  C',  näher  an  A, 
als  G  es  ist.    So  entsteht  ein  Dreieck  ABC,  in  dem  die  Seitensumme 
AB  -{-  AC  >  JE  ist.    Die  Summe  der  gegenüberliegenden  Winkel  ist: 
.  ACB  +  ABC  =  AC B  -\-  ABC -\-  GBC 

=  ACB  +  BGC  +  GBC  >  re  (§  68j. 
Hieraus  folgt: 

Im  sphärischen  Dreiecke  ist  der  durch  Verlängerung 
einer  Seite  entstehende  Aussenwinkel  grösser  als  ein  innerer 
[der  nicht  sein  Nebenwinkel  ist]  oder  gleich  diesem  oder 
kleiner,  jenaebdem  die  Summe  der  beiden  ihnen  nicht  ge- 
meinsamen Seiten  <  jt,  ^  re,  >  a  ist. 

In   dem   Dreiecke  ABC  (Fig.  66)   sei   BB  die  Verlängerung  der 
Seite  BC   über   den    Punkt  B   hinaus.     So    entstellt   der  Winkel 
ABB  >  AGB,    wenn    AB -\' AC  <  :!c; 
ABB  =  ACB,   wenn   AB  +  AC  ^  %; 
ABB  <  ACB,   wenn   AB-\-  AC>  -it. 
Auch  ist 

ABD>BAC,    wenn    AC -\- BC  <  n,  [89 
ABB^BAC,    wenn    AG-\-BC=n, 
ABB<BAG,    wenn    AC-j-BO  x. 
Wenn     in     einem     sphärischen     [287 
Dreiecke   die   Summe   von   je   zwei    Seiten   <  jt   ist,    so    kann 
darin    nur    ein    rechter    oder   stumpfer   Winkel    vorkommen. 
Zum  Beispiel   verhält   es   sich  so   bei  den  Dreiecken,   bei   denen  jede 
Seite  kleiner  als  ^x  ist. 

I  75. 

Wenn  in  einem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  eine 
Kathete  <  jt  ist,  so  ist  die  andre  zugleich  mit  dem  gegen- 
überliegenden Winkel  >^3E,  =^3i,  <\^- 

Es  sei  in  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  67)  die  Seite  ÄB<7t  und 
die  an  ihr  liegenden  Winkel    GAB   und    CBA    Rechte,    folglich   die 


dby  Google 


148 


Neue  Anfangsgründe. 


).  V,  §  75—78.     K.  G.  g. 


beiden  andern  Seiten:  AC=^n,  BC  =  ^it  (§59).  Wird  der  Bogen 
ÄC  nach  AS  hin  gedreht,  so  kann  er,  solange  er  von  demselben 
^.  Punkte  A   ausgeht,    die   Seite  AB   nicht    schneiden, 

ohne  vorher  den  Bogen  BC  irgendwo  in  C  zu  treffen. 
Wird  er  nach  der  andern  Seite  gedreht,  so  schneidet 
er  die  Verlängerung  des  Bogens  BC  irgendwo  in  C", 
bevor  er  die  Verlängerung  des  Bogens  AB  erreicht. 
Daher  ist  in  dem  Dreiecke  ABC  die  Seite  BC  zu- 
gleich mit  dem  gegenüberliegenden  Winke!  'C\'!c;  in 
dem  Dreiecke  ABC  ist  die  Seite  BC=\%,  während 
der  gegenüberliegende  Winkel  CAB  =  i^T(  ist;  in  dem 
Dreiecke  ABC"  ist  die  Seite  BC"  ">  \%,  während  der  gegenüber- 
liegende Winkel  BAC  >^7t  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  ein  Loth,  das  <  ^%  ist,  auf  die  Seite'fPo 
des  spitzen  Winkels  fällt,  ein  Loth,  das  >  \7C  ist,  in  die 
Oeffnung  des  stumpfen. 

§  76. 
Im   sphärischen   Dreiecke   liegt  der   grösseren   Seite   der 
grössere  oder  der  kleinere  Winkel  gegenüber,  jenachdem  die 
dritte  Seite  <  je  oder  >  Jt  ist. 


Wir 

den  Winkeln   A, 


B,  C 


die  Seiten  des  Dreiecks  (Fig.  68)  gegenüber 
und   setzen:   c  >  n,   &  <  w   voraus.     Wir   ver- 
längern b  und  c  über  die  Ecken  B  und  C 
hinaus,  bis  sie  in  dem  Punkte  A'  zusammen- 
treffen.   So  entsteht  ein  Dreieck  ABC,  in 
■''    dem  die  Summe  zweier  Seiten: 
a  +  ji-  e<3r 
ist,  folglich  ist  der  Winke!:  BA'C^A<C 
(§  74). 
Wenn  dagegen  die  Seite  b  >  a  ist,  so  ersetzen  wir  sie  durch  ihre 
Ergänzung  zu  einem  vollen  Kreise   und  erhalten  dadurch   ein  Dreieck, 
in  dem  den  Seiten  a  und  c  die  Winke!  a  —  A  und  je  —  C  gegenüber- 
liegen und  die  dritte  Seite:  2%  ^h  <%  ist,  also  ist:  w  ~C>  %  —  A, 
woraus :  ^4  >  C  folgt. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  versteht  sich  hier  bereits  ganz  von 
selbst  Im  sphärischen  Dreiecke  liegt  dem  grösseren  Winkel 
die  grössere  Seite  gegenüber,  wenn  überdies  die  dritte  Seite 
<  IC  ist,  erstens  deshalb,  weil  Ungleichheit  der  Seiten  mit  Ungleichheit 
der  Winkel  verbunden  sein  nauss  (§  (i4)  und  ferner  deshalb,  weil  jede 
andre  Annahme  dem  vorhin  Bewiesenen  widerspräche. 
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§  77.  [91 

Im    sphärischen    Dreiecke    ist   die   Summe    zweier   Seiten 

grösser  als  die  dritte,  wenn  diese  selbst  kleiner  als  x  ist. 
In   dem    Dreiecke    ABC   (Fig.  69)    nennen    wir   die    den   Ecken 

A,  B,  C  gegenüberliegenden  Seiten  a,  h,  c  und  setzen  überdies  b  <7t 

voraus,  folglich  auch  den  Winkel  B<ä  (§  46),   Wir 

verlängern  a  über  C  hinaus,  bis  die  Verlängerung  [288 

CC  gleich  h  wird.     So  entsteht  ein  Dreieck  AGC, 

in  dem  die  den  Seiten  h  gegenüberliegenden  Winkel 

CAC/    und   AC'C   gleich    sind   (§  04),    folglich    ist 

der  Winkel  BAC''>BG'A;  sodann  ist  in  dem  Drei- 
ecke ABC  die  Seite  AC <%  (§  46)  und  daher  die 

Seite  BC  >  AB  (§  76),  oder  a  -f-  6  >  c. 

Da    auf    der   KugelfiUche    der    Abstand    zweier 

Punkte,    die    nicht    in    den    Endpunkten    desselben  pig  «n. 

Durchmessers   angenommen  sind,  kleiner  ist  als  ein 

Halbkreis,  so   müssen   wir,  indem   wir  den  Bogen   immer  durch  zwei 

andre    zwischen    denselben    Punkten    ersetzen,    schliessen,    dass    der 

Bogen  eines  grössten  Kreises  den  kleinsten  Abstand  zwischen 

zwei  Punkten  einer  Kugelfläche  darstellt. 

§  78. 
Eine  auf  einer  Kugelfläche  gezogene  Senkrechte  ergiebt, 
wenn   sie   kleiner    ist    als    ^n,   den    kürzesten  Abstand    eines 
Punktes   von  einem  Kreise,  so  dass  jeder  andre  Bogen  zwi- 


nt,    die 


achen   dem    Punkte    und    dem   Kreise 
näher   er   der   gegenüberliegenden    Senkrechten    kon 
den    grössten    Abstand    von    dem    Kreise    misst    und 
>  JjT  ist. 

Es  sei  ABC  ein  Halbkreis  {Fig.  70),  [93 
auf  dem  noch  ein  andrer  halber  Kreis  CDA 
senkrecht  steht,  so  dass  ein  Theil  DA  von 
diesem  <  ^w  ist,  der  andre  CD>^z.  Den 
Endpunkt  der  Senkrechten  DA  verbinden  wir 
mit  irgend   einem  Punkte  B   auf   dem   ersten  ^,^ 

Halbkreise  durch  den  Bogen  DB.    So  entsteht 

ein  rechtwinkliges  Dreieck  DBA,  in  dem  die  Seite  BA<,%,  J.i)<,Jj!r 
ist,  also  der  Winkel  DBA  <\7i  {%  75),  folglich  die  Seite  DB>DA 
(§  7G).  Wenn  wir  jetzt  auf  demselben  Halbkreise  ABC  einen  andern 
Punkt  B'  nehmen,  der  aber  von  A  weiter  entfernt  ist  als  B,  so  ent- 
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steht  ein  Dreieck  BI)B',  in  dem  der  Winkel  DBB'  >  \7C  und 
DB'B<\-it  ist,  folglich  B'D>B1).  Auf  diese  Weise  wuchst  der 
Bogen  BD,  während  er  von  A  aus  auf  dem  Kreise  his  zum  gegen- 
überliegenden Punkte  C  vorrückt,  dessen  Abstand  CD  von  dem  Punkte 
D  am  grössten  ist  und  auf  dem  Kreise  CBA  senkrecht  steht. 

Dieser  Satz  ist  unmittelbar  in  einem  von  denen  enthalten,  die 
früher  (§  66)  bewiesen  worden  sind;  hier  aber  können  wir  noch  einen 
neuen  hinzufügen: 

Der  kürzeste  Abstand  von  einem  Kreise  ist  zugleich  der 
kleinste  Winkel,  den  ein  von  einem  gegebenen  Punkte  aus 
gezogener  Bogen  mit  dem  Kreise  bildet. 

_  Es   möge  der  auf  DA  senkrechte  Bogen 

DB"    den    Kreis   ABO    in    dem    Punkte   B" 

treffen;   dann  ist:  DB"=\it,   AB"^\Tt  und 

also    der  Winkel   I)B"A    gleich    dem    Bogen 

AD  (§  43).    Jetzt  ist  in  dem  Dreiecke  DBB" 

die  Seitensumme:  DB-\- DB" <ix,  folglich  der 

'mg.w.  Winkel  DBA>DB"A   (§  74),     In   dem    [93 

Dreiecke  I>B"B'  ist  dagegen  DB'  -\-  DB">n, 

folglich  der  Winkel  DB"A  <  DB'A  (§  74). 

Hieraus  folgt: 

Wenn  in  einem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  die 
eine  Kathete  <^3r  ist,  so  ist  die  andre  stets  gleichzeitig  mit 
der  Hypotenuse  <iJt,  =^jr,  >  ^x-  Wenn  dagegen  die  eine 
Kathete  >^jr  ist,  so  ist  die  andre  entweder  kleiner  als  ^x, 
wenn  die  Hypotenuse  >^n  ist,  oder  gleich  ^je  zugleich  mit 
der  Hypotenuse,  oder  endlich  grösser  als  ^re,  wenn  die  Hypo- 
tenuse <  \it  ist. 

In  dem  Dreiecke  DB'A  ist  die  Kathete  DA  <i^it,  die  andre 
AB'  >  -Jff,  die  Hypotenuse  DB'  >  iit.  In  dem  Dreiecke  DCB'  [289 
ist  die  Kathete  DC'^^tc,  die  andre  CB''C^n,  die  Hypotenuse 
DB'  >  \it  und  so  fort, 

§  79. 
Wenn  in  einem  sphärischen  Dreiecke  jede  Seite  kleiner 
ist  als  der  halbe  Kreis,  so  kann  man  ein  Dreieck  konstruiren, 
in  dem  die  Seiten  gleich  sind  den  Ergänzungen  der  Winkel 
des  gegebenen  zu  einem  halben  Kreise  und  umgekehrt  die 
Winkel  gleich  sind  den  Ergänzungen  der  Seiten  des  ge- 
gebenen. 

Der  Satz  besteht  darin,  dass,  wenn  «<«,  h-C^t,  c<3E  die  Seiten 
eines   Dreiecks  sind,  A,  B,  C   die  ihnen   gegenüberliegenden  Winkel, 
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ein  Dreieck  koustruirt  werden  kann,  in  dem  it  ■ —  A,  n  —  jß,  ä  —  C 
die  Seiten  nnd  re  —  a,  re  —  &,  ir  —  c  die  gegenüberliegenden  Winkel  sind. 

Wir  wollen  bemerken,  dass  wir,  sobald  ein  Dreieck  aus  den  Seiben 
Ä,  B,  %  —  C  mit  den  gegenüberliegenden  Winkeln  a,  h,  it  ■ —  c  ]ßi 
konstruirt  ist,  nur  noch  die  Seiten  Ä  und  B  über  die  Seite  ir  —  c 
hinüber  zu  verlängern  brauchen,  bis  sie  mit  einander  zusammentreffen, 
um  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  %  ~  A,  Jt  —  B,  it  —  C  und  den"  gegen- 
überliegenden Winkeln  -n  —  a,  %  —  h,  %  —  c  zu  erhalten.  Von  diesem 
letzteren  Dreiecke  gelangen  wir  umgekehrt  zu  Dreiecken  entweder  mit 
den  Seiten  ji,  ir  ■ —  B,  C  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln  a,n  —  h,c 
oder  mit  den  Seiten  7t  ~A,  B,  C  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln 
m  —  a,  i,  c. 

Setzen  wir  zunächst  C  =  |rt,  a<.\%,  6<-|-Jt  voraus,  so  dass 
also  auch  c<^jr  ist  (§  78).  Wir  verlängern  a  und  c  über  h  hinüber, 
bis  die  Veriiingerungen  gleich  ^n  —  a  und  \n  —  e  werden  (Fig.  71), 
und  verbinden  deren  End- 
punkte durch  den  Bogen 
B.  Jetzt  verlängern  wir 
die  Bogen  h  und  B  über 
die  Seite  |«  —  c  hinüber, 
bis  sie  einander  treffen. 
Hier  entsteht  ein  recht- 
winkliges Dreieck  mit  der 
Hypotenuse  \a  —  6,  den 
Katheten  \x^c,  \% — B 
imd  den  gegenüberliegen- 
den Winkeln  \z  —  a,A. 
In  diesem  Dreiecke  ver- 
längern wir  die  Seiten  *"'^'  " 
^n  —  li  und  \'Jt  —  c  über  die  Seite  ^x  —  B  hinüber,  machen  die 
Verlängerungen  gleich  h  und  e  und  verbinden  deren  Endpunkte  durch 
den  Bogen  A,  den  wir  zugleich  mit  der  Seite  \n  —  B  über  6  hinüber 
soweit  verlängern,  bis  beide  zusammentreffend  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
mit  der  Hypotenuse  B,  den  Katheten  h,  ^7t  —  A  und  den  gegenüber- 
liegenden Winkeln  c,  \a  —  a  bilden.  Es  ist  nicht  nöthig,  auf  die 
Richtung  Gewicht  zu  legen,  in  der  die  Seiten  hier  auf  einander  folgen, 
weil  sich  die  Itichtung  stets  in  die  entgegengesetzte  verwandelt,  [95 
wenn  das  Dreieck  in  ein  dazu  symmetrisches  übergeht  (§  44). 

Es  sei  überhaupt  a<^ic,  h<\%,  c<.it  (Fig.  72).  In  einem 
solchen  Dreiecke  müssen  sich  zwei  spitze  Winkel  befinden  (§  74),  zum 
Beispiel  A  und  B,  die  es  im  Falle  c'>a,  >fi  sogar  nothwendig  sind. 
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Von  der  Ecke  G  aus  fällen  wir  tlas  Lofcli  jj  <  ^jt  auf  die  Seite  c,  die  auf 
diese  Weise  in  zwei  Theile  zerlegt  wird:  x  unterhalb  a,  c  —  x  unter- 
halb h  (§  75),   gegenüber  den  Theilen  X  und  C—  X  des  Winkels  C. 
Bemerken    wir    überdies,    dass 
hier  x<\n,  c  -  x<_\n  (§  78) 
und  auch  X<^jr,  C~—X.<i\n 
\  75).    Gestützt  auf  das  zuvor 
Bewiesene  können  wir  zwei  recht- 
winklige  Dreiecke  konstruiren: 
Fig.  12.  das  eine  mit  den  Katheten  [280 

p,  \n-  —  X,  den  gegenüberliegen- 
den Winkeln  a,  \x  —  x  und  der  Hypotenuse  B,  das  andre  init  den 
Kathete]!  p,  \7i  —  C-|-X,  den  gegenüberliegenden  Winkeln  h,  \%^-c-\-x 
und  der  Hypotenuse  A.  Legen  wir  das  eine  Dreieck  mit  der  Kathete 
p  an  das  andre,  so  erhalten  wir  eines,  in  dem  A,  B,^  —  C  die  Seiten 
sind  und  a,h,%  —  c  die  gegenüberliegenden  Winkel.  Von  diesem  Drei- 
ecke gelangen  wir,  wie  wir  vorhin  bemerkt  haben,  zu  einem  andern, 
das  die  Seiten  %  —  A,  x  —  B,  n  —  Ü  und  die  gegenüberliegenden 
Winkel  sr  —  a,  %  —  h,  x  —  c  besitzt,  und  ebenso  können  wir  auch 
Dreiecke  mit  den  Seiten  A,  %  —  B,  C  und  den  Winkeln  a,  n  —  Ö,  c 
oder  mit  den  Seiten  je  —  A,B,C  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln 
a  —  a,  b,  c  konstruiren,  so  dass  wir  alle  hier  neu  konstruirten  Drei- 
ecke zulassen  müssen,  sobald  sich  in  dem  gegebenen  zwei  Seiten  [9fi 
befinden,  die  beide  <  ^  jt  sind,  wofern  nur  die  dritte  <  %  ist. 

Es  sei  a  =  \x,  6<3E,  c  =  ^3r,   folglich  A=^\n,  6'=  Ja,  B^b. 
Indem  wir  a  und  b  über  c  hinüber   bis   zu   ihrem  Durchschnitte  ver- 


längern, erhalten 
und  den  gegenüberl 


hier  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  ^jr,  -^jr,  %  —  B 
egenden  Winkeln:   ^-x,  J  re,  ir  —  b.     Der  Satz  be- 


stätigt sich  demgemäss  in  diesem  Falle. 

Es  sei  a  =  |n,  b  <  ^Jt,  c  >  ^-jr,  <  n.  Auf  die  Seite  c  legen  wir 
von  der  Ecke  B  aus  den 
Bogen  ^31  (Fig.  73),  dessen 
Endpunkt  wir  mit  der  Ecke 
C  verbinden.  So  entsteht 
ein  Dreieck  mit  den  Seiten 
•,BfC  —  \n  und  den  gegen- 
überliegenden Winkeln  ^jr, 
A,  C  —  ^n.  Ueberdies  ist 
hier  c  — |w<-^3r,  B<^a, 
75),  folglich  kann  auch  ein  rechtwinkliges  Dreieck  bestehen, 
io  dem  Ä  die  Hypotenuse,  B  und  je  —  G  die  Katheten   und   b   und 


A<^«i 
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X  —  c  die  gegenüberliegenden  Winkel  sind.  Indem  wir  A  und  B  über 
X  ^  C  hinüber  bis  zum  Durchschnitte  verlängern,  erhalten  wir  ein 
Dreieck  mit  den  Seiten  w  —  A,  %  —  H,  «  —  C  und  den  gegenüber- 
liegenden Winkeln  ^jr,  Jt  —  h,  n  —  c. 

Es  sei  CS  > -^re,  <  Jt;  i  <  st;  c>-^3r,  <  sr.  Wir  verlängern  a  und 
c  über  6  hinüber,  bis  sie  einander  achneiden.  So  entsteht  ein  Dreieck 
{Fig.  74)  mit  den  Seiten  %  —  a<i\%,'b  <in,  ■!t~~c<_\%  und  den 
gegenüberliegenden  Winkeln  %  —  A,B,%  —  C  Von  diesem 
Dreiecke  können  wir  daher  zu  einem  andern  mit  den  \Q7 
Seiten  ^1,31  —  5,  G  und  den  gegen  Üb  erUegenden  Winkeln 
a,  X  —  h,  c  übergehen  und  sodann  zu  einem  Dreiecke  mit 
den  Seiten  n  —  A,  %  —  H,  tc  —  C  und  den  gegenüber- 
liegenden Winkeln  n  —  a,  %  —  h,  %  —  c. 

So   ist   der   Satz   in  allen  Fällen  bewiesen,  wenn  die 
Seiten  a,  b,  c  säramtlich  <  jt  sind.     Hieraiis  ist  leicht  zu 
schliessen,  daas  in  einem  solchen  Dreiecke  die  Summe        *''8- 
aller    Seiten    stets   kleiner   ist   als    der    volle   Kreis   {§  t 


§  80. 

Der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  stets 
kleiner  als  die  kleinste  Seite,  sobald  die  Summe  je  zweier 
Seiten  kleiner  ist  als  der  halbe  Kreis. 

In  dem  Dreiecke  ABO  (Pig-  75)  sei  von  den  drei  Seiten  a,  h,  c, 
wenn  sie  ungleich  sind,  c  die  grösste,  a  die  kleinste  oder  überhaupt  c 
nicht  kleiner,  a  nicht  grösser  als  die 
andern;  ausserdem  sei  die  Summe  [231 
von  je  zweien  <  sr  und  folghch  den 
Seiten  a,  i  gegenüber  die  Winkel  A,  B 
spitz  (I  74).  Das  von  der  Ecke  C  auf 
die  Seite  c  gefällte  Loth  p  ist  kleiner 
als   -^JT  (§  75)   und    zerlegt   c   in   zwei     "*  "^^    j^ 

Theile:  x  unterhalb  b,  c  —  x  unterhalb  a 

(§  75);  ferner  sind  b  und  x,  sowie  a  und  c  —  x  sämmtlich  kleiner 
als  der  Viertelkreis,  endlich  ist  a>p  (g  78).  Die  beiden  halben 
Kreise  A'ABB'  und  A'CB',  die  auf  p  in  dessen  Endpunkten  senk- 
recht stehen,  begränzen  einen  Ausschnitt,  dessen  Flächeninhalt  gleich 
f)  ist  und  in  dem  das  gegebene  Dreieck  ABC  enthalten  ist,  folghch 
ist  der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  kleiner  als  p  und  um  so  mehr 
kleiner  als  a. 

Wenn  daher  die  eine  Seite  abnimmt,  während  die  Summe  der  [98 
beiden  andern  <  jt  ist,  so  nimmt  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ohne 
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GrUnze  ab,   und  die  Summe  aller  Winkel  kommt  jt  so  nahe,  wie  wir 
wollen. 

Nehmen  zwei  Seiteis  ab,  so  nimmt  gleichzeitig  die  dritte  Seite 
ohne  Grunze  ab,  weil  die  Summe  der  beiden  ersten  grösser  wird  als 
die  letztere  und  die  Summe  je  zweier  zuletzt  bestHndig  <jr  bleibt. 
Hieraus  schliessen  wir,  dass  durch  Verkleinerung  zweier  Seiten  (!er 
Flilcheninhalt  des  Dreiecks  beliebig  klein  und  die  Summe  der  Winkel 
darin  beliebig  nahe  gleich  jr  gemacht  werden  kann. 


Kapitel  VI.  [^f 

Die  Kongraenz  von  Dreiecken. 


§  81. 

Zur  Kongruenz  zweier  Dreiecke  ist  erforderlieh,  dass  alle  Winkel 
un<l  Seiten  des  einen  ebenso  angeordnet  und  auch  ebenso  gross  sind, 
wie  die  Winkel  und  Seiten  des  andern.  Zuweilen  jedoch  zieht  bei 
gleicher  Anordnung  schon  die  Gleichheit  gewisser  Stücke  —  so  werden 
wir  überhaupt  Seiten  und  Winkel  von  Dreiecken  und  Vielecken  nennen  ■ — 
die  Gleichheit  der  übrigen  nach  sich  und  bedingt  die  Kongruenz  [i 
der  Dreiecke  selbst.  Die  Untersuchung  der  Fälle  dieser  Art  bildet 
den  Gegenstand  dieses  Kapitels,  in  dem  wir  der  Kürze  halber  immer 
sagen  werden,  welche  und  wie  viele  gleiche  Theile  vorhanden  sind, 
während  wir  eigentlich  darunter  verstehen,  dass  alle  diese  Theile  in 
der  einen  Figur  den  entsprechenden  Theilen  in  der  andern  gleich  sind. 
Indem  wir  überdies  die  Figuren  durch  Buchstaben  unterscheiden,  werden 
wir  die  Kongruenz  durch  das  Zeichen  öo  ausdrücken. 

Bei  einem  geradlinigen  Vielecke  ist  es  ganz  gleich,  nach  welcher 
Richtung  die  Seiten  in  ihrer  Ordnung  aufeinanderfolgen,  weil  die  eine 
Richtung  in  die  andre  übergeht,  sobald  wir  die  Ebene  auf  die  andre 
Seite  herumdrehen.  Bei  sphärischen  Vielecken  ändert  sich  diese  Rich- 
tung beim  Uebergange  zum  symmetrischen  Vielecke,  das  dem  körper- 
liehen Scheitelwinkel  entspricht,  der  durch  Fortsetzung  der  Ebenen 
über  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläcbe  hinaus  entsteht.  Jedoch  werden 
wir  hier,  sobald  wir  von  Kongruenz  sprechen,  von  zwei  symmetrischen 
Vielecken  ohne  Unterschied  das  eine  anstatt  des  andern  nehmen. 

Die  Konstruktion  der  Vielecke,  der  geradlinigen  sowohl  als  der 
sphärischen,  stellen  wir  uns  so  vor,  dass  wir  jedesmal  eine  Seite  unter 
einem  bestimmten  Winkel  an  eine  andre  anlegen,  bis  schliesslich  die 
letzte  sich  an  die  erste  anschliesst.    Seiten  und  Winkel  müssen  daher 


dby  Google 


Die  Kongnionz  g'era'lliniffer  um!  spliilrischcr  Drciocke. 


155 


die  wesentlichen  Theile  sein,  die  die  Kongrnenz  bewirken  und  damit 
Kugleich  alle  übrige  Zubehör  sowie  überhaupt  alle  Eigenschaften  [5 
eines  Vielecks  bestimmen.  Es  ist  klar,  dass  die  letzte  unter  den 
Seiten  mit  ihren  Neigungen  gegen  die  beiden,  die  ihr  im  Vielecke  [293 
benachbart  sind,  durch  die  Grosse  aller  andern  Winkel  und  Seiten  be- 
stimmt wird. 

Die  Konstruktion  der  Vielecke  aus  deren  aufeinanderfolgenden 
Seiten  und  Winkeln  fuhrt  demgemüss  zu  den  Sätzen: 

Vielecke  sind  kongruent,  wenn  von  der  Zahl  n  aller 
Seiten  n  —  1  gleich  sind  und  ausserdem  u  —  2  an  diesen 
liegende  Winkel. 

Vielecke  sind  kongruent,  wenn  von  der  Zahl  n  aller 
Seiten,  w  —  2  gleich  sind  und  ausserdem  n  —  1  an  diesen 
liegende  Winkel. 

TJeber  Dreiecke  insbesondere,  geradlinige  sowohl  wie  sphärische, 
ist  Folgendes  zu  sagen: 

Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  zwei  Seiten  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  gleich  sind. 

Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  eine  Seite  und  die  an  ihr 
liegenden  Winkel  gleich  sind. 

Hieraus  folgt:  [fi 

Rechtwinklige  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  die  Ka- 
theten gleich  sind,  weil  die  Gleichheit  der  rechten  Winkel  sich 
dabei  mitversteht. 

Rechtwinklige  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  eine  Ka- 
thete und  der  anliegende  Winkel  gleich  ist. 

Im  Kreise  liegen  gleichen  Winkeln  gleiche  Sehnen  gegen- 
über, weil  hier  die  Gleichheit  der  Halbmesser  die  Kongruenz  der 
Dreiecke  vollständig  macht. 


§  82. 
Dreiecke  sind 
die  drei  Seiten 


Geradl 
kongruent, 
gleich  sind. 

In  den  Dreiecken  J,.B0undj4'^C 
(Fig.  76)  setzen  wir  voraus,  dass  die 
Seite  AB  =  Ä'S',  AC^A'C, 
BC=B'Ü'.  Es  sei  AB  die  unter 
den  Seiten,  bei  der  die  anliegenden 
Winkel  A,  B  spitz  sind  (§  49).  Wir 
legen    das    Dreieck    ABC    an    das 
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Dreieck  ABC  mit  der  Seite  A'B'  an 
die  ihr  gleiche  AB,  ao  dass  der  Punkt 
Ä  auf  A  und  B'  auf  i?  fällt.  Jetzt 
verbinden  wir  die  Ecken  C  und  C 
durch  eine  Gerade,  die  zwischen  den 
Endpunkten  A,  B  senkrecht  zu  der 
Seite  AB  hindurchgeben  muss,  weil 
sie  die  Grundlinie  zweier  gleich- 
schenkliger Dreiecke^CC  undBCC 
ist,  durch  deren  Spitzen  die  Seite 
AB  geht  (§  52\  In  den  Dreiecken  ACB  und  AC'B  sind  die  Winkel 
an  den  Punkten  C  und  C  gleich,  da  sie  aus  gleiclien  Stücken  [7 
bestehen  (§  50),  folglich  sind  die  Dreiecke  selbst  kongruent  (§  81),  das 
bedeutet:  A  AGB^Ä'C'B'. 

§  83. 

Sphärische  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  die  drei  Seiten 
gleich  sind. 

Von  den  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  (Fig.  77)  nehmen  wir  an, 
dass  die  Seite  AB=AB',  AC  =  A'C,  BC  =^  B'C.  Wir  legen  das 
Dreieck  A'B'C  so  an  das  Dreieck  ABC,  dass  der  Punkt  Ä'  auf  A 
und  B'  auf  B  fällt,  sodann  verbinden  wir  die  Ecken  C  und  C  [294 
durch  einen  Bogen,  der  die  Seite  AB  sehneiden  möge.     So  entstehen 


zwei  gleichschenklige  Dreiecke  ACC  und  BCC,  in  denen  die  Winkel 
an  den  Punkten  G  und  C  gleich  sind  (§  64),  folglich  gilt  von  den 
Dreiecken  ACB  und  AC'B  dasselbe,  wie  überhaupt  jedesmal,  mag  nun 
den  Bogen  im  Innern  der  Dreiecke  verlaufen  oder  ausserhalb  (Fig.  78), 
oder  mag  er  endlich  mit  einer  der  Seiten  zusammenfallen  (Fig-  79). 
In  allen  FäUen  wird  i\  ABC^ABC'^  ÄB'C  (§  81). 
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§  84. 

Geradlinige  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  zwei  Seiten 
und  der  der  grösseren  gegenüberliegende  Winkel  gleich  sind. 

In  dm  Dreiecken  ABC  und  ÄB'C  (Fig.  80)  sei  Seite  JU^^B'O', 
AC^A'C,  AOBC,  Winkel  B  =  B'.  Wir  legen  das  Dreieck 
ÄB'C  auf  das   Dreieck  ABC,   so   dass  ^  ^ 

die  kleinere  Seite  B'C  auf  BC  fällt,  der 
Punkt  B'  auf  B  und  6"  auf  C.  D^inn 
muss  die  Seite  AB',  die  der  RicMung 
von  BA  folgt,  in  A  endigen,  weil  der 
Punkt  A'  weder  auf  der  einen  noch  auf 
der  andern  Seite  liegen  kann.     Sonst  [8 

entstände  ein  gleiche clienkliges  Dreieck  A  CA  mit  spitzen  Winkeln 
an  der  Grundlinie  AÄ,  von  deren  stumpfen  Nebenwinkeln  entweder 
dem  Dreiecke  ABC  oder  dem  Dreiecke  ABC  einer  angehörte,  wo  er 
zugleich  der  grössfce  Winkel  wäre  (§  49),  während  er  der  kleineren 
Seite,  BG  oder  B'C,  gegenüberläge  (§  54). 

Hieraus  folgt,  dass  rechtwinklige  Dreiecke  kongruent  sind, 
wenn  eine  Kathete  und  die  Hypotenuse  gleich  sind,  weil  der 
rechte  Winkel  in  beiden  nicht  nur  gleich  ist,  sondern  überdies  der 
grösseren  Seite  gegenüberliegt. 

§  85. 

Geradlinige  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  zw'ei  Seiten 
und  der  der  kleineren  gegenüberliegende  Winke!  gleich 
und  überdies  beide  Dreiecke  zu  gleicher  Zeit  spitzwinklig 
oder  stumpfwinklig  sind. 

Es  sei  in  den  Dreiecken  ABC  und  AB'C  (Fig.  81)  Seite 
AC^AC,  BG==B'C',  AC>BG  und  Winkel  A  =  A\  Von  den 
Winkeln    müssen    wir    voraus-  ^,  ^. 

setzen,  dass  entweder  alle  spitz 
sind  oder  irgend  einer  stumpf 
und  die  beiden  andern  spitz. 

Im  ersten  Falle  decken  die 
Dreiecke  einander,  wenn  wir  sie 

so  auf  einander  legen,  dass  Ä'  auf  A  und  C  auf  G  fällt.  Der  dritte 
Punkt  B'  kann  nämlich  weder  zwischen  A  und  B  liegen  noch  auf 
der  andern  Seite  von  B  auf  der  Verlängerung  von  AB,  sonst  entstände 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  GBB'  mit  spitzen  Winkeln  an  der  Grund- 
linie BB',  von  deren  stumpfen  Nebenwinkeln  entweder  dem  Drei-  [9 
ecke  ABG  oder  dem  Dreiecke  AB'C  einer  angehörte. 
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Wenn  in  den  Dreiecken  ABC  und  Ä'B'C  je  ein  Wintel  stumpf 
ist,  so  muss  er  der  grössten  Seite  gegenüberliegen,  folglicli  entweder 
der  Seite  AC  ^  Ä'C  oder  den  Seiten  AB  und  A'B'.  In  dem  einen 
und  im  andern  FaJle  kann,  wenn  wir  die  Dreiecke  auf  einander  [295 
^  ^         legen,    der   Punkt   B'    nirgends 

anderswohin  fallen  als  nach  B, 
sonst  entstände  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  BCB',  von  dessen 
spitzen  Winkeln  entweder  einer 
im  Dreiecke  jI^C  gegenüber  AO 
läge  oder  einer  im  Dreiecke  AB'C  gegenüber  AC  oder  einer  einen 
stumpfen  Nebenwinkel  hätte,  der  dem  gegebenen  Dreiecke  angehörte 
ausser  den  stumpfen  Winkeln  an  den  Punkten  C  und  C. 

Wenn  daher  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  nicht  kongruent  sein 
sollen,  obgleich  bei  ihnen  Seite  AC=A'C',BC=B'C'\niA  iA  =  LA', 
so  kann  ihre  Verschiedenheit  nur  daher  kommen,  dass  in  dem  einen 
der  grösseren  Seite  ein  stumpfer  Winkel  gegenüber  liegt,  in  dem  an- 
dern dagegen  ein  spitzer.  Es  sei  zum  Beispiel  in  dem  Dreiecke  ABC 
der  Winkel  B<,\-x,  während  AC;>BC  ist.  Indem  wir  um  C  mit 
dem  Halbmesser  CB  einen  Kreis  beschreiben,  finden  wir  noch  einen 
vSchnittpunkt  B'  zwischen  den  beiden  Endpunkten  A  und  B  (§  51). 
So  entsteht  ein  Dreieck  AB'C,  das  dem  Dreiecke  A'B'C  kongruent 
sein  muss  und  in  dem  folglich  B'  ein  stumpfer  Winkel  ist. 

§  8t>.  [10 

Sphärische  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  zwei  Seiten 
und  ein  gleichen  Seiten  gegenüberliegender  Winkel  gleich 
sind,  jedoch  unter  der  Bedingung,  dass  die  den  beiden  andern 
gleichen  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel  gleichzeitig 
<\Tt,  =^51,  >\7t  sind. 

In  den  Dreiecken  ABC  und  ÄB'C  (Fig.  82)  sei  Seite  AB^ÄB', 

B(J  ^=  B'C,   1_A=^LA'.     Mit  dem  Halbmesser  BC  beschreiben   wir 

g  _  auf  der  Kugelfläche  einen  Kreis  um  den 

Punkt  B.     Dieser  kann  den  Bogen  AC 

entweder  nur  in  dem  Punkte  C  berühren 

oder   abgesehen  von  C   den   Kreis,  von 

dem  AC   einen   Theil    bildet,   noch   in 

einem    Punkte    schneiden    (§   66).     Im 

ersten   Falle   ist  BC  zu  AC  senkrecht 

und   ebenso  auch  in  dem   Dreiecke   A'B'C   die  Seite  B'C   senkrecht 

zu  A'C.    Mag  nun  im  andern  Falle  der  Schnittpunkt  in  C  zwischen  den 
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Endpunkten  A,  C  liegen  oder  in  C"  auf  der  Verlängerung  von  AC 
über  die  Ecke  C  hinaus,  immer  entstellt  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
BCC  oder  BCC",  in  dem  die  Winkel  an  der  Grundlinie  gleich  sind. 
Femer  kann  das  Dreieck  ABC  dem  Dreiecke  A'B'C  nicht  kongruent 
sein,  weil,  wenn  Winkel  B'C'A'  =  BC'A  ist,  folgt: 

L  B'C'A'  +  L  BGA  =  L  BC'A  +  /.  BCA  =  jt. 
Das  Dreieck  A'B'C  kann  aber  auch  dem  Dreiecke  ABC  nicht  kon- 
gruent sein,  weil,  sobald  i  B'CA'  ^  i  BC'A  ist,  folgt: 

L  B'CA'  +  L  BGA  =  i  BC'A  +  L  BGA  =  st. 
Als  nothwendig  bleibt  nur  die  Kongruenz   der  Dreiecke  A'B'C  und 
ABC  übrig. 

Hieraus  folgt,  dass  Dreiecke  kongruent  sind,  wenn  zwei 
Seiten  und  der  der  einen  von  ihnen  gegenüberliegende  rechte 
oder  stumpfe  Winkel  gleich  sind,  vorausgesetzt,  dasa  die  [ii 
Summe  der  beiden  Seiten  kleiner  ist  als  der  halbe  Kreis, 
denn  der  andern  Seite  muss  dann  in  jedem  von  beiden  Dreiecken  ein 
spitzer  Winkel  gegenüberliegen  (§  74). 

§  87. 

Geradlinige  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  eine  Seite, 
ein  anliegender  Winkel  und  der  ihr  gegenüberliegende  gleich 
sind. 

In  den  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  (Fig.  81)  sei  Seite  [2m; 
AÜ^ÄC  und  Winkel  A  =  Ä,  B  =^  B'  Wenn  wir  das  Dreieck 
A'B'C  auf  das  Dreieck  ABC 
legen  mit  den  gleichen  Seiten 
J.(7  =  ^'C'  und  mit  dem  Punkte 
A'  auf  A,  so  fällt  die  Seite  A'B' 
in  die  Richtung  von  AB  un4 
muss  in  dem  Punkte  B  endigen, 

sonst  entstünde  ein  Dreieck  BGB',  in  dem  einer  der  gleichen  Winkel 
B,  B'  an  der  Linie  BB'  ein  innerer,  der  andre  aber  ein  Äussenwinkel 
wiire,  während  doch  dieser  immer  grösser  ist  als  der  innere  (§  53). 

Daher  sind  rechtwinklige  Dreiecke  kongruent,  wenn  die 
Hypotenuse  und  ein  spitzer  Winkel  gleich  sind  oder  eine 
Kathete  und  der  gegenüberliegende  Winkel,  denn  die  Gleicliheit 
der  rechten  Winkel  vervollständigt  die  Kongruenz. 


Sphärische   Dreiecke    sind    kongruent,    wenn    bei    ihne 
gleich   sind:   eine  Seite,  ein   anliegender  und  der  gegenübe 
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liegende  Winkel  unter  der  Bedingung,  dass  die  Summe  {13 
der  beiden  andern,  den  gleichen  Winkeln  gegenüberliegen- 
den Seiten  nicht  den  halben  Kreis  ausmacht. 

In  den  Dreiecken  ^BC  nnAA'B'C  (Fig.  82)  sei  Seite  AB  =  ÄB' 

Wenn  wir   das  Dreieck  A'B'C  so   auf 

s   die  gleichen  Seiten  AB'  und  AB  auf 

einander  fallen,  so  kommt  die  Seite  A'C 

von  A  ausgehend  auf  AC  zu  liegen  und 

kann   weder  in   C  auf  der  einen   noch 

in  C"  auf  der  andern  Seite  des  Punktes 

C  auf  der  Verlängerung  von  A  C  endigen ; 

^    sonst    entstände   entweder    ein    Dreieck 

CBC  oder  eines  CBC",   in  dem',   weil 

der  äussere  Winkel  dem  inneren  am  Bogen  AC"  gleich  ist,  die  Summe 

der  gegenüberliegenden  Seiten,  also  BC-^-  S'C,  nothwendig  jt  betrüge 

(§  ^i)■ 

Wenn  hierbei  der  Winkel  C=^jr  ist,  also  auch  C'=^7t,  so 
werden  die  Dreiecke  SCC  und  BCC"  gleichschenklig,  was  erfordert, 
dass  BC=B'C'=\x,  sowie  AB=ÄB'=^n  ist,  endlich  Winkel 
Ä=  A'=l'X  (§  02).  Daher  sind  rechtwinklige  sphärische  Drei- 
ecke kongruent,  wenn  die  Hypotenuse  und  ein  spitzer  Winkel 
gleich  sind. 


Sphärische  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  die  drei  Winkel 
gleich  sind. 

In  den  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  (Fig.  83)  sei  Winkel  A=^A', 
B  =  B',  C=C'.  Das  zieht  die  Gleichheit  der  Flächeninhalte  beider  \I3 
Dreiecke  nach  sieh  (§  68);  wenn  wir  daher  das  Dreieck  A'B'C  mit 
g,  den  Schenkeln  zweier  gleicher  Winkel 

auf  das  Dreieck  ABC  legen,  zum  Bei- 
l  mit  denen  der  Winkel  A  und  Ä', 
so    müsste,    falls    die    Dreiecke    nicht 
kongruent    wären,    jedes    mit    einem 
Fig.  8s,  Theile  aus  dem  andern  heraustreten. 

Es  seiA'B'<AB,  folglich  yl'C'>^C, 
so  dass  B'C,  das  auf  der  Seite  AB  im  Innern  des  Dreieckes  anfängt, 
BC  in  einem  Punkte  D  schneidet  und  sodann  auch  die  Verlängerung 
von  AC  über  den  Punkt  C  hinaus  in  dem  Punkte  C  trifft.  So  ent- 
stehen zwei  Dreiecke  BDB'  und  CDC,  in  denen  BD  -}-  B'D  =  it, 
CJ)-\-CB  =  a  ist  (§74),  folglich  ist  BC -^  B'C  =2^;  da  aber 
BC  und  B'C  zugleich  mit  dem  Winkel  A  entweder  <n,  oder  =jt,  [297 
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oder  >  3E  sein  müssen  (§46),    so  können  wir  nur   BC  =  B'C  ^  % 

zulassen.  In  diesem  letzteren  Falle  werden  jedoch  die  Dreiecke  ABC 
und  A'S'C  Kugelflächenausschnitte  und  sind  daher  wegen  der  Gleich- 
heit der  Ebenenwinkel  kongruent. 

§  90. 

In  einem  geradlinigen  Dreiecke  kann  die  Summe  aller 
Winkel  nicht  grösser  als  sr  sein. 

Wir  nennen  die  Summe  aller  Winkel  des  Dreiecks  S.  Sind  die 
Winkel  nicht  gleich,  so  nehmen  wir  au,  dass  Ä  der  kleinste  ist  oder 
überhaupt  nicht  grösser  als  die  beiden  andern.  Wir  haben  gesehen 
(§  53),  dass  jedes  Dreieck  ABC  (Fig.  47)  in  ein  andres  AFC  yer- 
wandelt  werden  kann,  in  dem  die  Summe  aller  Winkel  dieselbe  bleibt, 
während   die   Summe;   ABC -\- ACB   irgend  g 

zweier   aus   dem  ersten  Dreiecke  in  dem  [14 
neuen  den  einen  Winkel  ACF  bildet,  und  f 
lieh  der  dritte  Winkel  BAO  in  dieses  derart 
Obergeht,   dass    er   in  zwei:  AFC  und  FAC 
zerfüllt.  ^"'-" 

Es   sei  also  ABC  eben  das   Dreieck,  bei   dem   die   Summe  aller 
Winkel  S  ist,  ferner  sei  der  Winkel  BAC  ^^  A  nicht  grösser  als  die 
beiden   andern.     In   dem   neuen   Dreiecke  AFC   ist  die   Summe    aller 
Winkel  wieder  S,  und  einer  von  den  Winkeln  an  den  Punkten  A,  F 
muss  <.\  A  sein.     In  dem  Dreiecke  ACF  ist  jedoch: 
S  =  /.  ACF  +  L  FAC  +  L  AFC 
=  n~  L  FCD  +  A 
<n-\-A. 
Indem   wir  in  dem   letzteren  Dreiecke   die  dem  Winkel  ^  ^  A  gegen- 
überliegende  Seite   halbiren    und   auf    diese   Weise    immer    fortfahren 
das  eine  Dreieck  in  ein  andres  zu  verwandeln,  müssen  wir  überhaupt 

schliessen,  dass  ~  ,    „  , 

'  S<  Ä  +  2-" .  A 

ist,  wo  die  ganze  positive  Zahl  n  beliebig  gross  und  damit  zugleich 
2~"jl  beliebig  klein  sein  kann.  Demnach  können  wir  unmöglich  zu- 
lassen, dass  S  —  7t  irgend  ein  positiver  Winl;el  sei,  sondern  wir  dürfen 
blos  entweder  S  =  a  oder  S  <  re  annehmen. 

Diesen  Satz  hat  zuerst  Legendre  in  seiner  Geometrie  (Elements  [15 
de  Geometrie)  bewiesen,  indem  er  vorher  bemerkte,  dass  in  einem 
Dreiecke  eine  Seite  zugleich  mit  dem  gegenüberliegenden  Winkel  wächst. 
So  sei  in  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  84)  die  Seite  BC^  AB,  folglieh 
der  Winkel  BCA  spitz.     Wir  geben  der  Seite  BG   eine    neue    Lage 

Lobatichefskij,  geometr.  AbhiDdlnngen.  11     [13.  Xlf.  ie»7.] 
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BD,  indem  wir  den  Winkel  ABC  verkleinern.  So  entstehen  zwei 
Dreiecke:  das  gleichschenklige  BCD  mit  dem  spitzen  Winkel  BDO 
und  das  Dreieck  BDÄ  mit  dem  spitzen  Winkel  BDA  gegenüber  der 
lieiieAB,  folglich  ist  die  Summe  [298 
der  Winkel  ADB  und  BDC  kleiner 
als  n.  Das  bedeutet,  dass  sich  die 
Punkte  B  und  D  auf  gegenüber- 
liegenden Seiten  der  Geraden  AC 
befinden,  die  auf  diese  Weise  mit 
AD  und  CD  ein  Dreieck  ADC 
bildet,  in  dem  der  Winkel  ÄCD  =  BDC  —  BCA<  ADC  ist,  dem- 
nach ist  die  Seite  AD  <  AC  (§  54). 

Jetzt  nennen  wir  in  dem  Dreiecke  ABC  die  den  Ecken  B  und  C 
gegenüberliegenden  Seiten  b  \mA  c.  Die  Seite  h  verlängern  wir  nach 
der  einen  Richtung  hin  über  den  Punkt  C  hinaus  und  auf  der  Ver- 
längerung tragen  wir  ununterbrochen  h  ab,  indem  wir  zugleich  das 
Dreieck  ABC  in  der  Richtung  von  A  nach  C  bewegen,  so  dass  in 
allen  den  kongruenten  Dreiecken  ABC,  CB'C,  G'B"C",  . . .  Seite 
AC  =  CC  =  C'C"=-=  ■■■,  sowie  Seite  AB  =  C5'=  C'B"= . . . ,  Seite 
BC^S'G'=S"C"^---,  Winkel  BAC  ^  B'CC  ^  B"C'C"=-, 
BCA  =  B'C'G  =  B"C"C'  =  .  ■  ■ ,  Indem  wir  die  Spitzen  alier  dieser 
Dreiecke  der  Reihe  nach  durch  die  Geraden  BB',  B'B", . . .  verbinden, 
erbalten  wir  noch  die  Dreiecke:  BGB',  B'C'B", . . .,  in  denen  die 
Winkel  an  den  Punkten  C,  C  . . .  kleiner  sein  müssen  als  ABC,  wenn 
wir  die  Summe  der  drei  Winkel  in  dem  Dreiecke  ABC  grösser  [IG 
als  jr  voraussetzen.  Dann  werden  alle  Seiten  BB',  B'B", . . .  unter 
einander  gleich  und  jede  <  b.  Bezeichnen  wir  die  Seite  BB'  mit  dem 
Buchstaben  a  und  mit  dem  Buchstaben  n  die  Zahl  dieser  Seiten,  so 
müssen  wir  erhalten  {§  55): 

2c  >  n(b  —  a), 
was  nicht  für  jedes  ganze  positive  ti  möglich  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  der  durch  Verlängerung  einer  Seite  ent- 
stehende Äuasenwinkel  entweder  der  Summe  der  beiden 
inneren  Winkel  des  Dreiecks,  die  nicht  seine  Nebenwinkel 
sind    gleich  sein  kann  oder  grösser  als  diese. 


Wenn  in  einem  Dreiecke  die  Summe  aller  Winkel  ;r  be- 
trägt, so  ist  sie  in  jedem  andern  Dreiecke  ebenso  gross. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  85)  setzen  wir  die  Winkel  A  und  C 
als  spitz  voraus  und  die  Summe  aller  gleich  jt.    Von  der  Ecke  B  aus 
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fällen  wir  das  Loth  p  auf  die  Seite  AG,  die  auf  diese  Weise  in  zwei 
Theile  q  und  r  zerlegt  wird,  wiihrend  das  Dreieck  selbst  in  zwei  recht- 
winklige zerfällt:  das  eine  mit  den  Katheten  p  und  q,  in  dem  wir  die 
Summe  der  drei  Winkel  gleich  %~  u  setzen,  das  andre 
mit  den  Katheten  p  und  r,  in  dem  diese  Summe  gleich 
3t  —  ß  sei.  In  dem  gegebenen  Dreiecke  ABC  muss 
die  Summe  aller  Winkel  gleich  %  —  «  —  ß  =  x  sein, 
da  es  aber  unmöglich  ist  k  und  ß  als  negative  Zahlen 
anzunehmen  (§90),  so  ist  cc  =  ß  =  0.  Das  bedeutet,  dass  in  jedem  [17 
der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  die  Summe  der  drei  Winkel  gleich  je 
und  die  Summe  der  beiden  spitzen  gleich  ^s  ist. 

Fügen  wir  zu  dem  Dreiecke  mit  den  Katbeten  p  und  q  ein  eben- 
solches, Hypotenuse  au  Hypotenuse  und  überdies  noch  so,  dass  die 
gleichen  Seiten  nicht  zusammenstossen,  sondern  einander  gegenüber- 
liegen, so  erhalten  wir  ein  Viereck  mit  rechten  Winkeln  (Fig.  80), 
das  man  aus  diesem  Grunde  Rechteck  nennt. 
Aus  n  derartigen  Rechtecken,  die  wir  Seite  p  [293 
an  j)  aneinander  legen,  bilden  wir  ein  neiies  ABOD, 
iu  dem  Seite  AD  =  liG=p\inä  AB^DC^nq 
ist.  Auf  ähnliche  Weise  gelangen  wir  zu  einem 
Rechtecke  ABFE,  in  dem  Seite  AB=EF^nq 
und  AE  =  BF=^mp  ist,  untern  und  m  beliebige 
ganze  Zahlen  verstanden.    Durch  die  Gerade  BB  ^.    ^^ 

zerlegen  wir  das  Rechteck  ABFE  in  zwei  kon- 
gruente   rechtwinklige  Dreiecke  ABE   und   BEF  (§  81),    bei    denen 
die  Summe   der  drei  AVinkel   jedesmal   dieselbe   ist,   folglich  in  jedem 
gleich  re. 

Was   nunmehr  auch  für   ein  Dreieck  ABC  (Fig.  87)   mit  einem 
rechten  Winkel  BAC  gegeben  sein  mag,  immer  können  wir  die  ganzen 
Zahlen  n  und  m  so  gross  nehmen,  dass  die  Kathete  AB<,}n .p  ist  und 
AC<in.q.    Wenn  wir  daher  Aß  und  AC  über      „ 
die    Punkte    B    und    C    hinaus    verlängern    und 
AD^mp,   AE  =  nq  macheu,    so   erhalten   wir 
ein  Dreieck  DAE,  in  dem  die  Summe  aller  Winkel 
Tt  ist   und  in    dessen  Innern    das   Dreieck  ABC 
enthalten  ist,  so  dass  wir  durch  Ziehung  der  Ge- 
raden BC  das  Dreieck  AIDE  in  die  drei:  DCE,  '' 
BGB  und  ABC  zerlegen.     Wenn   wir  in  diesen 

letzteren  Dreiecken  die  Winkelsummen  gleich  %  —  a,  sr  —  ß,  x  —  / 
annehmen,  so  musasie  in  dem  Dreiecke  ^ÖE  gleich  jr  —  u  —  ß  —y=n  [18 
herauskommen,  da,  nachdem  alle  Winkel  addirt  sind,  an  den  Punkten 
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B  und  C  2z  wegfällt.  Indessen,  a,  ß  und  y  können  nicht  negativ 
sein,  folglich  ist:  «  =  0,  jü  =  0,  y  =  0.  Nachdem  wir  uns  überzeugt 
haben,  dass  y  ^  0  ist,  haben  wir  damit  zugleich  bewiesen,  dass  in 
jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  die  Summe  der  drei  Winkel  gleich  jr  ist, 
da  aber  überhaupt  jedes  Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  zerfällt,  so 
muss  die  Summe  der  drei  Winkel  in  jedem  Dreiecke  gleich  ir  sein. 

Diesen  Satz  hat  auch  Legendre  bewiesen  (Elements  de  Geometrie), 
wir  aber  werden  ausserdem,  indem  wir  jetzt  die  Geometrie  erweitern, 
sowohl  die  eine  als  die  andre  der  beiden  Annahmen  zulassen,  die  bis 
jetzt  noch  möglich  bleiben.  Die  gewöhnliche  Geometrie  nimmt 
in  TJebe  rein  Stimmung  mit  den  wirklichen  Messungen  in  den  Dreiecken 
die  Summe  der  drei  Winkel  gleich  zwei  Rechten  an.  Als  Grundlage 
für  die  imaginäre  Geometrie,  die  wir  nur  in  unserm  Verstände 
begreifen  können,  dient  die  andre  Annahme,  dass  in  jedem  Dreiecke 
die  Summe  der  drei  Winkel  kleiner  als  zwei  Rechte  sein  muss.  Die 
genannte  Summe  wuchst  in  diesem  Falle,  sobald  die  Seiten  des  Dreiecks 
abnehmen;  wie  beschaffen  zum  Beispiel  auch  der  Winkel  HAG  (Fig.  87) 
„  sein  mag:  wenn  in  dem  Dreiecke  ABC  die  Summe 

aller  drei  Winkel  gleich  n^a  ist,  in  dem  Drei- 
ecke BCD  gleich  ir  —  ß  und  in  dem  Dreiecke 
B  CE  gleich  x  ~  y,  so  finden  wir  sie  in  dem 
Dreiecke  ABE  gleich  it  —  k  —  ß  —  y. 

Wenn  wir  dagegen  in  allen  Dreiecken  \19 
die  Summe  der  drei  Winkel  gleich  jt  annehmen, 
so  ist  in  einem  Vielecke  mit  nur  einer  Begränzung 
und  mit  n  Seiten  die  Winkelsumme  gleich  («  —  2)nr,  da  w  —  2  die 
kleinste  Zahl  solcher  Dreiecke  ist,  in  die  sieh  das  gegebene  Vieleck 
zerlegen  lässt  (§  69).  Das  folgt  auch  aus  dem  Ausdrucke  für  den 
Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  (§  69),  den  man  dann  als 
null  betrachten  muss. 

§  92.  [300 

Geradlinige  Dreiecke  sind  kongruent,  wenn  in  ihnen  drei 
Winkel  gleich  sind,  deren  Summe  wir  als  von  n  verschieden 
annehmen. 

In  den  geradlinigen  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  (Fig,  8S)  sei 
Winkel  A  =  A',  B  =  B',  C  =  C  und  Ä-\-B+0<z.  Wenn  wir 
das  Dreieck  A'B'C  mit  den  Schenkeln  der  gleichen  Winkel  A,  A'  auf 
das  Dreieck  ABC  legen,  so  kann  keines  der  beiden  Dreiecke  in  dem 
andern  enthalten  sein  (§  91).  Wenn  nun  das  eine  auch  nur  mit  einem 
Theile  aus  dem  andern  heraustritt,  wenn  zum  Beispiel  der  Punkt  B' 
auf  die  Seite  AB  zwischeu   die  Endpunkte  A  und  B  fällt,   während 
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der  Punkt  C  aus  dem  Dreiecke 
ABC  heraus  auf  die  Verlänge- 
rung von  AC  zn  liegen  kommt, 
so  erzeugt  die  Seite  B'C,  indem 
sie  SC  in  dem  Punkte  D  schneidet, 
zwei  Dreiecke  BDB'  und  CDC, 
in  deren  jedem   die   Summe   der  "^' '"' 

drei  Winkel  jt  +  i.  BBB'  beträgt    was  unmöglich  ist  (§  90). 

Bei  der  Annahme,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel  gleich  rc  [20 
ist,  können  Dreiecke  sehr  gut  nicht  kongruent  sein,  ungeachtet  in 
ihnen  die  drei  Winkel  gleich  sind,  denn  das  bedeutet  eigentlich  nur 
die  Gleichheit  von  zwei  Winkeln,  während  eine  Seite  willkürlich 
bleibt  (§  81). 


Kapitel  VII. 
Parallele  Linien. 

§  03. 

Die  Linien,  die  von  einem  Punkte  ausgehen,  werden  eine  ir 
selben  Ebene  gegebene  Gerade  entweder  schneiden  oder  niemali 
ihr  zusammentreffen,  wie  weit  sie  auch  verlängert  werden  m 
Mau  muss  daher  bei  diesen  Linien  in  Be- 
ziehung zu  einer  gegebenen  Geraden  unter- 
scheiden zwischen  den  schneidenden  oder 
konvergirenden  und  den  nichtschnei- 
denden oder  nichtkonvergirenden,  zu 
denen  die  parallelen  gehören,  die  den 
Uebergaug  von  den  einen  zu  den  andern, 
den  divergirenden,  bilden.  Die  beiden 
Parallelen  zu  einer  gegebenen  Geraden  zer- 
legen die  Ebene  in  vier  Theile:  in  zwei 
einander  gegenüberliegenden  sind  die  konver- 
girenden Geraden  enthalten,  in  den  beiden 
übrigen  die  divergirenden. 

In  einer   Ebene    sei   die   Gerade   AB 
(Fig.  89)  sowie  der  Punkt  0  gegeben,  dann  j-i^.  ^y, 

müssen  alle  Linien,  die  von  dem  Punkte  C 

ausgehen,  entweder  AB  schneiden,  wie  zum  Beispiel  das  auf  AB  g 
fällte  Loth  OB,  oder  mit  AB  gar  nicht  zusammentreffen,  wie  zu 
das   auf  CD   errichtete   Loth   CE  (§  48).     Wird   diese  Lin 


dby  Google 


166 


Neue  Anfangsgründe,     Kap.  VIl,  §  93—95,     K.  G.  S.   1836,  III. 


CD  um  den  Punkt  C  herum  gedreht,  so  geht  sie  von  den  schneidenden 
im  Winkel  FCG'  zu  den  nicht  schneidenden  im  Winkel  FCG  über, 
sodaon  wiederum  in  dem  Winkel  GGF  zu  denen,  deren  Verlängerung 
über  den  Punkt  C  hinaus  AB  schneidet,  endlich  im  Winkel  F'CG' 
zu  den  nicht  schneidenden.  Hier  entstehen  die  Schenkel  der  vier 
Winkel  dadurch,  dass  die  beiden  Linien  FF'  und  GG'  einander 
schneiden,  und  diese,  die  den  Uebergang  von  den  schneidenden  zu  den  \S'4 
nicht  schneidenden  darstellen,  werden  zu  AB  parallel  sein.  Bemerken 
wir  Überdies,  dass  alle  Linien  schneidend  oder  nichtschneidend  bleiben 
■wie  zuvor,  wenn  sie  unter  demselben  Winkel  auf  die  andre  Seite  des 
Lothes  CD  übergehen.  Daher  werden  uns 
beide  Parallelen  bekannt  sein,  sobald  wir 
wissen,  wie  die  eine  von  ihnen,  CF,  in  dem 
rechten  Winkel  ECB  liegt.  Dann  liefert 
CG,  unter  demselben  Winkel  GCE^ECF 
auf  der  gegenüberliegenden  Seite  von  EC 
gezogen,  die  andre  Parallele  zu  AB.  End- 
lich bilden  die  beiden  Parallelen  CF  [AO'i 
und  GG  mit  ihren  Verlängerungen  CF' 
und  CG'  über  C  hinaus  zwei  Scheitel- 
winkel GCF  und  G'CF',  innerhalb  deren 
alle  von  AB  divergireiiden  Geraden  ent- 
halten sind. 

Wenn  wir  sagen,  dass  eine  Gerade  zu 
Fig,  89.  einer   andern   parallel  ist,    so   werden   wir 

darunter  im  Folgenden  nur  den  Fall  ver- 
stehen, dass  beide  nach  derselben  Seite  irgend  einer  dritten,  sie  ver- 
bindenden Linie  gezogen  sind.  So  ist  CF  parallel  zu  BA,  CG'  zu 
BB,  da  sich  beide  jedesmal  auf  derselben  Seite  der  Linie  CB  befinden. 
Von  einem  gegebenen  Punkte  aus  kann  es  daher  zu  jeder  Geraden  nur 
eine  Parallele  geben,  deren  unterscheidendes  Merkmal  darin  besteht, 
dass  sie  bei  der  kleinsten  Abweichung  nach  der  einen  Seite  zu  einer 
koüvergirenden,  nach  der  andern  Seite  aber  zu  einer  divergirenden 
wird.  Wenn  zum  Beispiel  CF  zu  BA  parallel  ist,  so  ist  GH  eine 
mit  BA  konvergirende  Gerade,  CK  eine  divergirende,  wie  klein  dabei 
auch  die  Winkel  FCH  und  FCK  sein  mögen. 

Unter  diesem  Gesichtspunkte  erscheint  der  Parallelismus  nun-  [ä3 
mehr  in  voller  Allgemeinheit.  Euklid,  ausser  Stande  einen  befrie- 
digenden Beweis  zu  geben,  liess  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  den 
besonderen  Fall  zu,  dass  zwei  Parallelen  zugleich  auf  einer  dritten 
Geraden  senkrecht  stehen  müssen.    Auf  diese  Weise  verschwindet  hier 
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der  Winkel  ECF,  sowie  der  ganze  Winkel  GCF  mit  seinem  Scheitel- 
winkel F'CG',  folglich  müssen  alle  Linien,  mit  Ausnahme  der  paral- 
lelen, AB  schneiden,  wenn  sie  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite 
hin  genügend  verlängert  werden.  Euklids  Nachfolger  haben  die  Sache 
jiur  erschwert,  indem  sie  ergänzende  Bestimmungen  hinzufügten,  die 
entweder  willkürlich  oder  vollständig  dunkel  waren,  und  indem  sie  sich 
bemühten,  von  der  Richtigkeit  einer  angenommenen  Wahrheit  zu  über- 
zeugen, die  nach  dem  eigensten  Wesen  der  Geometrie  zu  beweisen 
mimöglich  ist. 

Die  Neigung  einer  Geraden  gegen  das  Loth,  das  auf  eine  andre, 
zur  ersten  parallele  gefällt  ist,  werden  wir  den  zu  diesem  Lothe 
gehörigen  Parallelwinkel  nennen.  Den  Winkel  selbst  werden  wir 
mit  n{p)  bezeichnen,  wenn  p  da.s  Loth  ist  Jedoch  wollen  wir  be- 
merken, dasa  der  Ausdruck  n{p)  einstweilen  keine  analytische  Funktion 
darstellt,  sondern  nur  als  ein  Zeichen  dient,  das  auf  die  Zugehörig- 
keit des  Winkels  n[p)  zu  der  Linie  p  hinweist. 

g  94. 

Zwei  Gerade  schneiden  einander  nicht,  wenn  eine  dritte 
sie  auf  derselben  Seite  unter  gleichen  Winkeln  trifft. 

Die  Gerade  ÄJi  (Fig.  90)  treffe  die  beiden  Linien  CD  und  BE  [34 
auf  derselben  Seite  unter  den  Winkeln:  ACT)  =^  A13E.  Sind  diese 
Winkel  Rechte,  so  dürfen  CE  und  BE  einander  nicht  sehneiden  (§  48); 
sind  sie  spitz,  so  sind  ihre  Nebenwinkel  stumpf. 
Setzen  wir  daher  den  Winkel  ABE  als  spitz  voraus, 
so  enthält  dessen  Oeffnung  das  von  der  Mitte  F  der 
Linie  BG  auf  BE  gefällte  Loth  EG,  während  von 
derselben  Mitte  aus  die  Gerade  FH  die  Verlängerung  ■ 
von  EC  in  H  senkrecht  trifft.  So  entstehen  zwei  [soa 
rechtwinklige  Dreiecke  CHFCPj  GFB,  weil  CF=FB 
und  LFCH=^LFEG  ist  (§  87);  folglich  müssen 
die  beiden  Winkel  OFM  und  BFG  einander  gleich 
und  Scheitelwinkel  sein,  die  vermöge  des  Schnittes 
zwischen  den  Geraden  BG  und  GH  entstehen;  auf 
der  zweiten  GH  von  diesen  beiden  stehen  aber  die  Geraden  EH 
und    GE   senkrecht   und    können   daher   einander   nicht   schneiden. 

§  95. 
Auf  einer  Geraden    kann  man  jeden  Punkt  als   den  An- 
fangspunkt   betrachten,    von    dem    aus    sie    zu    einer    andern 
parallel  läuft. 
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Ea  sei  AB  (Fig.  91)  das  Loth  auf  die  Gerade  BC  von  dem 
Punkte  A  aus,  von  dem  die  zu  BC  parallele  Gerade  AD  ausgebt.  Das 
heisst,  jede  andre  Gerade  AC,  die  von  A  aus  innerhalb  des  Parallel- 
winkels gezogen  ist,  schneidet  SC.  Zu  zeigen  ist,  dass,  wenn  auf  der 
Linie  AD  nebst  ihrer  Verlängerung  AE'  über  A  hinaus  der  Punkt  ff 
irgendwo  auf  der  eiueu  oder  der  Punkt  E'  auf  der  andern  Seite  des 
Punktes  A  angenommen  wird,  daas  dann  immer  die  auf  BC  ge-  [25 
fällten  Lothe  EF  und  E'F'  mit  E'D  den  Parallelwinkel  DEF  oder 
DET"  bilden,  innerhalb  dessen  Oeffnung  jede  Linie,  die  von  dem 
Scheitel  E  oder  E'  aus  gezogen  ist,  F'C  schneidet. 


In  der  Oeffnung  des  Winkels  DEF  ziehen  wir  von  dem  Scheitel  E 
aus  irgend  eine  Gerade  EG.  Solange  diese  BC  nicht  trifft,  verbinden 
wir  ihren  Endpunkt  G  mit  A  durch  die  Gerade  AG,  die  bei  ihrer 
Verlängerung  EF  irgendwo  in  H  und  sodann  auch  BC  ii^endwo  in 
C  treffen  muss.  So  entsteht  ein  Dreieck  FHC,  in  das  EG  eintritt, 
und  da  diese  Gerade  unmöglich  weder  HF  noch  HC  ein  zweites  Mal 
treffen  kann,  so  muss  sie  irgendwo  in  K  durch  FC  hindurchgehen, 

Li  der  Oeffnung  des  Winkels  DE'F'  ziehen  wir  von  dem  Scheitel 
E'  aus  beliebig  die  Gerade  E'K',  die  innerhalb  des  Vierecks  ABF'E' 
weder  E'F'  noch  E'A  zum  zweiten  Male  treffen  kann,  sondern  ent- 
weder durch  die  Seite  BF'  gehen  muss  oder  durch  AB  irgendwo  in 
einem  Punkte  H'.  Indem  wir  diesen  letzteren  Fall  betrachten,  nehmen 
wir  an,  dass  in  dem  Dreiecke  ABC,  in  das  die  Gerade  EH'  eintritt, 
die  Seite  AC  gegen  die  Parallele  AD  unter  dem  Winkel  DAC=DE'K' 
geneigt  ist,  da  ja  der  erste  von  diesen  Winkeln  vollkommen  willkür- 
lich ist.  Nunmehr  muss  E'K',  das  AC  gar  nicht  mehr  (§  94)  und 
auch  AB  nicht  zum  zweiten  Male  trifft,  mit  der  Dreiecksseite  BC  in 
irgend  einem  Punkte  K'  zusammentreffen. 

Wenn  wir  daher  p  =  AB,  EF  oder  E'F'  setzen,  so  erhalten  wir 
den  Winkel  n{p)  =  DAB,  DEF  oder  DE'F',  wo  auch  die  [26 
Punkte  A,  E,  E'  auf  der  Parallelen  angenommen  sein  mögen. 


dby  Google 


Sätze  über  parallele  Linien. 


§  96. 

Wenn  eine  Linie  einer  andern  parallel  ist,  so  ist  auch 
umgekehrt  diese  zweite  der  ersten  parallel. 

Von  dem  Punkte  4  a  s  (Fig  l'^'l  seien  Gerade  gezogen,  AB 
parallel  und  A(.  senkrecht  zu  f  I)  Es  ist  klar,  dass  jede  Gerade  CE, 
die  von  CD  abweicht  al  er  i  icht  nach  der  Seite, 
auf  der  AB  liegt  4.B  auch  nicht  schneiden  [304 
kann.  Es  bleibt  dihei  zu  zeigen  dais  jede  Ge- 
rade CF,  die  von  CD  nich  der  entgegengesetzten 
Seite  abweicht,  4.B  s  eher  trifft  wie  klem  auch 
der  Neigungswinkel  DCF  aein  mag 

Wir  fällen  \on   1cm  Punkte  A  iu«  auf  CF 
das  Loth  AF,  michen    iG^=AI    eriichten  auf 
^C  im  Endpunkte  fr  der  Linie    4.G   di    Loth 
HG  und  ziehen   sodann  von  A   aus  AH  unter    ■ 
dem  Winkel  HAG  =  BÄ F  mit  A G.  Die  Gerade  >''8-  ^^ 

AH  muss  CD  schneiden  (§  93),  folglich  muss  sie  auch  GH  irgendwo 
in  einem  Punkte  H  achneiden.  So  entsteht  ein  reehtwinltliges  Dreieck 
AHG,  dessen  Hypotenuse  AH  den  Abstand  AB  bestimmt,  in  dem 
CF  bei  seiner  Verlängerung  AB  trifft;  denn  A  ABFo^/S  AHG  (§  81). 

Demnach  ist  der  Parallelismus  zweier  Geraden  immer 
gegenseitig. 

§  97.  [27 

Zwei  Parallelen  sind  der  dritten  Geraden  parallel,  in  der 
zwei  durch  die  beiden  ersten  Geraden  gelegte  Ebenen  ein- 
ander schneiden.  ^ 

Die  Parallelen  AB  und  CD  (Fig.  9^) 
mögen  in  Ebenen  liegen ,  deren  Schnittlinie 
FF  sei.  Von  einem  beliebigenPunkte-E  dieser 
letzteren  aus  ziehen  wir  FA  ao,  dasa  es  auf 
AB  in  A  senkrecht  steht,  sodann  von  hier  aus 
wieder  AG  senkrecht  zu  CD  und  endlich  die 
Linie  CB,  die  mit  den  beiden  Senkrechten 
das  Dreieck  ACE  bildet.  Der  Winkel  BAC 
zwischen  den  Geraden  AB  und  AC  kann  spitz 
oder  ein  Rechter  sein  (§  93),  folglich  muss 
das  von  C  aus  auf  ^45  gefällte  Loth  irgendwo  Fig.  aa. 

in  einem  Punkte  G   auftreffen,  der  entweder 

eben  der  Punkt  A  ist  oder  in  einem  gewissen  Abstände  AG  von  A 
liegt.    Die  Verbindungslinie  GE  der  Punkte  G  und  E  muss  ebenfalls 


dby  Google 


170 


Neue  AnfangEgründe.    Kap,  VIT,  §  07— DO.     K,  G.  S.  1836,  III. 

ider  in  der  Oe£Fimng  des  Winkels 


entweder  mit  AE  zusammenfallen 
AEF  verlanfen. 

Nunmehr   haben  wir  den  Parallelisraus  der  Linien  EF  und  AB 
zu  beweisen,  indem  wir  uns  davon  überzeugen,  dass  jede  Gerade  AB 
schneidet,  sobald  sie  innerhalb  des  Winkels  AEF  von  dessen  Scheitel  E 
ausgeht.     Es  ist  klar,  dass  es  in  dem  Theüe 
AEG   des   ganzen  Winkels   AEF,   der   dem 
Dreiecke  AEG  augehört,    nicht  anders   sein 
kann.     Ziehen    wir    in    dem    übrigen   Theile 
FEG  die  Gerade  EH  und  (lenken  uns  dann 
durch  diese  sowie  durch  EC  eine  Ebene,  so 
erhalten  wir  als  Schnitt  mit  der  Ebene  BAO 
eine  Linie  CH,  die  in  dem  Winkel  DCG  die 
zu    CI)    parallele   Gerade   AB    irgendwo    in 
einem  Punkte  H  treffen  muss,  nach  dem  folg- 
lich auch  die  Linie  EH  gelangt,  wie  klein  [38 
""■  ™-  auch  der  Winkel  HFF  sein  mag.    Auf  ähn- 

liehe Weise  wird  der  Paralleüsmus  von  EF  und  CD  bewiesen. 

Wenn  daher  auf  einer  Ebene  eine  Parallele  zu  einer  ausserhalb 
der  Ebene  gegebenen  Geraden  gezogen  werden  kann,  so  erzeugt  jede 
andre  Ebene,  die  durch  die  gegebene  Gerade  geht,  bei  ihrem  Schnitte 
mit  der  gegebenen  Ebene  eine  l'arallele  zu  der  gegebenen  Geraden. 
In  diesem  Falle  sagt  man,  dass  die  gegebene  Ebene  und  die  ge-  [305 
gebene  Gerade  einander  parallel  sind. 

§  98. 


a  kann  man  stets  eine  Gerade  derart 
'  gegebenen  Geraden  einen  beliebig 


Von  einem  Punkte  au 

ziehen,   dass  sie  mit  eine 
kleinen  Winkel  bildet. 

Es  sei  AB  (Fig.  94)  das  von  A  aus  auf  die  Gerade  BC  gefällte 
Loth.  Wir  wissen  bereits,  dass  der  Winkel  ABB  um  so  kleiner  aus- 
fällt, je  weiter  der  Punkt  D  von  dem  Endpunkte  B  des  Lothes  AB 


angenommen  wird  (§  53).  Nunmehr  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  er  mit 
zunehmendem  BI)  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jeder  gegebene 
Winkel. 
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In  dem  Dreiecke  ÄBD  veriüngern  wir  die  Seite  SD  und  auf 
dem  Schenkel  DC  des  so  entstehenden  Aussenwinkels  ÄDC  machen 
wir  I)D'=ÄD,  wodurch  das  gleichschenklige  Dreieck  ^ÖU'  entsteht, 
in  dem  die  Winkel  an  ÄD'  gleich  sind,  folglich  ist  der  Winkel 
ADB^^ABD  {§  i)0).  Indem  wir  CD' =  AD'  machen,  erhalten 
wir  den  Winke!  ACD<  \BDA,  und  so  fortfahrend  können  wir  [20 
den  Winkel,  den  die  Gerade  BC  mit  einer  von  ihr  aus  nach  dem  ge- 
gebenen Punkte  A   gezogenen  Geraden  bildet,  unbegränzt  verkleinern. 


Zwei  Gerade,  die  einer  dritten  parallel  sind,  sind  unter 
einander  parallel. 

Wir  betrachten  zuerst  drei  Gerade  AB,  CD  und  jßF  (Fig.  95) 
in  einer  Ebene.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  äusserste  AB  ZM 
den  beiden  andern  parallel  ist,  fällen  wir  von  dem  auf  AB  beliebig 
angenommenen  Punkte  A  aus  die  Lothe:  AC 
auf  CD  und  AE  auf  EF.  Das  zweite  dieser 
Lothe  schneidet  die  mittlere  Linie  CD  irgendwo 
in  G,  entweder  zwischen  den  Endpunkten  C 
und  D,  wenn  nämlich  der  Winkel  DGE  <C\it 
ist,  oder,  mit  AG  zusammenfallend,  in  dem 
Punkte  C,  wenn  der  Winkel  DGE=\'n  ist. 
In  der  Oeffnnng  des  Winkels^BCE  möge  von 
dem  Punkte  G  die  Linie  GG'  ausgehen  und 
mit  DG  irgend  einen  Winkel  DGG'  bilden.  ^Jl, 
Auf  DC  können  wir  den  Punkt  A'  so   weit  ab  '■ 

von  C  annehmen,  dass  der  Winkel  AA'C  kleiner 

wird  als  DGG'  (§  98).  Dessenungeachtet  muss  die  Verlängerung  der 
Linie  AA'  über  A'  hinaus  EF  irgendwo  in  F'  treffen,  da  AB  und 
EF  parallel  sind.  Demnach  entsteht  ein  Dreieck  AEF',  dessen  Seite 
AF'  gegen  die  Linie  ÄD  unter  dem  Winkel  DÄF'<DGG'  geneigt 
ist.  Machen  wir  nun  den  Winkel  DA'F"  =  DGG',  so  kann  A'F" 
unmöglich  GE  schneiden,  da  es  mit  GG'  nicht  zusammentrifft,  son- 
dern geht  irgendwo  zwischen  F'  und  F  auf  FF  durch  F",  indem  es  so 
ein  Viereck  A'GEF"  begränzt,  wo  GG',  da  es  A'F"  nicht  sehneidet  [30 
(§  94),   mit  EF"  in  irgend   einem  Punkte  G'  zusammentreffen  muss. 

Sind  dagegen  die  beiden  äuasersten  Linien  AB  und  EF  parallel 
zu  der  mittleren  DC,  so  muss  jede  Gerade  AA',  die  in  der  Oeffnung 
des  Winkels  BAE  von  dem  Scheitel  A  aus  gezogen  ist,  DC  irgendwo 
in  einem  Punkte  A'  schneiden,  von  dem  aus  das  Loth  A'K  auf  FE 
gefällt   sei.     Jetzt   liegt    die  Verlängerung  A'F'   von  AA'   ausserhalb 


dby  Google 


172         Kcuc  Anfangsgründe.     Kap.  VIl,  §  09—101.    K.  G.  S,  1836,  III, 

des  Vierecks  ÄA'KE,  folglieh  in  der  [306 
Oeffnung  des  Winkels  DA'K  und  schneidet 
daher  EF  als  Parallele  zu  AB  (§  96),  wie 
klein  auch  der  Winkel  BAA'  sein  möge. 

Nehmen  wir  endlich  an,  ditss  AB  und  CD 
zu  EF  parallel  sind  in  verschiedenen  Ebenen, 
so  können  wir  AB  als  die  Schnittlinie  zweier 
Ebenen  BACD  und  BÄEF  betrachten,  die 
durch  die  beiden  Parallelen  CD  und  EF  gelegt 
sind,  folglieh  muss  die  dritte  Gerade  AB  auch 
zu  CD  parallel  sein  (§  97). 

§  100. 
Wenn  drei  Ebenen  einander  in  parallelen  Geraden  schnei- 
den, so  ist  die  Summe  der  Ebenenwinkel  gleich  sr. 

Die  drei  Ebenen  mögen  einander  in  den  parallelen  Linien  AA', 
BB'  und  CG'  schneiden  (Fig.  96).  Wir  nehmen  auf  diesen  die  Punkte 
A,  B  und  C  beliebig  an,  verbinden  sie  durch  die  Geraden  AB,  AC  [3i 
_y  ^  und  BC  und  denken  uns  durch 

sie    eine   Ebene,    sowie    noch 
eine  andre  Ebene  ABC  durch 
die  Punkte  A,  C  und  durch  B' 
,  ,  _^  irgendwo  auf  BB'\  endlich  be- 

J  ^^^^!2^^—— — —- ^" — ^  sehreiben    wir   um   diese   drei 

^         ^  Punkte  Kugelfläehen  und  zeich- 

nen die  Bogen,  in  denen  sie 
die  Ebenen  AAB',  AB'C,  B'CC,  A'ACC  schneiden.  Die  Ebenen- 
winkel zwischen  den  ersten  drei  Ebenen  durch  die  Parallelen  ÄA', 
BB',  CC  nennen  wir  et,  ß,  y,  mit  d  bezeichnen  wir  den  Neigungs- 
winkel der  Ebene  AB'C  gegen  A'ACC,  mit  p,  q,  r  die  körperhchen 
Winkel  def,  d'e'f,  ahc,  deren  Scheitel  in  A,  C,  B'  liegen.  Den  Ebenen- 
winkel def  finden  wir  (§  68)  gleich: 

den  Winkel  d'e'f  gleich: 


Demnach  ist  der  körperliche  Winkel: 
r  =  d  —  p  —  q  —  ^(tt 


-7)- 


Den  Winkel  $  können  wir  beliebig  klein  annehmen  und  zugleich 
mit  ihm  die  Bogen  de  und  e'f  unbegränzt  verkleinern,  wenn  wir  den 
Punkt  B'  von  B  entfernen  (§  93).    Bei  dieser  Bewegung  des  Scheitels 
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B'  verscLwinden  schliesslich  die  Bogen  ah  und  hc,  folglich  auch  der 
körperliche  Winkel  r  selbst  (§  80),  der  Ebenenwinkel  S  und  die  körper- 
lichen Winkel  p  <.S,  q<!.S,  mithin  ist; 

jc  =  a -\-  ß -\- r-  132 

§  101. 

Wenn  in  den  Dreiecken  die  Summe  der  drei  Winkel 
gleich  *  ist,  so  sind  zwei  Gerade,  die  auf  einer  dritten  senk- 
recht stehen,  unter  einander  parallel. 

Es  seien  AB  und  CD  (Fig.  97)  beide  auf  der  Geraden  ÄC  senk- 
recht.   Den  Endpunkt  dieser,  Ä,  verbinden  wir  mit  irgend  einem  Punkte 
I)  auf  CD  durch   die   Gerade  AD.     In  dem  rechtwinkligen   Dreiecke 
./l Co  ist  die  Summe  der  beiden   ^ 
spitzen  Winkel  gleich -l^sr,  ebei 
ist  auch 

LCAJ)-{-LDAB=:}i-7r, 
folglieh  der  Winkel 

BAD^ADC; 
aber  der  letztere  kann  behebig 

klein  gemacht  werden  (§  98),  folglich  schneidet  AD  die  Gt'rade  CD 
immer,  wie  wenig  es  auch  von  AB  abweichen  mag.  Das  bedeutet, 
dass  CD  und  AB  parallel  sind  (§  93). 

Daher  sind  überhaupt  bei  dieser  Annahme  zwei  Gerade  parallel, 
wenn  eine  dritte  sie  auf  der  einen  Seite  unter  gleichen  Win- 
keln trifft  {%  94),  und  folglich  schneiden  zwei  Gerade  einander 
jedesmal,  wenn  sie  gegen  eine  dritte  zwischen  ihnen  liegende 
unter  solchen  inneren  Winkeln  geneigt  sind,  deren  Summe 
<  a  ist.  . 

Wenn  man  umgekehrt  zul'ässt,  dass  irgend  zwei  auf  einer 
Geraden  senkrechte  Linien  parallel  sind,  so  muss  in  den 
Dreiecken  die  Summe  aller  drei  Winkel  gleich  jr  sein. 

Sind  nämlich  zum  Beispiel  AB  und  CD,  die  beide  auf  AC  senk- 
recht stehen,  einander  parallel,  so  sei  in  dem  Dreiecke  ACE  [33 
die  Summe  der  drei  Winkel  jr  —  a,  folglich  der  Winkel  BAE  >  a. 
Machen  wir  den  Winkel  BAD  =  «,  so  schneidet  AD  die  Linie  CD 
und  erzeugt  ein  Dreieck  ADG,  in  dem  die  Summe:  a  —  a  -\-  i  ADC 
der  drei  Winkel  entweder  der  Summe  der  drei  Winkel  in  dem  Drei- 
ecke ACE  gleich  sein  muss  oder  kleiner  als  diese  (§  91).    Hieraus  folgt: 

jr  — a  +  /.^DC^jr  -  a, 
ein  Widersinn,  der  nur  durch  die  Annahme:  «  =  0   beseitigt  werden 
kann  (§  93). 
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%   102. 
Setzt  man     voraus,    dass    im    Dreiecke    die    Summe    aller 
Winkel  <  31  ist,  so  nimmt  der  Winkel  n(a)  mit  wachsendem  a 
allmiLhlig  ab,  indem  er  mit  dem  Werthe  77(a)  ^  ^  jt  für  a  =  0 
anfängt  und  sieh  für  a  =  co  der  Gränze  IJ((i)  =  0  nähert. 

Bemerken  wir  zuerst,  dass  n(a)  >  77(6)  ist,  wenn  a  <h.  Ea  sei 
AB=a,  AC='h  (Fig.  98),  AÄ  senkrecht  zu  AG;  BB'  und  CC 
parallel  zu  AÄ,  folglich  der  Winkel  ABB'=n{a), 
ACC  =  nib).  Es  ist  unmöglich  II{a)  =  n(b) 
anzunehmen,  sonst  gäbe  es  ja  zu  einer  Geraden 
zwei  Senkrechte,  die  parallel  wären  (§  94),  Noch 
weniger  kann  man  II{a)  <  n(i)  für  «  <  ft  zu- 
lassen, weil  die  Gerade  BD  in  diesem  Falle-  [34 
CG'  sogar  dann  schnitte,  wenn  man  den  Winkel 
ABB  gleich  ACC'  machte. 

Jetzt  werden  wir  zeigen,  dass  sich  für  jeden 
Winkel  A  zwischen  den  Gränzen:    A  =  0  und 
A  =  i^z  eine  solche  Linie  a  finden  lässt,  dass  A  =  JJ(a)  wird. 

Auf  dem  einen  Schenke!  des  Winkels  A  (Fig.  99)  nehmen  wir 
irgend  einen  Punkt  B  an  und  fällen  von  diesem  aus  auf  den  andern 
Schenkel  das  Loth  BB'.  So  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ABB' 
mit  den  Katheten  AB'  und  BB', 
in  dem  die  Summe  der  drei 
Winkel  gleich  :t  —  a  sei.  Wir 
verlängern  den  Schenkel  AB' 
und  machen  £'C=^iS',  sodann 
G'B'=  AC'  und  so  fort.  In 
den  Punkten  G',  B',  ...  [308 
errichten  wir  auf  demselben 
Schenkel  die  Senkrechten  CG', 
BB', . . .,  solange  diese  den  an- 
dern Schenkel  in  gewissen  Punk- 
ten C,  D,  .  .  .  treffen  können. 
Indem  wir  die  Punkte  B  und  G', 
G  und  I)',  .  .  .  durch  Gerade 
verbinden,  erhalten  wir:  A  AB'BUö  A  B'BG',  AACG'i^CC'D',.... 
Ferner  muss  in  dem  Dreiecke  ABG'  die  Summe  der  drei  Winkel 
gleich  nr  —  2a  sein,  in  dem  Dreiecke  ACC'  kleiner  als  a  —  2«  {%  91), 
in  dem  Dreiecke  AGB'  kleiner  als  %  —  4c  und  noch  kleiner  in  dem 
Dreiecke  ADD'.     Daher  müssen   wir  allgemein  diese  Summe   kleiner 
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als  ai  —  2"ß  finden,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Das  erfordert, 
dass  schliesslich  gewisse  Senkrechte  EE',  IE"  za  dem  einen  Schenkel 
des  Winkels  A  mit  dem  andern  gar  nicht  melir  zusammentreffen. 
Unter  diesen  sei  EE'  die  Senkrechte  zu  AE',  die  selbst  nicht  mit 
AB  zusammentrifft,  wahreud  auf  der  einen  Seite  von  ihr,  nach  dem 
Scheitel  A  hin,  alle  Übrigen  den  Schenkel  AD  schneiden  und  zu-  [35 
gleich  auf  der  andern  Seite  alle  Senkrechten  FF',  wie  weit  sie  aucli 
verlängert  werden  mögen,  nicht  mit  AI)  zusammentreffen.  In  diesem 
Falle  ist  der  Schenkel  AI)  zu  der  Senkrechten  EE'  parallel. 

Um  uns  davon  zu  überzeugen,  ziehen  wir  von  dem  Scheitel  des 
Winkels  A  aus  innerhalb  und  ausserhalb  auf  der  andern  Seite  des 
Schenkels  AD  die  Geraden  AG  und  AH.  Die  zweite  darf  mit  EE' 
nicht  zusammentreffen,  weil  sonst  ein  Dreiecii  entstände,  aus  dem  die 
Gerade  AD  nicht  heraustreten  konnte,  ohne  die  Seite  EE'  zu  schneiden. 
Ziehen  wir  noch  ausserhalb  des  Winkels  A  von  dessen  Scheitel  aus 
die  Gerade  AG',  die  gegen  den  Schenkel  AD'  unter  demselben  Winkel 
geneigt  ist,  wie  im  Innern  AG  gegen  AD.  Auf  AG'  füllen  wir  von 
E'  aus  das  Loth  E'G'  und  erhalten  so  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
AE'G',  iu  dem  AG' <  AE'  ist.  Wenn  wir  daher  AG'  von  dem 
Scheitel  A  aus  auf  AE'  legen,  so  deckt  sich  AG  mit  AD  und  der 
Punkt  G'  fällt  irgend  wohin  zwischen  den  Punkten  A  und  E'  nach  Ä"; 
demnach  geht  die  Senkrechte  GG'  in  die  Senkrechte  KK'  auf  AE' 
Über,  die  den  Abstand  AK  =  AG  des  Punktes  G  bestimmt,  bis  zu 
dem  die  Gerade  AG  reichen  und  folglich  ein  Dreieck  AGE'  bilden 
muss,  in  dem  die  Gerade  EE'  die  Seite  AG  schneidet.  Wird  daher 
AD  um  den  Punkt  A  gedreht  und  mag  es  dabei  von  seiner  früheren 
Lage  noch  so  wenig  abweichen,  so  schneidet  es  ßß',  sobald  es  nach 
der  einen  Seite  geht,  während  es  auf  der  gegenüberliegenden  Seite 
nicht  mit  Eß'  zusammentrifft. 

Unter  Festhaltung  der  Stetigkeit  der  Aenderung  wollen  wir  die 
Werthe  von  77(0;)  vervollständigen,  indem  wir  77(a)  =  ^3i  annehmen 
für  a  =  0  und  n(a)  =  0  fiär  a  =  oo,  endlieh  wollen  wir  die  Be-  [if6 
Stimmung  auf  alle  negativen  Linien  ausdehnen,  indem  wir  setzen: 

i7(«)  +  n(-  «)  _  », 

WO  also  die  Linie  a  sowohl  null  sein  kann  als  eine  positive  oder 
negative  Zahl,  die  bis  ins  Unendliche  wächst. 

Obgleich  der  Ausdruck  II(a),  wie  wir  früher  {§  93)  bemerkt  haben, 
nur  als  Zeichen  für  einen  Winkel  dienen  soll  zugleich  mit  dem  Hin- 
weise auf  die  Linie  a,  zu  der  dieser  Winkel  gehört,  so  kann  diese  [309 
Abhängigkeit  immerhin,  so  lange  sie  unbekannt  ist,  als  eine  geo- 
metrische Fuuktiou  bezeichnet  werden  im  Gegensatze  zu  einer  aua- 
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lytischen  Funktion,   die   entweder  durch   ihre   Zahlenwerthe   oder   ver- 
möge gewisser  Bedingimgsgleichungen  vollständig  bestimmt  ist. 

In  der  gewöhnlichen  Geometrie  nimmt  man  an,  dass  der  Parallel- 
winkel beständig  gleich  einem  Rechten  ist.  Man  kann  jedoch  diesen 
Winkel  auch  als  veränderlich  voraussetzen,  nämlich  in  der  allgemeinen 
oder  imaginären  Geometrie,  die  die  gewöhnliche  Geometrie  als 
einen  besonderen  Fall  umfasst,  den  einzigen  übrigens,  den  uns  wirklich 
ausgeführte  Messungen  liefern. 

§  103. 
lü  der  gewöhnlichen  Geometrie   nennt   man  ein  Viereck,    in    [37 
dem  gegenüberliegende  Seiten  parallel  sind,  ein  Parallelogramm. 

ImParailelogramme  sind  gegenüberliegendeSeiten  gleich: 
auch  ist  ein  Viereck  stets  ein  Parailelogramm,  sobald  in  ihm 
die  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  sind  oder  sobald  nur 
zwei  Seiten  gleich  und  Überdies  parallel  sind. 

Das  Viereck  ABCD  (Fig.  100)    zerlegen    wir   in   zwei   Dreiecke, 
indem   wir  die   Scheitel  A  und   C   zweier  gegenüberliegender   Winkel 
durch   die   Gerade   AC,    eine   sogenannte   Diagonale,   verbinden.     Ist 
die  Seite  AB  zu  CD  parallel  und  AD  zu  BC,  so  ist  die 
Diagonale  jIG  gegen  jede  der  beiden  Parallelen  unter  dem- 
selben Winkel  geneigt{§101).  Daher  ist:  iBAC  =  LACD, 
"^Pig  m"        LBCA^LCAD,  folglich  AABC-<^?ACD  (§81)  und 
darin:  AB  =  CD,  BC  ^  AD. 
Ist  femer  AB=  CD,  BC=AD,  so  ist  wiederum  A  ABCQ^C^^ACD, 
folglich  die  Winke):  BCA  =  GAD,  BAC=ACD  und  die  Seite  B  6' 
zu  AD,  AB  zu  CD  parallel. 

Ist  endlich  AB  gleich  CD  und  dazu  parallel,  so  ist  der  Winkel 
BAC^ACD,  folglich  A  J.ßCt;oA^CZ>  (§  81),  demnach  BC  gleich 
AD  und  dazu  parallel. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Lothe  von  einer  Parallelen  auf  \_3S 
eine  andre  gleich  sind. 

§  104. 

Unter  der  Voraussetzung  rechter  Parallelwinkel  stehen 
parallele  Linien  zwischen  den  Sehenkeln  eines  Winkels  in 
demselben  Verhältnisse,  wie  die  zugehörigen  Abschnitte  auf 
den  Schenkeln. 

Es  seien  aa'  und  hh'  (Fig.  101)  zwei  Parallelen  zwischen  den 
Schenkeln  AB  und  AC  des  Winkels  A.  Der  Aussenwinkel  hau  des 
Dreiecks  Aaa'  ist  gleich   der  Summe  der   beiden   inneren  uA.a'   und 
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aa'Ä,  die  nicht  seine  Nebenwinkel  sind,  t'olglicli  niuss  die  Gerade  ac, 
die  durch  den  Endpunkt  a  der  Linie  aa'  parallel  zu  dem  Schenkel 
Äa'  des  Winkels  Ä  gezogen  ist,  die  Linie  bb'  in  zwei  Theile,  hc  und 
ch' =  aa'  (§  103)  zerlegen.  Wir  scbliessen  hieraus,  dass  die  [3io 
Parallelen  aa',  bb'  zwischen  den  Sehen-  _ß 

kein  des  Winkels  wachsen,  wenn  sie  .^'^' 

sich  von  dem  Scheitel  A   entfernen.  ^^-"i         /' 

Uebcrdies  ist  in  dem  Dreiecke  abc  der  ^^'' 


Winkel    bae  =  aÄa  ,    abc  =^  Aaa,         ^■'"'^ 


^-~^- 


die   Seite    ac==ö'6';   wo  wir  daher    -^ 
auch  den  Theil  ab  auf  dem  Schenkel 

AB  annehmen  mögen,  überall  wachsen  die  drei  Seiten  in  dem  Drei- 
ecke Aaa'  in  gleicher  Weise,  sobald  wir  die  Seite  aa'  durch  die 
dazu  parallele  bh'  ersetzen. 

Wir  bezeichnen  nunmehr  mit  x,  y,  s  die  Seiten  Aa,  Aa,  aa  des 
Dreiecks  Aaa';  mit  x',  y',  s'  die  Seiten  Ab,  Ab',  bb'  des  Dreiecks 
Abb'  und  nehmen  an,  dass  x  in  n  und  x'  in  m  gleiche  Theile  der- 
selben Art  getheilt  ist;  dann  ist  klar,  dass  der  Bruch  n :  m  das  Ver- 
hältniss  Ton  x  zu  x',  von  p  zu  y'  und  von  z  zu  z'  ist.  Machen  wir 
ferner,  falls  die  Linien  inkommensurabel  sind,  die  Annahme,  dass 

—  X  <^x  ,     -— a;  >  a;  "■ 

ist  und  folglich  auch 

dann  ist,  wie  wir  eben  gezeigt  haben: 

~  s  <  2',      —^  ^  ^  >  2'. 

Daher  liefert  das  Verhältnisa  der  ganzen  Zahlen  n  und  m  das  Ver- 
hältniss  der  Linien  x  und  x'  mit  derselben  Genauigkeit,  wie  das  Ver- 
hältniss  von  y  zu  y'  und  von  s  zu  s'.  Das  bedeutet,  dass  in  jedem 
Falle: 


Hieraus  folgt,  dass  in  rechtwinkligen  Dreiecken  die  Seiten, 
die  gleichen  spitzen  Winkeln  gegenüberliegen,  in  gleichem 
Verhältnisse  stehen. 

§  105. 
Unter   der   Voraussetzung  rechter  Parallelwinkel   ist   im 
rechtwinkligen    Dreiecke    das    Quadrat    der    Hypotenuse    [40 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Katheten. 
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Wir  nennen  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  die  KatJieten  a  nnd  h, 
die  Hypotenuse  c  (Fig,  102),  Von  dem  Scheitel  des  rechten  Winkels 
aus  fällen  wir  das  Loth  p  auf  die  Hypotenuse, 
die  auf  dieae  Weiae  in  zwei  Theile  zerlegt  wird, 
den  einen  x  unterhalb  a,  den  andern  c  —  x 
unterhalb  h.  Das  Dreieck  selbst  wird  in  zwei 
rechtwinklige  zerlegt:  das  eine  mit  der  Hypo- 
tenuse a  und  den  Katheten  p,  x,  das  andre  mit  der  Hypotenuse  h  und 
den  Katheten  p,  c  —  a:.  Durch  Vergleichung  jedes  dieser  Dreiecke  mit 
dem  gegebenen  erhalten  wir  (§  104): 


und  hieraus  finden  wir  nach  Wegschaffung  von  x: 
^  =  «-  +  h-. 

§  106. 
Unter   der  Voraussetzung  veränderlicher   Parallelwinkel 
■wächst  das  Loth  schneller  als  der  Schenkel  des  Winkels,  von 
dem    aus   es    gefällt    ist,    und    erst    recht   schneller    als    der 
Schenkel,  auf  den  es  gefällt  ist. 

Auf  dem  Schenkel  AB  des  Winkels  VAB  (Fig.  103)  seien  \4i 
drei  Punkte  D,  E,  B  angenommen,  deren  Abstände,  vom  ersten  zum 
zweiten  und  vom  zweiten  zum  dritten,  gleich  sind.  In  den  Punkten 
y  JD,  E,  B  errichten  wir  auf  AB  die  Senk- 

rechten BF,  EG,  BC,  die  den  Schenkel 
AC  m  den  Punkten  F,  G,  ü  schneiden 
mögen,  und  zwar  sei  p  der  Abstand  des 
ersten  vom  zweiten,  q  der  des  zweiten 
vom  dritten.  Wir  legen  das  Viereck 
GEBC  mit  der  gemeinsamen  Seite  GE 
und  mit  der  gleichen  Seite  BF  ==  ED 
auf  das  Viereck  FBEG.  Die  Seite  BC  fällt  dabei  auf  DF  und  ihr 
Endpunkt  irgendwohin  nach  S  ausserhalb  des  Dreiecks  [^AFG],  weil 
der  Winkel  EGC>  \m  ist  und  AGE  <-l7i.  So  entsteht  ein  Dreieck, 
in  dem  p  ein  kleinerer  Winkel  gegenüberliegt  als  q  (§  91),  folglich  ist 
q>p  (§54). 

Es  seien  auf  dem  Schenkel  AB  (Fig.  104)  drei  Punkte  B,  E,  B 
angenommen,  so  dass  der  Abstand  des  ersten  vom  zweiten  gleich  dem 
des  zweiten  vom  dritten  ist,  I)E  =  EB.  Von  den  Punkten  B,  E,  B 
aus  fällen  wir  auf  AC  die  Lothe  1>F,  EG,  BC.  Wir  machen 
GH=DF,   CK=GE    und    verbinden    die   Endpunkte   D    und   H, 
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E  und  K  durch  die  Geraden  DH,  EK,  die  gegen  die  Lothe  unter 
spitzen  Winkeln:  FDH=^1}H(t,  GEK  =^EKC  geneigt  sein  müssen. 
Wir  halbiren  GC  in  L  und  errichten  hier  die  Öentrechte  LM,  die 
durch  die  Mitte  M  von  EK 
senkrecht  dazu  hindurch- 
gehen und  liE  in  N  schnei- 
den wird.  Mit  dieser  Senk- 
rechten NL  trifft  die  Ver- 
längerung von  DS  in  0 
zusammen  und  bildet  da 
einen  spitzen  Winkel  DOL 
(§  91),  in  dessen  Oeänung 
das  von  D  aus  auf  NL  ge-    '^'  f  G       i       c 

fällte   Loth   DP   liegt.     In  '"""' 

den  rechtwinkligen  Dreiecken  AEG  und  ABC  ist  nunmehr  der  [43 
Winkel  AEG  >  ABC,  und  in  den  ebenfalls  rechtwinkligen  Dreiecken 
ßPN  und  EMN  ist  der  Winkel  NEM>ND1>  und  erat  recht 
grösser  als  EI)H.  Demnach  muss  das  Dreieck  EBK  die  Lage  BEB' 
annehmen,  wenn  wir  es  mit  der  Seite  BE  auf  die  gleiche  Linie  DE 
legen,  und  es  muss  alsdann  BK,  das  in  EB'  übergeht,  DH  irgendwo 
zwischen  E  und  B'  in  Q  schneiden,  folglich  ist  BK=  EB'  >  EQ, 
>EK 

§  107. 

Unter  der  Voraussetzung   veränderlicher  Paralielwin 
ist  im  rechtwinkligen  Dreiecke  das  Quadrat  der  Hypoten 
grösser  als  die  Summe  der  Quadrate  der 
beiden  Katheten. 

Es  sei  c  die  Hypotenuse  (Fig.  102),  a  und  6 
die  Katheten,  p  das  Loth  von  dem  rechten 
Winkel  aus  auf  die  Hypotenuse,  die  es  in  zwei 

Theile  zerlegt:  x  unterhalb  a,  c  —  x  unterhalb  h.  Indem  wir  uns  auf 
das  soeben  Bewiesene  stützen,  finden  wir  durch  Vergleichung  von 
Dreiecken: 

a  ,    h 

x^  a—,       c  —  x~>  n  — 

und  durch  Verbindung  dieser  beiden  Ungleichheiten  schliesaen  wir: 
e^  >  a^  -f  h\ 

§  108.  Itö 

Unter  der  Voraussetzung  veränderlicher  Parallelwinkel 

gehen  zwei  Gerade,  die  auf  derselben  dritten  senkrecht  stehen, 

12* 


[312 
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,  je  weiter  sie  verliiiigert  werden, 
iinen  auf  die  andre  bis  ins  Unend- 


um  so  weiter  auseinander, 
so  dass  das  Loti.  vo 
liehe  wächst. 

Es  seien  AS  und  CD  (Fig.  105)  auf  AC  senkrecht.    Von  irgend 
welchen  Punkten  B  und  E  der   einen   aus   fällen   wir   auf  die  andre 
CD  die  Lothe  EF  und  JiD,   ziehen  sodann  von  A  aus  senkrecht  zu 
dem  nächsten  Lothe  El'  die  Gerade  AG  und  verlängern  diese  über  G 
j^  hinaus,  bis  sie  BD  in  H  schneidet,  wobei  sie 

einen  Winkel  GHD<^n  bildet.  Die  Verlänge- 
rung von  GH  über  H  hinaus  liefert  den  eben- 
falls spitzen  Scheitelwinkel  BHK  und  folglich 
liegt  in  diesem  das  auf  HK  gefällte  Loth 
BK  <  BH.     Setzen    wir    nunmehr:    AB  =  a, 


AE^h,  EG  = 


-c,  so  finden  wir  (§  106): 
BK>el- 
a  so  mehr: 

BH>c  "  ■ 

b 

ist   leicht   einzusehen,    dass    EFl>AC 

'*'■  ^"^  und  HD>  GF  ist,   weil  gleiche  Lothe   gegen 

die  Gerade,  die  ihre  Spitzen  verbindet,  immer  unter  spitzen  Winkeln 

geneigt  sind,    während  das  eine  Lotb,  wenn  der  Winkel  an   dem   [44 

andern  wächst,  gleichfalls  zunimmt.     Daher  ist: 

BD>lID-j-o^ 

>EF+c'^. 

Hieraus  folgt,  dass  wir  für  AB^^a  stets  einen  Abstand  von  [313 
genügender  Grösse  derart  wählen  können,  dass  das  Loth  BD  grösser 
wird  als  jede  gegebene  Linie. 

Bemerken  wir  noch,  dass  hier  AB  >  CD  ist  und  dass  man  folg- 
lieh auch  für  CD  stets  einen  genügend  grossen  Abstand  so  wählen 
kann,  dass  BD  grösser  wird  als  eine  gegebene  Linie. 

Umgekehrt  schliesaen  wir,  dass  wir  zu  jedem  beliebigen  auf  CD 
errichteten  Lothe  BD  immer  ein  andres  AC  finden  können,  das  soweit 
davon  entfernt  ist,  dass  das  von  dem  Endpunkte  des  ersten  auf  das 
zweite  gefällte  Loth  beliebig  nahe  an  CD  auftrifft. 

§  109. 
Unter  der  Voraussetzung  veränderlicher  Parallelwinkel 
wachsen    die    Abstände   zwischen    zwei    Parallelen   nach    der 
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nzt   wie  sie   nach   der  andern 


einen  Seite  hin   ebenso   unbeg 
hin  abnehmen. 

Es  sei  AB  parallel  zu   CJ)  (Fig.  106)    und  von   den  Punkten    [-ir, 
A,  E  der  ersten  aus  seien  auf  die  zweite  die  Lothe  AC,  EF  gefällt, 


ü'liingern 


Ar^r-=---- 


so  dass  also  die  Winkel  BAC  und  BEF  spitz  sind.    Wir  i 

EF  über  den  Punkt  E  hinaus  und      ^,  _     ,(. 

ziehen  in  der  Oeffnung  des  spitzen 

Winkels    AEG    die    Gerade    AG 

senkrecht  zu   GF,    das   wir  stets, 

zugleich    mit    EF,    beliebig    klein 

machen    können,    indem    wir    CF 

,ergros,.r„  (S  lOS).  ^  ■  ^__^^^ 

Wenn  wir  umgekehrt  AF  und 
AG  über  A   hinaus    verlängern,   so   wird    die  Verlängerung  AE'   der 
ersten  Linie  von  CF  noch  mehr  divergiren  als  A(t',  die  Verlitngerung 
von   AG,    bei    der,    wie   wir    gesehen   haben,    die    auf   CF   gefällten 
Lothe  ins  Unendliche  wachsen. 

Dies -der  Grund,  weshalb  wir  zwei  Gerade  divergirend  genannt 
haben  (§  93),  sobald  sie  weder  zu  tlen  parallelen  gehören  noch  ku 
denen,  die  einander  schneiden.  In  der  That,  wenn  die  Linie  AK  mit 
A  B  einen  Winkel  bildet,  so  wachsen  die  von  ihren  Punkten  aus  anf 
AB  gefällten  Lothe  in  der  Richtung  nach  dem  Bndpunkte  K.  Um 
so  mehr  muss  man  dies  von  den  auf  CD  gefällten  Lothen  sagen, 
sobald  AK  einen  Winkel  KAC  bildet,  der  kleiner  als  x  ist,  aber 
grösser  als  BA  0. 

Daher  müssen  wir  die  Seite  des  Parallelismus,  auf  der  die 
Parallelen  einander  näher  kommen,  von  der  Seite  der  Divergenz 
unterscheiden,  nach  der  hin  die  Abstünde  der  beiden  Parallelen  bis 
ins  Unendliche  anwachsen. 

g  110.  [4ß 

Die  in  den  Seiten  mitten  eines  Dreiecks  errichteten 
Senkrechten  schneiden  einander  in  dem  Mittelpunkte  eines 
Kreises,  der  durch  die  Ecken  geht  und  deshalb  der  umbeschrie- 
bene Kreia  des  Dreiecks  genannt  wird.  Die  Senkrechten  schnei- 
den einander  nothwendig  bei  jedem  Dreiecke,  sobald  wir 
darin  die  Summe  der  drei  Winkel  gleich  jt  voraussetzen. 

In  dem  Dreiecke  ABC  {Fig.  107)  errichten  wir  auf  den  Seiten 
AB,  BC,  AC  in  deren  Mitten  B,  E,  F  die  Senkrechten  DG,  EG,  FG. 
Die  beiden  ersten  mögen  in  dem  Punkte  G  zusammentreffen,  indem  [314 
sie  die  gleichschenkligen  Dreiecke  AGB  und  CGB  liefern  (§  52),  in 
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denen  die  Abstände  AG,  BG,  CG  des  Punktes  G  von  den  drei  Ecken 
des  Dreiecks  ABC  die  gleichen  Seiten  darstellen.  Daher  ist  der  mit 
diesem  Abstände  beschriebene  Kreis  um  den 
Mittelpunkt  G  der  dem  Dreiecke  ABC  um- 
beschriebene Kreis.  In  dem  gleichschenkligen 
Dreiecke  AGC  muss  das  Loth  FG  auch  durch 
den  Mittelpunkt  G  des  Kreises  gehen  (§  52). 
Setzen  wir  den  Parallelwinkel  als  konstant, 
gleich  einem  Rechten,  voraus,  so  schneiden  die 
Um  das  zu  zeigen,  ziehen  wir  blos  die  beiden 
.  Betracht  (Fig.  108),  denen  die  spitzen  Winkel 
Die  auf  den  Seiten  AB  und  BC  in  deren 
Mitten  errichteten  Lothe  DL  und  EM 
mögen  durch  die  Fläche  des  Dreiecks  gehen, 
ohne  einander  da  zu  treffen,  während  sie  die 
■  dritte  Seite  .AC  in  den  Punkten  if  und  Ä"  [47 
schneiden,  so  dass  die  Verlängerungen  HL 
lind  KM  der  Lothe  mit  dem  zwischen 
ihnen  liegenden  Stücke  HK  der  Seite  AC 
die  Winkel  LUX  und  MKS  bilden,  die 
den  Winkeln  DHÄ  und  EKC  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ABU 
und  KEC  gleich  sind.  Bei  diesen  Neigungen  gegen  HK  müssen 
aber  die  Linien  HL  und  KM  einander  sicher  schneiden  (§  101). 

§  m. 

Unter  der  Voraussetzung  veränderlicher  Parallelwinkel 
können  die  in  den  Seitenmitten  des  Dreiecks  errichteten 
Lothe  entweder  zusammentreffen,  oder  divergiren  oder  alle 
drei  parallel  sein. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  109),  wo  die  Winkel  A  und  C  spitz 

auf  AC   in   der  Mitte  D   errichtete  Senkrechte  DE, 

1  indem  sie  durch  die  Bliche  des  Dreiecks  geht, 

entweder  die   beiden    mdern  Seiten   m  deren 

gemeinsamem  Punkte  treffen  oder  wenigstens 

die   grössere  AB  dei   'selten  iigendwo  in  E. 

Es   sei   femer  EG   senkrecht  auf    4.B  m  der 

Mitte  F,   und  der  Abstand  FE  dieser  Mitte 

j,.    jy^  vom  Punkte  E  sei  gleich  a.  Wenn  E  zwischen 

die  Punkte  A  und  E  fällt  und  überdies  der 

Winkel  FEB  <  n{a)  ist,   so  schneidet  die  Senkrechte  EG  die  andre 

EB  nothwendig  irgendwo,  sobald  beide  verlängert  werden  (§  102),  imd 


sind, 
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iiacli  diesem  Schnittpunkte  geht  daher  auch  die  Senkrechte  von  der 
Mitte  der  dritten  Seite  BC.  Ist  dagegen  FED  ^  IT(a),  so  treffen  die 
Senkrechten  FG  und  DB  nicht  zusammen,  und  folglich  ist  es  auch 
nicht  möglich,  dass  sie  die  dritte  schneiden.  Wir  werden  jetzt  zeigen, 
daas  der  Parallelismus  zweier  unter  diesen  Senkrechten  stets  mit  \48 
dem  Parallelismus  aller  drei  verhunden  ist. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  110)  mögen  die  Senkrechten  DU, 
FG  von  den  Mitten  D,  F  der  Seiten  AB,  BC  ausgehen,  die  den 
spitzen  Winkeln  A,  C  gegenüberliegen,  und  sie  mögen  innerhalb  des 
Dreiecks  mit  SE,  das  auf  der  Seite  AC  in  der  ^ 

Mitte  H  senkrecht  sieht,  nicht  zosammentrefFen, 
Das  wird  der  Fall  sein,  wenn  BF  und  FG, 
indem  sie  durch  das  Dreieck  hindurchgehen,  die 
dritte  Seite  AC  in  zwei  Punkten  L  und  M 
schneiden,  zwischen  denen  der  Ausgangspunkt  H  ^^^ 

der  dritten  Senkrechten  HK  enthalten  ist.    [315 

Auf  diese  Weise  werden  die  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  liegenden 
Abschnitte  LE,  MG  der  Senkrechten  DE,  FG  gegen  LM  unter 
spitzen  Winkehi  FLU,  GMH  geneigt  sein.  Wenn  wir  annehmen, 
dass  DE  und  F'G  parallel  sind,  so  trifft  auch  HK  nicht  mit  ihnen 
zusammen,  sondern  muss,  da  es  zwischen  beiden  enthalten  ist,  noth- 
wendig  zu  ihnen  parallel  sein.  In  der  That,  wäre  es  möglich,  von  H 
aus  eine  andre  Parallele  zu  LE  und  damit  auch  zu  MG  (§  00)  zu 
ziehen,  so  träfe  HK  mit  einer  von  den  Parallelen  LF,  MG  zusammen. 

Nehmen  wir  an,  dass  DE  und  HK  parallel  sind,  so  ist  es  nöthig, 
drei  Fälle  zu  unterscheiden:  AB  ^  BC,  AB<BC,  AB>BC. 

Im  ersten  dieser  Fälle  ist  der  Winkel  HLE  =  HMG  imd  folg- 
lich MG  sowie  auch  LE  zu  HK  parallel. 

Im  Falle  AB  <  BC  schneidet  die  Senkrechte  HK  (Fig.  111)  [49 
innerhalb  des  Dreiecks  ABC  die  Seite  BC  irgendwo  in  iV.  Wir 
ziehen  nach  diesem  Punkte  von  A 
aus  die  Gerade  AN,  macheu  deren 
Verlängerung  NB'  über  N  hinaus 
gleich  NB  und  bilden  so  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  BNB',  in  dem 
HN  senkrecht  durch  die  Mitte  H 
der  Grundlinie  BB'  geht.  In  dein 
Dreiecke  ABB'  sind  jetzt  die  beiden 
Senkrechten  DE  und  HK,  die  von 

den  Mitten  der  Seiten  AB  und  BB'  ausgehen,  parallel  zu  einander, 
folglich  sind  sie  auch  zu  der  Senkrechten  PiJ  in  der  Mitte  der  dritten 
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Seite  AB'  parallel,  da  aber  der  Winkel  FNK  =  FNK  ist,  so  rauss 
FG  zu  HK  parallel  sein. 

Im   Falle   AB>  BC  (Fig.  112)   schneidet  die   in   der  Mitte    von 

AC  errichtete  Senkrechte  HK  die  Seite  AB  in  einem  Punkte  N  imd 

trifft  sodann  in  H'  senkrecht  auf  die  Mitte  der  Geraden  BB',  die  wir 

^.      g  erhalten,  indem  wir  (JNB'  durch  N 

ziehen  und  dabei  NB'^NB  machen. 

Wenn  wir  jetzt  auf  AB  und  ß'C  in 

den  Mitten  I)  und  F  die  Senkrechten 

TJE  und  I'Q  errichten,   so  erhalti-n 

wir    den    Winkel     FNK  =  DNK, 

folglich  müssen  die  drei  Linien  DE, 

j,.    jj^j  NK,  PQ  alle  drei  parallel  sein.    Nun 

gehen    in    dem    Dreiecke   B'BC   die 

beiden  [zu  einander  parallelen]  Senkrechten  HK,  FQ  von  den  Mitten 

der  Seiten  BB',  B'C  aus,  und  die  dritte  Senkrechte  FG  auf  der  Seite 

BC    in    der    Mitte   F  wird    ebenfalls    zu    KH   parallel    sein,    sobald 

BB' <  BC  ist.     Im  entgegengesetzten  FaUe  setzen  wir: 

AB^a,     NP^h,     [HIi  =  LH^c] 

und  finden: 

BB'=2BH'  [50 

<2BN 

<21)B  —  2ND 
<a  —  2NF 
<:a  —  2h. 
PQ  möge  AC  in  dem  Punkte  B  schneiden  und   das  von  P  aus   [316 
auf  HK  gefällte  Loth  treife  in  dem  Funkte  S  auf,  dann  ist:  NF>PS, 
>  HB  (§  109).     Indem  wir  so  fortfahren  und  immer  zu  einem  neuen 
Dreiecke  übergehen,   wie   wir  von  dem   Dreiecke  ABC  zu   dem  Drei- 
ecke B'BC  Übergegangen  sind,  ersetzen  wir  damit   zugleich  die  Seite 
BB'   durch   eine   Linie,    die   kleiner   ist   als    a  —  2c — 2h -C  a  —  4c, 
sodann   durch  eine  Linie,  die  kleiner  ist  als  a — 6c,  und  schliesslich 
kommen   wir   bei  dieser  Verkleinerung  zu  einer  Linie,   die   <iBC  ist, 
folglich  gelangen  wir  zu   dem  FaUe,  für  den  bewiesen   ist,   dass  FG 
und  HK  parallel  sind. 
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Gräiizlinie,  Gränzflächc  and  Gränzdreiecke. 

§  iiä. 

Unter  dor  Voraussetzung  veränderlicher  Parallelwinkel  können  wir 
uns  eine  Kurve  vorstellon,  die  wir  Gränzlinie  nennen  und  bei  der 
je  zwei  Parallelen  zu  einer  gegebenen  Geraden  gegen  die  Sehne  unter 
gleichem  Winkel  geneigt  sind. 

Vom  Endpunkte  A  der  Geraden  AH  aus  (Fig.  113)  ziehen  wir 
nach  allen  Richtungen  gerade  Linien  AC,  die  mit  der  gegebenen  \i 
Geraden  AB  spitze  Winkel  CAB  bilden.  Den  veränderlichen  Winkel 
GAB  können  wir  als  n{a)  benutzen, 
so  dass  zu  ihm  eine  Linie  a  gehört 
von  ffl  ^  0  bis  a  =  00  (§  102).  Machen 
wir  jetzt  AG  ^=  2a,  so  erhalten  wir 
Punkte  C  auf  der  Gränzlinie.  Bei  dieser 
ist  demnach  jede  Gerade  CD,  die  zu 
AB  parallel  ist,  gegen  AG  wieder 
imter  dem  Winkel  n(a)  geneigt,  unter  ^lll 
dem  AG  gegen  AB  gezogen  worden  ist. 
Das  Mittelloth  EF  der  Sehne  AC  wird 
ebenfalls  zu  GD  parallel  sein,  folglich 
muss  die  Senkrechte  GH  durch  die 
Mitte  G  jeder  andern  Sehne  GG  eben- 
falls zu  AB  [und  zu  Gl)]  parallel  sein 
(§  111).    Diese  letztere  Gerad«,  die  sich 

somit    von    AB    und    von    allen    Geraden    GJ)    nicht    unterscheidet, 
werden    wir    eine    Axe   der    Gränzlinie   nennen. 

Die  erste  Eigenschaft,  die  sich  jetzt  bei  der  Griinzlinie  von  selbst 
darbietet,  ist  die,  dass  ihre  Bogen,  wohin  .sie  auch  auf  der  Griinzlinie 
gebracht  werden  mögen,  mit  der  Kurve  zusammenfallen,  sobald  das 
von  den  Axen  gilt,  sogar  dann,  wenn  die  Ebene  auf  die  andre  Seite 
umgewendet  wird.  Diese  Eigenschaft  der  Bogen  auf  der  Gränzlinie 
weist  hei  der  Vergleichung  der  Bogen  unter  einander  auf  dasselbe 
Messverfahren  hin,  wie  das  ist,  vermöge  dessen  wir  das  Verhältniss 
von  geraden  Linien  und  von  geradlinigen  Winkeln  finden. 

Als  zweite  Eigenschaft  der  Gränzlinie  wollen  wir  noch  erwähnen, 
dass  das  in  der  Sehnenmitte  errichtete  Loth  stets  zu  der  Axe  parallel  ist. 
Hieraus  folgt,  dass  ein  Kreis,  der  mit  einer  Griinzlinie  zusammentrifft, 
diese  entweder  berühren  oder  sie  in  höchstens  zwei  Punkten  schneiden  [5 
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kann.  Der  erste  Fall  tritt  dann  eiu,  wenn  der  Kreis  durch  den  [318 
Endpunkt  der  Axe  geht,  auf  der  sein  Mittelpunkt  liegt.  In  zwei 
Punkten  mössen  Gränzlinie  und  Kreis  einander  dann  schneiden,  wenn 
wir  die  erste,  deren  Sehnen  ohne  Gränzen  wachsen,  im  Innern  der 
Kreisfläche  konstruiren.  Dass  endlich  eine  Gränzlinie  einen  Kreis 
in  drei  Punkten  schneide,  ist  deshalb  unmöglich,  weil  die  Seimen  der 
ersten  solche  Dreiecke  bilden,  um  die  sich  kein  Kreis  beschreiben 
lässt  (§  111). 

§  113. 
Unter  der  Voraussetzung  rechter  Parallelwinkel  geht  der 
Kreis  bei  wachsendem  Durchmesser  in  eine  gerade  Linie  über. 
Es   sei  AB  (Fig.  114)  eine   Gerade,   auf  der  AC  und  JiD  senk- 
recht stehen.    Wie  klein  auch  die  Linie  BD  sein  mag,  immer  können 
wir  einen  Kreis  finden,  der  durch  den  einen  Endpunkt  A  der  gegebenen 
Geraden  AB  geht  und  sich  von  dem  andern 
im  Abstände  BD   befindet.     Wir   brauchen 
nur  die  Gerade  AD  in  Ji^  zu  halbiren  und 
hier  die  Senkrechte  ISC  auf  ihr  zu  errichten, 
die  nunmehr  AC  im  Mittelpunkte   des  ver- 
langten Kreises  schneidet. 

Wenn  wir  AC  über  den  Punkt  C  hinaus 
verlängern  und  hier  irgendwo  einen  Mittel- 
punkt F  annehmen,  so  wird  der  mit  dem  Halbmesser  AF  beschrie- 
bene Kreis  BD  in  G  zwischen  den  äussersten  Punkten  S  und  D  [6 
schneiden.  Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  sich  bei  wachsendem  Halb- 
messer AC  der  Kreis  AD  seiner  Tangente  AB  soweit  nähert,  dass 
die  Abstände  zwischen  beiden  schliesslich  verschwinden. 

§  114 

Unter  der  Voraussetzung  veränderlicher  Parallelwinkel 
geht  der  Kreis  bei  wachsendem  Durchmesser  in  eine  Gränz- 
linie  über. 

Es  sei  ABC  (Fig.  115)  eine  Gränzlinie  und  AD,  CE  seien  Axen, 
die  mit  der  Sehne  AC  gleiche  Winkel  cc  bilden  (§  112)  und  deren 
Abstände,  wie  wir  wissen  (§  109),  auf  der  Seite  des  Parallelismus 
abnehmen  und  schliesslich  kleiner  werden  als  jede  gegebene  Linie. 
Wir  können  demnach  um  einen  Punkt  F  auf  der  Axe  AD  einen  Kreis 
mit  einem  so  grossen  Halbmesser  AF  beschreiben,  dass  dieser  nicht  nur 
die  Sehne  AC  in  den  Punkten  A  und  Cr  sehneidet,  sondern  auch  die 
andre  Aza  CE  irgendwo  in  H.  Die  beiden  Halbmesser  AF  und  GF 
werden  dann  mit  der  Sehne  AG  des  Kreises  Winkel  gleich  k  bilden; 
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die  beiden  Halbmesser  GF  und  JTF  werden  gegen  die  zwischen  ilirien 
liegende  Sehne  GH  unter  irgend  einem  Winkel  ß  geneigt  sein  und 
der  letzte  Halbmesser  Hl''  innerhalb 
des  Kreises  gegen  die  Ase  CE  unter 
einem  "Winkel  y. 

In  dem  Dreiecke  CGH  entstehen 
so  die  Winkel  CGR  =  Tt~e.—ß  und 
CHG  ^  ir  —  ß  —  y,  wo  a  konstant 
ist,  ß  und  y  aber  sich  bei  der  Be- 
wegung des  Punktes  F  ändern.  Diesen 
Punkt  können  wir  immer  so  weit  ent- 
fernt annehmen,  daas  der  Winkel  y 
kleiner    ausfällt    als    jeder    gegebene, 

sogar  dann,  wenn  der  Punkt  H  an  seinem  Platze  bleibt,  um  so  17 
kleiner  also,  wenn  sich  H  bei  wachsendem  Halbmesser  des  [313 
Kreises  dem  Endpunkte  C  der  Axe  nähert.  Es  sei  daher  a  >  y,  dem- 
nach n  —  ß  ~  a  <7t  —  ß  —  y  und  die  Linie  CH<CG;  aber  die 
letztere  kann  beliebig  klein  gemacht  werden,  weil  die  in  der  Mitte  P 
von  AG  errichtete  Senkrechte  stets,  indem  sie  AD  schneidet,  für  jede 
Sehne  AG<iAC  den  Mittelpunkt  des  Kreises  bestimmt. 

Die  Gfränzlinie  können  wir  daher  ebenso  wie  die  gerade  Linie  (§  113) 
als  einen  Kreis  mit  unendlichem  Halbmesser  betrachten,  jenachdem 
wir  die  eine  oder  die  andre  Voraussetzung  über  die  Parallel  winke! 
zulassen  wollen, 

§  115. 

Die  Sehnen  zweier  Bogen  auf  einer  Griinzünie  und  auf 
einem  diese  berührenden  Kreise  unterscheiden  sich  um  so 
weniger  von  einander,  je  grosser  der 
Durchmesser  des  Kreises  ist,  so  dass 
bei  wachsendem  Durchmesser  derXJuter- 
schied  schliesslich  verschwindet. 

Es  sei  ABC  (Fig.  116)  eine  Gränzlinie, 
ADE  ein  sie  berührender  Kreis;  die  Axen  CE 
und  BD,  die  von  den  beiden  Punkten  B  und 
C  auf  der  Gninzlinie  ausgeben,  mögen  den 
Kreis  in  D  und  E  treffen,  indem  sie  auf  der 
Gränzlinie  und  dem  Kreise  die  Bogen  Bü  und 

DE  ausschneiden,  denen  die  Sehnen  BC^^a  und  DE  =  ß  entsprechen, 
die  durch  die  Stücke:  CE  =  y  und  BD  =  S  der  beiden  Axen  ver- 
bunden sind.     In  dem  Vierecke  BDEC  ist  {§  55): 

<^<ß  +  y  +  d,     ß<a-\-y^6.  [8 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Differenz  a  —  ß  ihrer  Grösse  nach  kleiner  ist 
als  die  Summe  y  -}-  ö,  in  der  sowobl  y  als  d  bei  waehsendem  Halb- 
messer kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede  gegebene  Linie  (§  114). 
In  diesem  Satze  können  wir  unter  der  Gränzlinie  sowohl  die 
gerade  als  auch  die  krumme  Linie  verstehen. 

§  116- 
Das  Verbältniss  zweier  Bogen  auf  einer  Gränzlinie  unter- 
scheidet sich  von  dem  Verhältnisse  der  zwei  Bogen,   die  auf 
dem    berührenden    Kreise    zwischen    den    zugehörigen    Axen 
liegen,    um    so   weniger,   je    grösser    der 
Durchmesser   ist,    und    bei    wachsendem 
Durchmesser   verschwindet   schliesslich 
der  Unterschied. 

Das  Verhältniss  zweier  Bogen  auf  der 
Gränzlinie  sowohl  wie  auf  dem  Kreise  wird 
gefimden,  indem  wir  sie  beide  in  gleiche  Theile 
theilen  (§  112).  Solchen  Theilen  möge  auf  der 
Grimzlinie  die  Sehne  BC  = «  entsprechen 
(Fig.  116),  die  wir  auf  den  berührenden  Kreis 
übertragen,  indem  wir  sie  von  dem  Punkte  D  aus  anlegen,  durch  den 
die  vom  Endpunkte  B  der  Sehne  BC  ausgehende  Axe  geht,  wiihrend 
die  vom  andern  Endpunkte  C  ausgehende  Äxe  auf  dem  berührenden 
Kreise  in  E  einen  Bogen  mit  der  Sehne  1)E=  ß  abschneidet. 

Es  seien  jetzt  in  dieser  Lage^ö  =  «  und  ÄG^ß(¥ig.  117)  ['g 
die  beiden  lehnen,  D  der  Mittelpunkt  des  berührenden  Kreises,  von 
dem  aus  die  Lothe  DE,  I)F  auf  die  Mitten  E,  F  der  beiden  Linien 
AB,  AC  gefällt  sind,  so  dass  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AEI),  AFD 

„ ^      entstehen,  wo  der  Winkel  EAD  grösser  als 

FAD  oder  kleiner  oder  diesem  gleich  ist, 
jenachdem:  es  <  ß,  = /3,  >  ß.  Wir  wollen 
voraussetzen,  dass  a  und  ß  nicht  gleich  sind 
und  überdies  cc  <iß  annehmen,  da  keiner 
von  beiden  Fällen  einen  Unterschied  im 
Beweise  bedingt. 
^'^-  "'■  Das  Loth  DE  muss  infolgedessen  ÄF 

irgendwo  in  G  schneiden,  so  dass  AG>  AE  ist  imd  demnach: 
2FG  <  2AF  —  ^2AE,  <  ß  —  «.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  der 
Abstand  FG  durch  Vergrösserung  des  Halbmessers  AD  beliebig  klein 
gemacht  werden  kann  (§  115).  Wenn  wir  ferner  die  rechtwinkligen 
Dreiecke  AEG  und  DF'G  vergleichen,  indem  wir  GF  auf  GE,   GD 
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auf  GA  lügeu,  so  erkennen  wir  leicht,  dass,  sobald  GI>>AG  ist, 
auch  GF>  GE  ist.  Jedoch  AG -\-  GD>AT),  während  der  Unter- 
schied von  AG  und  AE  kleiner  werden  kann  als  jede  gegebene  Linie; 
folglich  kommen  wir  durch  Vergrösserung  von  AD  schliesslich  soweit, 
dass  AG  kleiner  wird  als  GD  und  gleichzeitig  EG  <  GF.  Bei 
wachsendem  Halbmesser  AD  verschwindet  dahür  das  Loth  EG  und 
mit  ihm  der  Winkel  EAG.  Macheu  wir  jetzt  AH=AS,  so  erhalten 
wir  ein  Dreieck  HBC,  in  dem,  wie  wir  gesehen  haben  (§  115),  die 
Seite  HC  bei  wachsendem  Halbmesser  AD  nnbegränzt  abnimmt  und 
die  andre  Seite  3H  ebenfalls,  wenn  der  Winkel  BAH  verschwindet; 
die  dritte  Seite  BC  endlich,  die  <  BH-\-  HC  ist,  kann  weniger  [W 
betragen  als  den  m-ten  Theil  der  Sehne  A  C,  wie  gross  auch  die  ganze 
Zahl  m  sein  mag.  In  diesem  Falle  wird  sich  das  VerhUltniss  der  den 
Sehnen  AC,  BC  entsprechenden  Centriwinkel  des  Kreises  [von  Eins] 
noch  weniger  unterscheiden,  als  der  Bruch  1 :  m  angiebt,  wenn  wir  daher 
die  Sehne  a  auf  den  berührenden  Kreis  legen,  so  müssen  wir  für  je 
zwei  Bogen  dasselbe  Verhültniss  finden,  das  für  die  auf  der  Griinz- 
linie   zwischen   denselben  Axen  hegenden  Bogen  gefunden  worden  ist. 

§  117. 

Das  Verhültniss  zweier  Bogen  s  und  s'  auf  zwei  Gränz- 
linien  zwischen  zwei  Parallelen,  die  Axen  der  Gränzlinien 
sind,  hängt  von  dem  Abstände  x  der  Bogen  so  ab,  dass 

(6)  s-s-.C, 

ist,  wo  die  Konstante  e>  1  ist,  wenn  s'  von  s  aus  nach  der  Richtung 
des  Parallelismus  zu  liegt. 

Es  seien  AB  und  CD  (Fig.  118)  zwei  Parallelen,  die  zu  den 
zwischen  ihnen  liegenden  Bogen:  EF  =  s,  E'F'  =  a'  zweier  Gränz- 
linien als  Axen  gehören,  so  dass 
s'  von  s  aus  nach  der  Seite  des 
ParaUelismus  hin  (§109)  liegt.  Wir 
setzenden  Abstand:  FF'^=EE'=x 
(§  112)  und  denken  uns  diesen  in 
gleiche  Stücke  «6  getheilt,  die  für 
die  Zahl  x  als  Einheiten  genommen  Kg.  ns. 

werden. 

Wir  wollen  bemerken,   dass   das  Verhältniss  e  des  Bogens,   r^^j 
der  von  dem  Punkte  a  auf  der  Axe  ausgeht  zu  dem  Bogen,  der 
vou   dem  andern  Punkte  h  ausgeht,  konstant  sein  muss,  von  welcher 
Parallelen   cd,  ah'   zu   ah    die    beiden  Bogen   auch    begränzt   werden 
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mögen.  In  der  Thafc,  wenn  wir  das  Verhältniss  e  durch  den  Bruch 
n :  m  mit  den  ganzen  Zahlen  n  und  m  darstellen,  wenn  wir  ferner  das 
Verhältniss  der  beiden  Bogen  ac,  a'c  auf  der  einen  Gränzlinie  als  das 
Verhältniss  der  ganzen  Zahlen  p  und  q  betrachten  und  sodann  ac  in 
np,  ca'  in  nq  gleiche  Theile  theilen  und  von  den  Theilpunkten  aus 
Parallelen  zu  ah  ziehen,  so  erhalten  wir  auf  den  entsprechenden  Bogen 
hd,  dh'  je  np  und  nq  gleiche  Theile;  daraus  aber  sehliessen  wir,  dass 
das  Verhältniss  des  Bogens  ac  zu  a'c  denselben  Werth  p :  q  hat,  wie 
das  des  Bogeus  bd  zu  h'd. 

Nachdem  wir  das  bewiesen  haben,  stellen  wir  uns  Tor,  der  ganze 
Abstand  FI''  sei  in  x  gleiche  Theile  getheilt,  und  denken  uns  dann  von 
jedem  Theüpunkte  aus  einen  Gränzliuienbogen  zwischen  den  beiden 
Axen  AB  und  CT);  alsdann  er- 
halten wir,  indem  wir  der  Eeihe 
nach  von  dem  ersten  s  zum  zweiten, 
zum  dritten  und  so  fort  übergehen, 
c~^s,  (T'^s, ...,  bis  wir  im  Ab- 
stände FF'^^x  zu  dem  Bogen: 
s'  =  s  .  ii~-'^  gelangen. 
Hier  müssen  wir  die  Zahl  e  grösser  als  Eins  annehmen,  damit 
der  folgende  Bogen  s',  der  von  s  aus  nach  der  Seite  des  Paiallelismus 
hin  liegt,  kleiner  als  s  wird.  Es  gehe  nämlich  die  Richtung  des 
Parallelismus  der  beiden  Geraden  AB,  CD  von  den  Bndpunkten  A,  C 
nach  B,  D  hin.  Wir  ziehen  irgendwo  von  AB  nach  CJ)  zwei  Gränz- 
linienbÖgen  au',  hh',  die  in  den  Punkten  c,  d  halbirt  sind,  so  dass  {13 
also  durch  diese  Punkte  eine  Gerade  cd  gehen  muss,  die  wieder  zu 
ah  parallel  ist  und  in  den  Mitten  c',  d'  der  zu  den  beiden  Bogen 
gehörigen  Sehnen  auf  diesen  senkrech-t  steht.  Hier  ist  die  Senkrechte 
ac  >  hd',  ferner  gilt  für  die  Sehnen  selbst;  aa'  >  hh',  sobald  hh' 
von  aa'  aus  nach  der  Seite  des  Parallelismus  hin  liegt  (§  109).  Jedoch 
die  Erzeugung  der  Gränzlinie  erfordert,  dass  mit  wachsender  Sehne 
auch  der  Bogen  selbst  wächst  {§  112),  folglich  ist  der  Bogen 
aa  >  hh'. 

Die  Wahl  der  Einheit  für  die  geraden  Linien  ist  vollständig  will- 
kürlich, wir  können  deshalb  auch  e  gleich  einer  beliebigen  Zahl  setzen, 
wofern  nur  e  >  1  ist,  wie  zum  Beispie!  die  Grundzahl  der  Neperschen 
Logarithmen. 

Sollen  die  beiden  Voraussetzungen  über  die  Parallelwinkel  in 
allgemeinen  Formeln  zusammengefasst  werden,  so  müssen  wir  die  Zahl  e 
unbestimmt  lassen  und  es  würde  sich  dabei  e  >  1  auf  den  einen,  e  =  1 
auf  den   andern   Fall    beziehen.     Für    rechte    Parallelwinkel,   also   für 
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e  =  1  ergiebt  die  Gleichung  (6)  daher  s  =  s',  oder  die  Gleichheit  der 
Lothe  zwischen  zwei  Parallelen. 

Die  Zahl  e  dürfen  wir  auch  in  dem  einen  wie  in  dem  andern 
Falle  bestimmt  wählen,  indem  wir  für  sie  zum  Beispiel  die  Grundzahl 
der  Neperschen  Logarithmen  nehmen,  aber  dann  werden  in  der  p2'2 
gewohnlichen  Geometrie  alle  Linien  unendlich  klein,  so  dass  sie 
in  allen  Gleichungen  nur  in  ihren  Verhältnissen  zu  einander  auftceten. 
Zum  Beispiel  ergiebt  die  Gleichung  (G)  für  x  =  0  wieder  s  =  s',  die 
Gleichheit  der  Senkrechten  zwischen  Parallelen. 

§  118- 

Eine  Gränzfläche  liefert,  wenn  sie  von  den  durch  eine  gewisse 
Gerade  gehenden  Ebenen  geschnitten  wird,  Gränzlinien;  diese  Gerade 
werden  wir  Äxe  der  Gränzfläche  nennen  und  die  Ebenen  selbst 
Durch  111  esserebenen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gränzfläche  die  Gränze  sein  muss,  der  sich 
eine  Kugelfläche  bei  wachsendem  Halbmesser  nähert,  während  die 
grössten  Kreise  auf  der  Kugelfläehe  in  Gränzlinien  Übergehen, 

Man  kann  sich  daher  die  Gränzlläche  als  die  Oberfläche  vor- 
stellen, die  durch  Drehung  einer  Gräuzlinie  um  deren  Axe  entsteht. 
Unter  der  Voraussetzung  rechter  Parallelwinkel  wird  die  Gränzfläche 
eine  Ebene  sein,  bei  der  andern  Voraussetzung  muss  man  sie  als  eine 
krumme  Fläche  betrachten. 

§  119. 

Eine  Ebene  schneidet  eine  Gränzfläche  e 
Gränzlinie  oder  in  einem  Kreise,  je  nachde 
Parallele  zur  Axe  geht  oder  nicht. 

Es  seien  Ä,  B,  C  (Fig.  119)  drei  Punkte  b' 
auf  einer  Grüuzfläclie.  Von  A  möge  die  \ii 
Axe  AA'  ausgehen,  die  beiden  andern  B 
und  C  mögen  nicht  mit  A  auf  einer  Gränz- 
linie liegen.  Wir  denken  uns  von  diesen 
aus  zu  AÄ  die  Parallelen  BB'  und  CC 
nach  der  einen  Seite  der  Ebene  des  Dreiecks 
ABC  gezogen,  so  dasa  also  alle  drei  Linien 
AÄ',  BB',  C'C  unter  einander  parallel  sind 
und  je  zwei  in  einer  Ebene  liegen  (§  99). 
Wir  halbireu  AC,  ziehen  von  der  Mitte  I) 
aus  zu  AA'  die  Parallele  DD',  ferner  in  der 
Ebene  des  Dreiecks  ABC  zu  AC  die  Senk- 
rechte  QD,  die   wir   so   gross  wählen,  dass 


eder  in  einer 
sie    durch    eine 
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die  im  Endpunkte  Q  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC  errichtete 
Senkrechte  QQ'  zu  1)1)'  parallel  wird  (§  102)  laiid  folglieh  auch  zu 
ÄA',  BB-  und  CC  (§  99). 

Durch  QQ'  und  durch  jede  der  drei  Parallelen  AÄ,  BB',  CC 
denkeu  wir  uns  Ebeneu  gelegt,  die  die  Ebene  des  Dreiecks  ABC  in 
den  Linien  AQ,  BQ,  CQ  senkrecht  schneiden  müssen  f§  59).  Zwei 
Kugelflächeu  um  die  Punkte  A  und  B  erzeugen  dann,  indem  sie  die 
Ebene  des  Dreiecks  AQB  und  die  Ebenen  der  Linien  AÄ,  BB',  QQ' 
schneiden,  die  sphärischen  Dreiecke  h'aq  und  ba'q,  die  kongruent 
sind,  weil  ausser  den  rechten  Winkeln  noch  die  Seite  h'a^ha  ist 
(§  112),  der  Winkel  h'aq'  =^  ab  q  und  überdies  die  Seite  ga'<^ff, 
()'(;' <^;r  (§  88);  demnach  ist  die  Seite  a'q^=b'q'  und  hiernach: 
AQ  =  BQ.  Ebenso  konnten  wir  beweisen, 
dass  AQ  =  CQ  ist,  woraus  wir  schliessen, 
daas  den  gleichen  Seiten  BQ,  CQ  gegenüber 
die  Winkel  QBC  und  QCB  gleich  sind. 

Nunmehr  muss  das  von  Q  aus  auf  [323 
BC  gefällte  Loth  QE  in  der  Mitte  E  auf- 
treffen,  die  Ebene  Q'QE  muss  die  Ebene 
der  Parallelen  BB',  CC  in  der  zu  BC  [15 
senkrechten  Linie  JE-B'  schneiden  (§  59), 
folglich  ist  der  Winkel  B'BC=C"CB(§102). 
Sollte  der  Winkel  B'JDQ  gleich  einem 
Rechten  ausfallen,  so  würde  sich  der  Punkt 
Q  mit  D  in  der  Mitte  der  Seite  AC  ver- 
einigen. Sollte  der  Winkel  D'DQ>^^  sein, 
PI    j^g  SO  miissten  wir  an  Stelle  von  BQ  die  Linie 

DG  nehmen,  die  auf  der  andern  Seite  von 
AO,  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  zu  dem  Winkel  a  —  D'DQ  gehört 
(§  102).    In  allen  diesen  Fällen  ändert  sich  der  Beweis  seinem  Wesen 


nach  nicht  und  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  i 

Ebene  die  Gränzfläche  in  Punkten  B,  C  schneid 

GränzUuie  angehören.    Daher  ist  es  g 

B,  C   der   Gränzfläche    aus    wir   Parallelen   zu   AÄ  ziehen,   sie    sind 

sämmtlicb   Axen    und    die    durch   sie    gelegten   Ebenen    sind   Durch- 


Ase  AÄ  parallele 
idet,  die  einer  bestimmten 
ch,  von  welchen  Punkten 


Mit  der  Gränzfläche  deckt  sich  auf  diese  Weise  jeder  ihrer  Theile, 
wohin  er  auch  mit  dreien  seiner  Punkte  gebracht  werden  mag. 

Wenn  jetzt  eine  Ebene  durch  drei  behebige,  auf  der  Gränzfläche 
angenommene  Punkte  A,  B,  C  geht,  ohne  zu  den  Durchmesser  ebenen 
zu    gehören,   so   wird   für  jeden    vierten   der  Fläche    und    der   Ebene 
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gemeinsamen  Punkt  F  die  hindurchgeliende  Parallele  zu  ÄÄ  auch  zu 
dem  Lotbe  QQ'  parallel  sein,  und  folglieh  wird  der  Abstand  FQ  [16 
des  Punktes  F  von  dem  Ursprünge  Q  des  Lothes  auf  der  Ebene  wieder 
80  gross  sein  wie  die  Abstände  AQ,  BQ,  CQ.  Daher  ersieht  der 
Schnitt  zwischen  einer  Ebene,  die  keine  Durchmesser  ebene  ist,  und  der 
Gränafläche  einen  Kreis,  der  seinen  Mittelpunkt  in  Q  hat. 

§  120. 

Eine  auf  einer  Gränafläche  liegende  Gräuzünie  zeigt  uns  alle  die 
Eigenschaften,  die  den  geraden  Linien  auf  einer  Ebene  unter  der  Vor- 
aussetzung konstanter  Parallelwinkel  zukommen,  folglich  dieselben 
Eigenschaften,  die  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  angenommen  sind. 
Der  Unterschied  besteht  nur  darin,  dass  auf  der  Ebene  die  Lage  zweier 
Geraden  durch  einen  geradlinigen  Winkel  bestimmt  wird,  während  auf 
der  Gränafläche  die  Neigung  einer  Gränzlinie  gegen  eine  andre  durch 
den  Ebenenwinkel  awiacben  den  beiden  Dur  eh  messer  ebenen  gemessen 
wird,  auf  denen  die  Bogen  selbst  liegen. 

Aus  diesem  Grunde  können  bei  Gränzlinien,  die  auf  einer  krummen 
Gränzfläche  gezogen  sind,  alle  Benennungen  beibehalten  werden,  die 
sich  auf  die  gegenseitige  Lage  gerader  Linien  beziehen.  Senk- 
rechte wird  wieder  eine  solche  Gränzlinie  heissen,  die  eine  andre  so 
trifft,  dass  sie  auf  beiden  Seiten  rechte  Winkel  bildet.  Parallele 
Linien  werden  solche  sein,  die,  wie  weit  sie  auch  verlängert  werden, 
niemals  zusammentreflen.  Eine  dritte  Gränzlinie  schneidet  sie  unter 
demselben  Winkel,  wie  auch  umgekehrt  zwei  Gränzlinien,  die  von 
einer  dritten  unter  demselben  Winkel  geschnitten  werden,  parallel  {17 
sein  mfissen  (§  101)  oder,  was  ganz  dasselbe  ist,  sie  sind  |;s24 
parallel,  wenn  die  Summe  der  inneren  Winkel  jt  ergiebt. 

§  121. 

Von  Gränzlinien  auf  einer  Gränzfläche  werden  solche  Dreiecke 
gebildet,  in  denen  die  Summe  der  drei  Winkel  sr  ist  (§  100);  wir 
werden  diese  Gränzdreiecke  nennen. 

Wir  wollen  noch  die  Aufmerksamkeit  darauf  lenken,  dass  wir  alle 
Eigenschaften  der  geradlinigen  Dreiecke,  wenn  in  ihnen  die  Summe 
der  drei  Winkel  gleich  jr  vorausgesetzt  wird,  bis  jetzt  einzig  und  allein 
auf  Grund  dessen  abgeleitet  haben,  dass  die  Schenkel  gleicher  Winkel 
einander  decken,  wenn  man  die  Dreiecke  mit  der  einen  oder  der  andern 
Seite  auf  einander  legt.  Auch  bei  Gränzdreiecken  folgen  die  Seiten 
des  einen  der  Richtung  der  Seiten  des  andern,  sobald  wir  die  Ebenen- 
winkel  als    gleich    voraussetzen.     Was   sich  auf   die  Betrachtung  des 
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Dreiecks  von  der  gegenüberliegenden  Seite  bezieiit,  das  wird  hier  durch 
die  Konstruktion  des  symmetrisclicn  Dreiecks  ersetzt,  unter  dem 
wir,  wie  auch  auf  der  Kugelfläche  (§  44)  ein  solches  verstehen  werden, 
bei  dem  die  Seiten  in  andrer  Richtung  auf  einander  folgen. 

Das  symmetrische  geradlinige  Dreieck  erhalten  wir,  indem  wir 
die  Ebene  des  ursprünglichen  Dreiecks  auf  die  gegenüberliegende  Seite 
umlegen.  Das  symmetrische  sphärische  Dreieck  ist  dasselbe  wie  der 
Scheitelwinkel  eines  körperlichen  Winkels  und  entsteht  durch  Fort- 
setzung der  Ebenen  über  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläehe  hinaus.  [iS 
Endlich  geht  jedes  geradlinige,  sphärische  oder  Gränzdreieck  in  ein 
dazu  symmetrisches  über,  wenn  wir  es  durch  gleiche  Lothe,  die  von 
einem  Punkte  aus  auf  die  Seiten  gefällt  sind,  zerlegen  und  die  drei 
Theile  in  neuer  Ordnung  zusammenfügen. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  120)  halbireu  wir  die  beiden  Winkel 
A  und  £,  indem  wir  die  Linien  AD  und  BD  bis  zu  ihrem  Schnitt- 
punkte B  ziehen,  und  fällen  von  B  aus  die  Lothe  BE,  BF,  BG  auf 


die  Seiten  AB,  BC,  AC.  So  entstehen  die  Dreiecke:  ÄDEt^AGB, 
BEB^  BBF  (§  87),  folgUcb  ist  BE^  BF=  BG,  auch  wenn  die 
Dreiecke  sphärisch  sein  sollten,  denn  bei  diesen  sind  von  den  Seiten 
um  B  herum  keine  zwei  zusammen  gleich  jr  (§  88).  So  kann  man 
in  jedem  Dreiecke  den  Mittelpunkt  I)  des  Kreises  mit  dem  Halbmesser 
I)E  finden,  der  alle  Seiten  berührt.  Wenn  wir  jetzt  mit  a  die  beiden 
gleichen  Linien  AE  und  AG  bezeichnen,  sodann  mit  6  die  gleichen 
Linien  BE  und  BF,  endlich  mit  c  die  gleichen  Linien  CG  und  CF, 
so  erhalten  wir,  indem  wir  die  Vierecke  AGBE,  BEDF,  FBGC  in 
neuer  Ordnung  zusammensetzen,  das  Dreieck  A'B'C,  das  zu  dem 
früheren  ABC  symmetrisch  ist. 

Alles,  was  bis  jetzt  über  die  geradlinigen  Dreiecke  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  Summe  der  drei  W^inkel  re  ist,  gesagt  worden  ist, 
dehnt  sich  also  nunmehr  ohne  Einschränkung  auf  Gränzdreiecke  aus. 

Die  Fälle,  in  denen  Gränzdreiecke  kongruent  sind,  werden  p^ö 
die  sein,  wo  bei  ihnen  folgende  Stücke  gleich  sind: 
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1)  Die  drei  Seiten  (§  82). 

2)  Zwei  Seiten  und  der  von  ihnen  eiiigesclilosseae  Winkel 
(§  81). 

3)  Zwei  Seiten  und  der  der  grösseren  gegenüberliegende 
Winkel  (§  84). 

4)  Eine  Seite   und  die  beiden  anliegenden  Winkel  (§  81). 
ö)  Eine  Seite,  der  eine  anliegende  Winkel  und  anaserdeni 

der  ihr  gegenüberliegende  (§  87). 

Parallele  Linien  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels 
verbalten  sich  wie  die  Abschnitte  der  Seiten. 

Im  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  das  Quadrat  der  Hypo- 
tenuse   gleich  der  Summe  der  Quadrate   der  Katheten. 

Es  ist  künftig  nicht  mehr  nöthig,  ein  GrUnzdreieck  oder  überhaupt 
ein  Griinzvieleck  von  einem  geradlinigen  Dreiecke  oder  Vielecke  zu 
unterscheiden,  sobald  wir  in  dem  geradlinigen  Dreiecke  ji  als  die 
Summe  der  drei  Wiidiel  zulassen,  es  sei  denn,  dass  die  Notbwendig-  [20 
keit  vorliegt,  darauf  aufmerksam  zu  machen^  ob  die  Seiten  gerade  oder 
gekrümmt  sind.  So  werden  wir  im  folgenden  Paragraphen  sowie  auch 
in  dem  gauzen  folgenden  Kapitel  über  die  trigonometrischen  Funktionen 
von  geradlinigen  Dreiecken  der  gewöhnlichen  Geometrie  sprechen,  ob- 
gleich wir  darunter  streng  genommen  eigentlich  die  auf  einer  Gränz- 
fläche  liegenden  Dreiecke  der  imaginären  Geometrie  verstehen  müssten, 
falls  wir  gar  keine  willkürlichen  Annahmen  zulassen  wollen. 

§   122. 

Aebnliche  Dreiecke  nennt  man  solche,  deren  Winkel  gleich 
sind  und  bei  denen  zugleich  das  Verhältniss  der  diesen  gegenüber- 
liegenden Seiten  übereinstimmt.  In  diesem  Falle  sa^t  man,  dass  die 
Seiten  proportional  sind.  Zwischen  ähnlichen  Dreiecken  werden  wir 
das  Zeichen  oo  setzen  und  uns  überdies  in  derselben  abkürzenden 
Weise  ausdrücken,  wie  schon  bei  der  Kongruenz  der  Dreiecke 
(§81). 

Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  bei  ihnen  folgende  Stücke  gleich  sind: 

1)  Zwei  Winkel. 

2)  Das  Verhältniss  zweier  Seiten  und  der  Winkel  zwischen 
diesen. 

3)  Das  Verhältnias  zweier  Seiten  und  der  der  grösseren 
gegenüberliegende  Winkel. 

4)  Die  Verhältnisse  der  drei  Seiten. 

In  dem  einen  Dreiecke  P  bezeichnen  wir  die  Seiten  mit  p36 
a,  b,  e,  die  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel  mit  A,  Ji,  0,  in  dem 
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andern  Q  die  Seiten  mit  a,  h',  c,  <Jie  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel 
mit  Ä,  B',  0'. 

Es  sei:  A  =  Ä,  B=B',  foJglich:  C=  C.  Das  Dreieck  P  legen 
wir  auf  das  zweite  Q  mit  dem  Winkel  A  auf  A'  und  so,  dass  die 
Seite  h  auf  b'  fällt,  folglich  auch  c  auf  c'.  Die  beiden  Linien  h  und  h' 
decken  einander  in  dem  Falle:  h  ^=b'  oder:  c  =  e',  weil  dann  die 
Dreiecke  selbst  kongruent  sind  {§  81),  Ist  andrerseits  h  nicht  gleich  6', 
c  nicht  gleich  c',  so  werden  die  Linien  a  und  a'  parallel  (§  101), 
demnach  muss  das  Verhältniss  der  Seiten  im  einen  Dreiecke  dasselbe 
sein,  wie  im  andern  (§  104)  und  die  Dreiecke  selbst  sind  ähnlich. 

Es  sei:  , 

-«,_!„    c-c. 

Wir  konstruiren  noch  ein  Dreieck  ü,  indem  wir  a  als  Seite  und  B',  C 
als  die  anliegenden  Winkel  benutzen,  was  immer  möglich  ist,  weil 
B'-\'  C'<_n  (§  101).  Nach  dem  eben  Bewieseneu  sind  die  Dreiecke 
Q  und  B  ähnlich,  folglich  ist  in  R  die  B'  gegenüberliegende  Seite  h 
und  der  Winkel  in  B  zwischen  a  und  b  muss  C  ^  C  sein,  demnach 
sind  die  Dreiecke  P  uud  B  kongruent  (§  121)  und  endlich  Poo  Q. 
Es  sei:  {33 

l.  =  \.-,     a>h,     A  =  A\ 

Wir  konstruiren  ein  Dreieck  B,  indem  wir  a,  h  als  Seiten  und  C  als 
zwjscheniiegenden  Winkel  benutzen.    Dann  ist  R  lo  Q,  wie  vorhin  be- 
wiesen,   in  B    muss   daher  A'  =^  A   der   a    gegenüberliegende  Winkel 
sein,  demnach  ist:  B  Cn  R  (^  84,   121)  und:   P  oo  Q. 
Es  sei:  ■ 

Wir  konstruiren  ein  Dreieck  B  mit  den  Seiten  a,  i  und  dem  zwischen- 
liegenden Winkel  C".  In  diesem  Falle  ist  R^n  Q,  folglich  muss  in  B 
die  dritte,  dem  Winkel  C  gegenüberliegende  Seite  c  sein,  demnach  ist: 
B<^_P  (%  82,  121)  und:  Poo<y. 

Ueberhaupt  heissen  Vielecke  ähnlich,  wenn  bei  ihnen  alle  Seiten 
proportional,  alle  Winkel  gleich  sind  und  überdies  die  Seiten  in  der- 
selben Ordnung  auf  einander  folgen,  wie  die  gleichen  Winkel. 

Aus   ähnlichen   Dreiecken  lassen   sich  ähnliche   Vielecke  zu-   p^J 
sammensetzen.    Wenn  wir  zum  Beispiel  von  den  Ecken  aus  nach 
einem  Punkte  gerade  Linien  und  sodann  zwischen  diesen  zu  den  Seiten 
des  Vielecks  Parallelen  ziehen,   so   dass  eine   an   die  andre  stösst,   so 
erhalten  wir  ein  neues,  dem  gegebenen  ähnliches  Vieleck. 
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Kapitel  IX.  [34 

Die  trigonometrischen  Punktionen. 

§  123. 
Im  rechtwinkligen  Dreiecke  nenai?n  wir  die  Hypotenuse  c,  die 
Katheten  a  und  6,  die  diesen  gegenüberliegenden  Winkel  A  und  1>. 
Die  Verhältnisse  a :  c  und  b :  c  der  Katheten  zur  Hypotenuse  hängen 
von  dem  Winkel  A  ab  oder,  was  ganz  dasselbe  ist,  von  dem  Winkel 
li^-ln  —  A  (§  100,  104,  121),  so  dass  a:c  und  b:c  zugleich  mit 
den  Winkeln  A  und  B  konstant  bleiben  oder  sich  ändern.  Diese  Ab- 
hängigkeit des  VerhUltnisses  a:c  von  dem  Winkel  A  nennt  man  Sinus 
und  sehreibt: 
(7)  -^  =  siu  A. 

Um  den  Namen  Sinus  überhaupt  auf  jeden  Winkel  auszudehnen, 
durch  welche  Zahl  dieser  auch  ausgedrückt  sein  möge  und  sei  sie 
negativ,  nehmen  wir  zur  Ergänzung  der  Gleichung  (7)  an: 

^  ■'  (sin.i7t  =  l, 

(9)  sin  A  '=  sin  (it  —  A), 

(10)  sin  (nz  +  .4}  =  (—  1)"  sin  A, 

(11)  sin  ( —  A)  =  —  sin  A. 

Die  Gleichungen  (8)  vervollständigen  die  Werthe  des  Sinus  [35 
im  ersten  Quadranten.  Die  Gleichung  (9)  ergiebt  den  Werth  des 
Sinus  für  jeden  stumpfen  Winkel  7t  —  A  bis  zum  Winkel  ä;  die  Glei- 
chung (10),  in  der  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  bezieht  sich  auf 
die  Sinus  aller  Winkel  mji  -f-  -^  >  1;  mit  Hülfe  der  Gleichung  (11) 
finden  wir  die  Sinus  aller  negativen  Winkel  —  A. 

Es  ist  hier  der  Ort  etwas  über  geometrische  Erk^rungen  zu  [3Ü9 
sagen,  die  von  besondera  Fällen  auf  alle  übrigen  ausgedehnt  werden 
sollen.  Obgleich  nichts  hindert,  eine  solche  Erweiterung  des  Begriffs 
vollständig  willkürlich  zu  lassen,  so  wird  man  doch  zu  erreichen  suchen, 
dass  der  Werth  jeder  geometrischen  Grösse  von  den  allgemeinen  ana- 
lytischen Formeln  umfasst  werde,  und  dazu  ist  es  erforderlich,  jeder- 
zeit die  Stetigkeit  und  den  gleichmässigen  Uebergang  von  dem  einen 
Falle  zum  andern  einzuhalten.  So  sind  die  Gleichungen  (8)  deshalb 
genommen,  weil  in  der  Gleichung  (7)  der  Winkel  A  zugleich  mit  der 
Linie   a   abnimmt    und    beide    sogar    beliebig   klein   gemacht    werden 
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köaneii,  währeDd,  wenii  der  Winkel  A  zugleich  mit  der  Linie  a  wächst, 
A  sich  dem  Werthe  -^je,  a  dem  Werthe  c  nähert. 

Die  Gleichung  (10)  ergiebt  die  Sinus  in  dem  Gehitste  der  Winkel- 
werthe  von  h:x  bis  (n  -f-  l)n,  wo  n  eine  [positive]  ganze  Zahl  ist. 
Wenn  wir  jetzt  A  =  X  setzen,  so  erhalten  wir: 

sin  (n  +  l)jt  =  (—  1)"  sin  it  =  0. 
Wenn    wir   andrerseits   « -|-  l    an    die   Stelle   von   n    setzen,    während 
A  =  0  ist,  so  finden  wir  wieder: 

sin  (m  +  l)3r  =  (—  1)"+'  sin  ir  =  0.  [36 

Endlich  verwandelt  sich  die  Gleichung  (11)  für  J.  ^  0  in: 

sin  ( —  0)  =  —  sin  0,     aber     sin  ( —  0)  =  sin  0, 

folglich  kommt   auf  jeder  von  beiden  Seiten  Null   heraus.     Wenn  wir 

an  Stelle  eines  positiven  A  einsetzen:  —  A,  so  nimmt  Gleichung  (11) 

die  Gestalt  an; 

sin  jl  =  —  sin  ( —  A), 
die  mit  der  froheren  übereinstimmt.    Daher  ist  die  Gleichung  (11)  für 
alle  Werthe   von  A  richtig,   sowohl  für  positive   nis   für  negative  als 
für  ^  =  0. 

Den  Sinus  von  l,z  —  A  nennt  man  für  jeden  Winkel  A  dessen 
Cosinus  und  sehreibt: 

(12)  cos  A  =  sin  {^x  —  A). 

Das  Verhältniss  des  Sinus  zum  Cosinus  nennt  man  Tangente 
und  das  Verhältniss  des  Cosinus  zum  Sinus  Cotangente.  So  schreibt 
man  für  jeden  Winkel  A: 

(13)  tang^  =  ^^, 

(14)  ^**t^^m- 

Die  letzte  Gleichung  kann  man  in  einer   andern  Form  darsteilen:    [27 
cot  A  =  tang  (^a  —  A). 
Die  Gleichungen  (12),  (13),  (14)  ergeben  in  Verbindung  mit  [330 
den  Gleichungen  (8): 

tang  \z  ^  l,  cot  ^  ;r  =  1, 
cos  0^1,  cos -^jr  ^  0, 
tang  0  =  0,  cot  0  ^  oo , 

tang-^jT  =  oc,     cot  -^11  =  0. 
Daher    sind    die    Werthe   der    Sinus    und    der   Cosinus   zwischen    den 
GräDzen  -f-  1  und  —  1  enthalten,  die  Werthe  der  Tangenten  und  der 
Cotangenten  zwischen  —  cc  und  +  oo. 
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Sinus,     Cosinus,     Tangente     und     Gotangente     nennt    man    die 
trigonometrischen    Funktionen. 

§  124. 
Was  für  ein  Winkel  auch  Ä  sein  mag,  immer  ist: 
(15)  siu  (sr  +  ^)  =  —  sin  Ä. 

Für  X  =  (1  erhalten  wir   auf  der  einen  Seite  der  Gleichung:    {38 
sin  nr  =  0  (Gl.  (9)),  auf  der  andern  auch:  sin  0  =  0  (Gl.  (8)). 

Jeder  positiTe  Wiukel  Ä  hat  die  Form  nx  -i-  a,  wo  n  null  oder 
eine  ganze  positive  Zahl  sein  kann,  während  a  entweder  null  ist  oder 
ein  positiver  Winkel  <  ^.     Demnach  ist  (Gl.  {10)): 
sin(^  +  ^)  =  siii{(«  +  l);t  +  «} 
^{—ly+'-sina. 
Andrerseits  ist  in  Gleichung  (15): 

^  sin  .4  =  —  sin  {nx  +  (^) 
=  (-_  l)"+i  sin  ß. 
Einen  negativen  Winkel  A  können  wir  auf  ähnliche  Weise  gleich 
—  nn  —  K   setzen,   wo  w  =  0  ist   oder  eine   ganze  positive  Zahl  und 
K  =;  Ü  oder  ein  positiver  Winkel   <  ar.     Wir   unterscheiden  dabei  die 
drei  Fälle:   «  =  0,  w  =  1,  m  >  1 . 
Für  M  =  0  (Gl.  (9))  ist: 

sin  (st  +  ''i-)  ^=  sin  (a  —  a) 
=  sin  a. 
Ferner  (Gl.  (U)):  psi 

—  sin  A  =^  —  sin  ( —  «)  >- 

=  sin  K. 
Für  n=l  ist  (Gl.  (11)): 

sin  (jT  +  J.)  =  sin  (—  «) 


Für  K>1  ist  (Gl.  (U),  (10)) 
sin  (x  +  A) 
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— 

—  ! 
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Wenn  wir  in  der  Gleichung  (15)  für  A  setzon  —  A,  so  erhalten 
wir  für  jeden  Winkel  A  (Gl.  (11)): 

(16)  sin  {%  —  Ä)  =  sin  A.  [30 
Indem  wir  hier  A  der  Reihe  nach  gleich  jt,  2jr,  3«  und  so  fort  setzen, 
schliessen  wir  allgemein  für  ganze,  sowohl  für  positive  als  für  negative 
Zahlen  n  (Gl.  (11)): 

(17)  sin«;r  =  0. 

Wenn  wir  nun  in  der  Gleichung  (16)  an  die  Stelle  von  A  setzen: 
a  -\-  A,  271  -\-  A,  3n  •}-  A., . .  .,  so  finden  wir,  dass  die  Gleichung  (10) 
für  alle  ganzzahligen  n  und  für  alle  beliebigen  Winkel  A  richtig  ist, 
nämlich; 

(18)  sin  («;r  -{-  A)  =  (—  1)"  sin  A. 

§  125. 
Was  für  ein  Winiel  auch  A  sein  mag,  immer  ist: 

(19)  cos  ( —  Ä)  =  eos  A. 

Entsprechend  der  Definition  (§  123)  ist:  [.^;ja 

cos  (—  Ä)  =  sin  (^jT  4-  A). 
Ferner  (Gl  (16)): 

sin  {^x  -\-  A)  ^^  sin  (|  z  ^  A) 
=  cos  Ä. 
Hiernach  ergeben  die  Gl.  (11)  und  (11>)  für  alle  Winkelt  (§  123);   [31 

(20)  tang  (^  A)  =  —  taug  A, 

(21)  cot  (— .A)  =  —  cot  ^. 

§  126. 
Für  alle  Winkel   A  und  für   alle   ganzen,    positiven   oder 
negativen  Zahlen  n  ist; 

(22)  eos  (M3t  +  ^)  =  (—  1)'  cos  A. 
Entsprechend  der  Definition  (§  123)  ist: 

cos  (jijT  +  ^)  =  sin  (^:t  —  nit  —  A), 
ferner  (GL  (11)): 

cos  {n:t  -{-  A)  =  —  sin  (mjt  —  ^;r  -|-  A), 
i  (Gl.  (18)): 

cos  (nx  -\-  A')=  —  (—  1)"  sin  (—  ^jt  +  J) 
=  (-l)"sin(i^-^) 
=  (- —  I)"  cos  j4. 


dby  Google 


Die  trigonometrischen  Funktionen.  201 

Die  Verbindmig  der  beiden  Gleichungen  (18)  und  (22)  ergiebt  [33 
für  alle  Winke!  A,  sowie  für  alle  ganzen  Zahlen  n  (%  123): 

(23)  tang  (nz  -\-  Ä)  =  taug  A, 

(24)  cot  (nx  -j-  Ä)  =  cot  A. 

Aus  den  Gleichungen  (18),  (22),  (23),  (24)  sehliesst  man  leicht, 
dass  der  Werth  einer  trigonometrischen  Funktion  sieh  nicht 
ändert,  wenn  man  zu  dem  Winkel  2jr  hinzufügt  oder  27r  davon 
abüieht. 

§  127. 

Für  alle  Winkel  A  ist: 

(25)  sin^  Ä  -f-  cos^  ^  =  1 . 

Die  Gleichungen  (11)  und  (1!))  gestatten  hier  —  ^  an  die  [.S33 
Stelle  von  A  zu  setzen,  folglich  braucht  der  Satz  nur  für  A  =  0  und 
für  positive  Winkel  Ä  bewiesen  zu  werden. 

Ist  ^  =  0,  so  erfüUeu  die  Werthe:  sin^  =  0  (Gl  (H)),  cos  J.=  l 
(§  123)  die  Gleichung  (26).  Ferner  gestatten  die  Gleichungen  (18) 
und  (22)  in  der  Gleichung  (25)  an  die  Stelle  von  A  einzusetzen 
A  —  «JT,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  folglich  bleibt  die  Gleichung  nur 
für  .4  >  0,  <  IT  zu  beweisen  und  wenn  wir  jetzt  sr^J^  an  die  Stelle 
von  j4  >  -^Ä  setzen  und  uns  dabei  auf  die  Gleichungen  (16)  und  (22) 
stützen,  so  genügt  es  blos  die  Werthe  von  jl  >  0  bis  -4  <  i-n  zu  [33 
betrachten,  da  A  =  ^^  ergiebt:  sin  A  ^  1,  cos  .4  =  0  (§  123). 

In  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  nennen  wir  die  Katheten  a  und  b, 
die  gegenüberliegenden  Winkel  A  und  j5,  die  HypoteJiuse  c.  Wir  er- 
halten {§  123): 

—  =  sin  .i,     —  =  sin  B  =  cos  A. 
Hieraus  folgt  (§121): 

sin^  Ä  -\-  cos^  A  =  — -| —  =  I , 
Zum  Beispiel  finden  wir  für  A  =  \x: 

Indem  wir  die  Gleichung  (25)  durch  sin^  A  oder  durch  cos^  A 
dividiren,  erhalten  wir; 

1  +  tang^  A  =  ^ij ,        1  +  eot^  A  =  -j^Tj  ' 

Daher  werden  die  Werthe  aller  trigonometrischen  Funktionen  be-  [34 
ka.nnt  sein,  sobald  wir  die  Werthe  einer  unter  ihnen  für  die  Winke! 
von  Null  bis   |ro  kennen. 
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sich 


Sinu 


§  128. 

Die    Seiten    des    Dreiecks    verhalten 
der  gegenüberliegenden  Winkel. 

Wir  nennen  in  dem  Dreiecke  die  Seiten  «,  b,  c,  die  gegen-   [334 
überliegenden  Winkel  Ä,  B,  C.     Es  ist  zu  beweisen,  dass: 
(26)  asmB  =  h  sin  Ä. 

Ist  j1  =  ^jf,   so   ist  sin  A  =  1 
sin  B  dar  (§  123). 

Ist  J.  <  -^  jr,  B  <  ^  ff ,  so  theilt  < 
Seite  c  gefällte  Loth  p  (Fig.  121)  das 


ind   das  Verbäitniss    6  :  a   stellt 


las  von  der  Ecke  C  aus  auf  die 
(  Dreieck  in  zwei  rechtwinklige: 
in  dem  einen  ist  h  die  Hypotenuse  und  A  der 
Winkel    der   Ka,tbete  p   gegenüber,    in    dem 
andern  a  die  Hypotenuse  und  B  der  Winkel 
gegenüber  der  Kathete  p,  folglich  ist  (§  123): 
p  =  h8m  A,    p  =  a  sin  B. 
Ist  A'>  \n,  so  fällt  das  Loth  p  ausser- 
halb des  Dreiecks  auf  die  Verlängerung  der  Seite  c  über  den  Scheitel 
des  Winkels  A  hinaus  (Fig.  122)  und  bestimmt  wieder  zwei  recht-  [35 
winklige  Dreiecke,  von  denen  das  eine  die  Hypotenuse  a,  die  Katbete  p 
C   und  dieser  gegenüber  den  Winkel  B  hat,  das  andre 
die  Hypotenuse  6,   die  Kathete  p  und  dieser  gegen- 
über den  Winkel  jr  —  A.  Da  aber  sin  (re  —  jI)  =  sin  A 
ist  (Gl.  (9)),  so  bestätigen  in  diesem  Falle  die  Aus- 
drücke für  das  Loth  p  wieder  die  Gleichung  (26). 

§  129. 
Für  alle  Winkel  Ä,  B  ist: 
(27)  sin  {A  -\-  B)  ^  sin  ^4  .  cos  B  -|-  cos  ^  ,  sin  B. 

Das  ist  richtig  für  A^O,  A=^ii  und  A^Tt.    Im  ersten  Falle 
erhält  man  auf  beiden  Seiten  sin B.    Für  A^^it  finden  wir  auf  beiden 
Seiten:   -  sin  B  (Gl.  (15)).     Für  A  =  \ic  ist  (Gl.  (16)): 
sin  {A  +  B)  =  sin  {l^n  +  B) 
=  sin(iff-B) 
=  cos  B 
und  ferner: 

sin  A  .  cos  B  -\-  cos  j4  .  sin  B  =  sin  ^  ir  .  cos  B 
=  cos  B. 
Es  seien  jetzt  A  und  B  positive  Winkel,  ^>0,  A-\-B<it.  [36 
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Diese  Winkel  A,  B  können  an  einer  Seite  c  eines  Dreiecks  liegen 
(§  101),  in  dem  wir  die  beiden  andern  Seiten,  A  und  S  gegen-  [335 
über,  a  und  b  nennen,  Ist  A<,\'!C,  so  wird  die  Seite  c  durch  das 
vom  gegenüberliegenden  Winkel  C  aus  auf  sie  gefällte  Loth  p  in  zwei 
Theile  zerlegt,  x  beim  Winkel  B  und  c  —  x  beim  Winkel  A  (Fig.  1^1), 
und   es  entstehen  so  zwei   rechtwinklige  Dreiecke,    in  denen  {§  123): 

ti  —  X  =  h  cos  A,  X  =  a  cos  B 
ist.  Wenn  ^  >  ira  ist  (Fig.  122),  so  fällt  das  Loth  j)  auf  die  Ver- 
längerung der  Seite  c,  ao  dass  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  entstehen: 
in  dem  einen  sind  j}  und  x  die  Katheten,  in  dem  andern  ji  und 
c  +  *  ™it  den  Winkeln  n  —  A,  B  gegenüber  j>,  folglich  ist 
(Gl.  (22),  (19)): 

In  beiden  Fällen  finden  wir  auf  diese  Weise: 
(28)  <;  =  (j.  cos  B  +  ft  cos  A. 

Vermöge  der  Gleichung  (26)  können  wir  hierin  sin  C,  sin  Ä,  sin  B  an 
die  Stelle  von  c,  a,  h  setzen  und  erhalten  so: 

sin  C  =  sin  J, .  cos  B  -f  cos  A  .  sin  B.  [87 

Jedoch  C=n  —  A  —  B,  folglich:  sin  C  =  sin  (A  +  B)  (Gl.  (10)). 

Bis  jetzt  ist  die  Gleichung  (27)  für  alle  Winkel  von  A  =  0,  B  =  0 
bis  A  ^  it,  B  =  a  bewiesen,  solange  A  -\-  B  <i  a.  Sie  ist  auch  für 
A  -j-  B  =  7t  richtig,  weil  in  diesem  Falle  sin  (A  -\-  B)  =  0, 
cos  B cos  A  (Gl.  (22)),  sin  .B  =  sin  .4  (Gl.  (16)). 

Wir  setzen  überhaupt:  A  ^=  wir  -\-  a,  B  ^  mn  -\-  ß,  wo  m  und  m 

null  oder  ganze  positive  Zahlen  sein  können  und  die  Winkel  a  und  ß 

auch  null  oder  positiv,  <  ät.     Wir  finden  (Gl.  (18)): 

sin  (^1  +  _B)  =  (~  1)"+"'  sin  («  +  |3), 

sin  A  =  ( —  1)"  sin  a,     sin  B  =  ( —  1)'"  sin  ß. 

Femer  (Gl.  (22)):  [336 

cos  A  ^  ( —  1)"  cos  R,     cos  B  =  {—  1)'"  cos  ß. 
Demnach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (27)  in: 

sin  (a  -\-  ß)  =  sin  «  .  cos  ^  +  cos  a  ,  sin  (3  [38 

und  ist  bewiesen  für  cc  -{-  ß  -^sr. 

Im  Falle  a  +  ß  >  jt,  <  2;r  können  wir  der  letzten  Gleichung 
die  Form: 

sin  {2x  —  c  —  ^)  =  sin  (?r  —  a) .  cos  (x  —  ß) -\-  cos  (re  —  ß) .  sin  (z  —  ß) 
geben  und  diese  als  richtig  ansehen,  weil  hier  die  Summe  der 
Winkel  z  —  k,  ji  ~  ß  kleiner  als  7t  ist. 
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Was  die  negativen  Werthe  von  Ä  und  B  anbetrifft,  so  können 
wir  die  positiv  machen,  indem  wir  einige  Male  2x  hinzufügen,  wodurch 
die  Werthe  der  Funktionen  selbst  nicht  geändert  werden  (§  126). 

§  130. 
Aus  der  Gleichung  (27)  folgen  andre,  wenn  wir  —  B  für  B  ein- 
setzen   und   sodann    in   der    neuen    und    in    der    früheren    Gleichung 
i^Tt  ~  Ä  für  Ä.     So  erhalten  wir: 

(29)  ain  (A  —  B)  ==  sin  A  .  coa  B  —  cos  Ä  .  sin  B, 

(30)  cos  (A-\-  B)  =  cos  ^  .  cos  B  —  sin  ^  .  sin  B, 

(31)  cos  (Ä  —  B)  =  cos  ^  .  cos  .B  ~j-  sin  ^  .  sin  B. 

Dividirfc  man  Gleichung  (27)  durch  (30),  (29)  durch  (31),  so  ergiebt 
sich: 

(32)  tang(A  +  i^)==,^^A+^^f^-,  t- 

(33)  tang(^-^)  =  ^|^eÄ. 

§  131. 
Wenn  wir  in  der  Gleichung  (27)  J.  =  5  setzen,  so  erhalten  wir: 

(34)  sin  2A=-2smA.  cos  A. 

Machen  wir  dasselbe  in  der  Gleichung  (30)  und  nehmen  wir  Gleichung 
(25)  zu  Hilfe,  so  wird: 

(35)  1  +  cos  2  J.  =  2  cos^  A, 

(36)  1  —  cos  2^  =  2  sin^  J.. 

So  erhalten  wir,  indem  wir  mit  A=  -^x  beginnen,  nach  und  nach:   [337 
cos^  =  |l/2, 


cos  S5  =  - 


1.1/2- 1/2 +yF, 


a.  s.  f.,  u.  s.  f., 

wo  alle  Wurzeln  positiv  zu   denken  sind,  weil  der  Sinus  und  der  [40 
Cosinus  eines  spitzen  Winkels  nicht  negativ  sein  können  (§  123). 

Dieses  Verfahren  führt  zu  den  Werthen  der  Sinus  und  der  Cosinus 
aller  Winkel  % :  2",  wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Sodann  dienen 
die  Gleichungen  (27)  und  (30)  zur  Bestimmung  der  Sinus  und  der 
Cosinus  aller  Winkel,  die  als  Summen  von  Winkeln  %/Z~"  dargestellt 
werden    können.     Endlich   wird   überhaupt   jeder   Winkel    durch    das 
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Produtfc  von  ^u  in  eine  Summe  einer  Anzahl  positiver  Potenzen  von 
-J-  dargestellt,  wenigstens  bis  auf  eine  beliebig  kleine  Abweichung. 
Wir  bezeichnen  diese  Abweichung  mit  o,  den  gegebenen  Winkel  mit  A, 
die  Summe  aller  Summanden  von  der  Gestalt  sr :  2"  werden  wir  B 
nennen,  so  dass  A  =  B  -\~  e)  ist.  Die  Gleichungen  (27)  und  (30) 
ergeben : 

sin  ^  ^=^  sin  B  .  cos  ra  -]-  cos  B .  sin  w, 
cos  A  =  cos  B  .  cos  w  —  sin  5  .  sin  c», 
und  indem  wir  hier  (nach  (34)  und  (36))  setzen: 

sin  (O  ^  2  sin  ^  M  .  cos  \  to,     cos  o  =  1  ■ —  2  sin^  \  m, 
finden  wir:  \ii 

(37)  sin^  — sinB=       2  sin  ^ra  .  cos  (£  +  ^ra), 

(38)  cos  ^  —  cos  B  =  —  2  sin  ^  w  .  sin  {B  -\-  \i»). 

Wir  wollen  hierzu  bemerken,  dass  im  rechtwinkligen  Dreiecke 
das  Verhältniss  der  einen  Kathete  zur  andern  die  Tangente  des  Winkels 
gegenüber  der  ersten  darstellt.  Bei  abnehmendem  a  kann  man  [338 
daher  tang-Jo  beliebig  klein  machen  und  ebenso  sin  | -ra,  weil: 
sin  ^w  <  tang  ^  (o;  überdies  ist  der  Grösse  nach:  cos  (B -|- -|^ cj)  <  1, 
sin(B-|- J(a)<  1.  Weim  wir  daher  in  den  Gleichungen  (37)  und  (38) 
a  soweit  verkleinern,  dass  die  Unterschiede:  sin .-1  — sin  B,  coa^l  —  cosB 
unmerklich  werden,  so  dürfen  wir  die  Werthe  sin  B  und  cos  B  für 
sin  A  und  cos  A  nehmen. 

Die  auf  diese  Weise  für  jeden  "Winkel  x  berechneten  Werthe  von 
ain  a;  und  cos  a:  sind  dieselben,  die  sich  aus  den  unendlichen  Reihen: 
(Algebra,  Kapitel  XIV) 

(39)  sin  Ä  =  a:  -  Ij  4-  It  —  f!  +  ■  ■  ■ 

(40)  eos  a:  =  1  -  J  +  J  -  f-J  +  ■  ■  ■ 
ergeben  und  die  auch  so  dargestellt  werden  können : 
(41) 
(42) 


sobald  wir   unter  e  die   Ijrnudzabl  der   Neperschen  Logaritbm 
stehen  und  unter  n  die  Zahl; 

ji— 3,1415926530..., 
die  dem  Bruche  355  :  113  sehr  nahe  kommt  (§  39). 
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§    132. 
Wenn    wir   die   Gleiclmngeii   (27)   und  (29),   (30)   und   (31)    ver- 
Ijinden,  nachdem  wir   2-4  =  a  -(-  &,    2B  ^  a    -  b   gesetzt  haben,   so 
finden  wir: 

(43)  siu  «  +  sin  i  =       2  siu  ^(«  +  ?<)  .  cos  J  (tt  —  J>)^ 

(44)  sin  «  —  sin  i  ==       2  cos  ^  (a  +  h) .  sin  -J-  (a  —  h), 

(45)  cos  a  -\-  cos  fc  =       2  cos  l-{a  -\-  h)  .  cos  ^(a  ~  Ji) , 
(4G)  eoa  «  —  cos  f-  =  -  2  sin  i  (a  +  i)  .  ain  |  (a  —  h). 
Setzen   wir  hier  in   der  Gleichung  (44)   a^^na,    h  =  (n — ^  l)w,    so 
erhalten  wir: 

sin  «w  —  sin  (w  —  l)cj  '=  2  sin  J-oj .  cos  (na  —  ^m)  [^ü 

und  wenn  wir  hier  der  Reihe  nach  die  ganzen  Zahlen  einsetzen,   [33!» 
von  1  anfangend  bis  zu  irgend  einem  n: 

sin  ra  =2  sin  l  a  .  cos  ^  a 

sin  2co  ^  sin  ö     =  2  sin  ^  o  .  cos  ^  m 
sin  3a)  —  sin  2m  =  2  sin  ^  ej  .  COS  -|  üj 

sin  «ra  —  sin  (w  —  l)ia  ^  2  sin  ^-ra  .  cos  (w  —  J)  ra. 
Durch  Addition  der  Gleichungen  finden  wir: 

Y^~r~  ^  *^**^  ^^  ~h  '^oä  f  *''  "l~  " " "  "i~  ''OS  («  —  ^)  (0 . 
Hier  nehmen  die  in  der  Summe  enthaltenen  Glieder  der  Reibe 
nach  von  Anfang  an  bis  zum  letzten  ab,  ohne  jedoch  negativ  zu 
werden,  so  lange  Mro<^ro-  Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass  sin  wo 
langsamer  wächst  als  der  Winkel  no,  wie  klein  auch  der  Faktor  w 
sein  mag,  so  dass  für  zwei  ganze  Zahlen  n'>  m: 


ist.     üeberhaupt  ist  für  zwei  Winkel  a>  h: 


[44 
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Kapitel  X.  [  45 

Die  Abhängigkeit  des  Parallelwinkels  von  dem  zngehörigen  Lothe. 

§  13S. 

In  diesem  Kapitel  werden  wir  den  Parallelwinke J  als  veränderlicli 
betrachten. 

In  dem  geradlinigen  und  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  (Fig.  123) 
bezeichnen  wir  mit  c  die  Hypotenuse,  mit  a  und  h  die  Katheten  und 
mit  //(a)  und  II{ß)  die  diesen  gegenüberliegenden  Winkel,  so  dass 
«,  ß  gewisse  Linien  darstellen  müssen,  die  durch  positive  Zahlen  aus- 
gedrückt werden  (§  102). 

Wir  verliingern  a  und  c  über  ihren  gemeinsamen  Punkt  B  hinaus, 
indem  wir  die  Verlängerung  der  ersten  Seite  willkürlich  annehmen, 
die  der  zweiten  aber  bis  zu  dem  Punkte  D  führen,  so  dass  BD  =  ß 
und  folglich  das  auf  BD  in  D  errichtete  Loth  DD'  zu  BB'  parallel 
wird.  Wir  ziehen  ferner  zu  DD'  die  Parallele  AÄ,  die  gleichzeitig  zu 
SS'  parallel  sein  wird  (§  99).  Wir  finden,  dass  der  Winkel  B'BD=n(ß) 
ist,  A'AD  =  n(c  +  ß),  A'AC  —  A'AD  =  J7(«),  folglich  wird: 
(47)  II{h)~n(a)^II{o  +  ß). 

In  demselben  Dreiecke  ABC  tragen  wir  die  Linie  ß  von  B  aus 
nach  Ä  hin  ab  und  errichten  sodann  in  dem  Endpunkte  D  das  Loth 
DD'  dahin,  wo  das  Dreieck  selbst  liegt. 


In  dem  Falle  c>  ß  wird  der  Punkt  D  zwischen  A  und  B  liegen 
(Fig.  124).    Wir  ziehen  AÄ'  parallel  zu  DD'  und  also  gleichzeitig  [4ö 
parallel  zu  BC.   Hier  ist  der  Winkel  DAA'=  n(c  -  ß),  GAA'^  7J(ö), 
demnach : 
(48)  J7(J)  +  n(«)_J7(c-/i). 
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Ist  c  =  ß  (Fig.  125),  so  wird  die  Linie  ÄA'  auf  AB  senkrecht 
steien,  folglich  n\J})=  i^x  -  n(a)  sein,  aber  ^re  = /7(0)  =  il(c  —  ^), 
somit  bewährt  sich  die  GleichuDg  (48)  in   diesem  Falle  von  Neuem. 

// 


Ist  c<ß  {Fig.  12G),  so   wird   das   Loth  DD'  auf   der  Ver-   [Ml 
läugerung  von  c  über  den  Punkt  A  hinaus  stehen.    Jetzt  ist  der  Winkel: 
CAA'  =  n(Jj)  =  jr  -  DAA  —  Il(tc) 
=  ^  -  mß  -'^)-  n{a) 
^n(c-ß)~n{a)   (§102). 

Daher   bezieht    sich   die   Gleichung  (48)    auf   alle   rechtwinkligen 
Dreiecke.     In  Verbindung  mit  der  früheren  (47)  ergiebt  sie; 
(49)  2n(b)  =  JI{c  —  (5)  +  n(c  +  ß), 

(,50)  2i7(«)  =  n{c  -ß)-  n(c  -\-ß::. 

Geradeso  ist: 

|2J/((t)  =  ll(c  —  k)  +  n{c  -\~  a), 

\2niß)^n(c^^)-~n(c-i-a). 


(51) 


§  134.  [47 

In    dem    rechtwinkligen   Dreiecke   ABC  (Fig.   127)    nennen    wir 
wiederum    die    Hypotenuse    c,    die 
r~" Katheten  a  und  b,  die  diesen  gegen- 

überliegenden   Winkel:     /!(«)     und 

n(ß). 

Die  Kathete  a  verlängern  wir 
über  den  Scheitel  B  des  Winkels 
n(ß),  indem  wir  die  Verlängerung 
BD^^ß  machen.  Im  Endpunkte 
errichten  wir  auf  DC  das  Loth  DD' 
dahin,   wo   das  Dreieck   nicht  liegt 
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Die  Verlängerung  BB'  der  Hypotenuse  c  über  denselben  Punkt  B 
hinaus  muss  daher  zu  DD'  parallel  sein.  Wir  verlängern  ferner  die 
Kathete  h  über  den  Scheitel  G  des  rechten  Winkels  hinaus,  indem  wir 
die  Verlängerung  CE=a  —  h  machen,  und  errichten  sodann  auf  CE 
im  Endpunkte  das  Loth  EE'  dahin,  wo  das  Dreieck  liegt.  Dieses  Lotb 
muss  zu  AB'  parallel  sein  und  auch  zu  dem  Lotbe  BD',  das  zugleich 
der  Linie  CG'  parallel  ist,  die  wir  von  der  Ecke  C  aus  parallel  zu 
EE'  ziehen. 

So  entstehen  die  Winkel :  C'CD  =  i7(«  +  ß)  und  C'OE=^  n{a  —  l), 


lat: 

(52)  ^  J7(«  - 
und  nach  diesem  Muster: 

(53)  n(ß  - 


■  ^)  +  n{a  +  ,5)  =  i;r 

■ «)  +  nQ)  +  «)  =  i^ 


135. 


In  einem  beliebigen  geradlinigen  Dreiecke  ABC  (Fig.  128)  nennen 
wir  die  Seiten  a,  h,  e,  die  gegenüberliegenden  Winkel,  deren  Scheitel 
in  den  Punkten  A,  B,  C  liegen,  -/?(«),  ß(/5),  n{y),  wo  demnach  a,  ß,  y 
entweder  sämmtlieh  positive  Linien 
sind,  oder  zwei  unter  ihnen  positiv  \i8 
und  eine  negativ. 

Wenn  y  eine  positive  Linie  ist, 
so  tragen  wir  diese  auf  der  Seite  n 
von  der  Ecke  C  aus  nach  B  hin  ab 
und  im  Endpunkte  D  errichten  wir 
auf  BC  das  Loth  DD'  dahin,  wo  das 
Dreieck  ABO  liegt.  Der  Punkt  D 
muss  für  a~>  y  zwischen  die  Punkte 
B  und  C  fallen,  für  a^  y  wird   er  ^'*'  '^^' 

in  B  liegen,  für  y  >  «  endlich  irgendwo  auf  der  Verlängerung  von 
CD  über  den  Punkt  B  hinaus.  Ist  y  eine  negative  Linie,  so  tragen 
wir  diese  in  der  entgegengesetzten  Richtung  auf  der  Verlängerung 
von  *[  über  den  Punkt  C  hinaus  ab.  In  allen  diesen  Fällen  wird  [342 
die  von  B  aus  zu  DD'  gezogene  Parallele  J5J5'  gleichzeitig  zu  CA 
parallel  sein,  dessen  Verlängerung  AC  über  den  Punkt  A  hinaus  zu 
dem  Lothe  EE'  parallel  wird,  das  wir  auf  AE  =  k  in  .E  errichten, 
diesen  Punkt  von  der  Ecke  A  aus  auf  der  Seite  €  selbst  oder  auf 
deren  Verlängerung  angenommen,  jenachdem  «  eine  negative  oder  eine 
positive  Linie  ist.  Das  Loth  EE'  ist  ebenfalls  zu  BB'  parallel  (§  99), 
folglieh  ergiebt  der  Unterschied  zwischen  den  Winkeln:  CBB'^Il(a — y), 
ABB' ^  n(<:  +  a): 
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(54) 


n(ß)  _  n{a  -  ,)  -  n(e  +  «), 

eine  Gleictmig,  in  der  die  früheren  (47),  (48)  und  (52)  als  besondere 
Fälle  enthalten  sind,  wenn  wir  n(y)^=^a  und  zugleich  j'  =  0  setzen, 
oder  i7(«)  =  ^JK  und  zugleich  «==0  oder  endlich:  Il(ß)  =  \a  und 
zugleich  ß  ^0. 

§  136. 

In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  Ä£C  (Fig   129)  nennen  wir  [49 

die  Hypotenuse  c,  die  Katheten  a  und  h   die  diesen  gegenüberliegenden 

Winkel  II(k)  und  lT(ß)    'S  <  n  dem  Sheitel  der  Ecke  A  aus  im  Winkel 

J7(tt)  errichten  wir  aut  der  Ebene  des  Dreiecks  das 

Loth  AA,  ziehen  /u  diesem  von  den  beiden  andern 

Ecken  B  und  C  aus  die  Parallelen  BB'  und  CO', 

und  denken   uns  sodann  durch  je  zwei  dieser  drei 

Linien  AA,  BB ,  CC    Ebenen  gelegt. 

Zwei  diesei  Ebenen  stehen  auf  der  Dreiecks- 
ebene senkrecht,  da  sie  einander  in  AA'  schneiden 
(§  59),  und  gehen  durch  h  und  c,  indem  sie  unter 
dem  Winkel  2T(a)  gegen  einander  geneigt  sind  (§  43). 
"  Die  zn  h  senkrechte  Seite  a  muss  auf  der  Ebene 
A'ACC,  in  der  die  Linien  b,  AA'  und  CC  liegen, 
senkrecht  stehen  (§  59),  folglich  wird  sie  auch  auf  der  Linie  CC 
senkrecht  sein  (§  56),  Daher  wird  der  Winkel  der  beiden  Ebenen, 
die  einander  in  CC  schneiden  und  durch  a  und  i  gehen,  ein  Rechter. 
Da  wir  jetzt  zwei  Ebenenwinkel  n{(t)  und  ^re  kennen,  so  finden  wir 
\n — Ii{a)  für  den  dritten  zwischen  den  Ebenen,  auf  denen  die  Linien 
a  und  c  liegen  und  die  BB'  gemein  haben  (§  100). 

Ferner  ist  der  geradlinige  Winkel  ACC  =  Uib),  weil  aber  BC 
auf  AC  und  CC  senkrecht  steht,  so  wird  er  gleich  dem  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen,  die  einander  in  BC  schneiden  und 
durch  AB  und  BB'  gehen. 

Daher  schneiden  die  drei  Linien  BA,  BB',  BC  eine  Kugelfläche 
um  B  in  drei  Punkten,  die  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks  AB'C  sein  werden  (Fig.  130)  und  zwar  wird  die 
Hypotenuse  CB'=IJ{a)  sein,  die  Katheten:  CA=n(ß), 
B'A  =  n{c)  und  die   gegenüberliegenden   Winkel   gleich 
^7     i«  —  n{u)  und  n{h). 
Setzen  wir: 

'pig.  ISO.  Ix  —  n(a)  =^  n{a'),   \%  —  n{b)  =  n{h'),     [oo 

so  müssen  wir  hieraus  schliessen,  dass,  wie  das  gegebene  geradlinige 
rechtwinklige    Dreieck    das    sphärische   AB'C   erzeugt,    geradeso    um- 
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gekehrt  zugleich  mit  diesem  sphaiisLEen  em  geradliniges  rechtwinkliges 
Dreieck  be'^teheu  muss  {Fig  131),  bei  dem  ß  die  Hypotenuse  ist  und 
a  und  a'  die  Katheten  "«ind  mit  den  gegenüberliegenden  Winkeln  [34a 
n{b')  und  n{r) 

Von  dem  einen  geiadlmigen  Dreiecke  konnnen 
wir  also  zu  einem  npueii  übergehen,  indem  wir  die 
Kathete  a  beibehalten  und  h,r  a,  ß  durch  a ,  ß  h  c 
ersetzen.    Wenn  wir  fortfahren,  bei  jedem  Buchstaben  ^'^' '" 

den  Accent  in  demselben  Sinne  zu  benutzen,  nämlich,  um  zwei  Linien 
zu  unterscheiden,  deren  Parallelwinkel  zusammen  ^w  ausmachen,  so 
können  wir  anstatt  der  vier  Gleichungen  (49),  {50}  und  (51)  deren 
zehn  hinschreiben: 


(55) 


2fl(ii)  —  J7(a'—  li"l  —  n(, 
2J7(S)  —  n(ci  ~  »')  +  i7(«' 

271(0)  —  n{ß  —  I)')  +  n(V 
2JI(«)  _  J7(»  -  «)  +  nie 
2n(h)  —  n(e  —  (i)  +  n{c 
2n(«)  -  n(c  -ß)  -  n(e 

2n(fi)  —  n{e  —  «)  —  J7(<: 
2i7(»)  -  ff((S  -  V)  -  n{ß 

2jj(c)  =  n{K  —  a')  ~  niti 
2n(ß)  —  n{b'  -  o'i  —  ji(S' 


/+  b-) 
■+<■) 
+  « 

+  « 
+  ß) 
+  «) 

+  6') 

+  «■) 
+  «'). 


und  auf  ähnliehe  Weise  anstatt  der  zwei  Gleichungen  (52)   und  (53) 
ebenfalls  zehn: 


(56) 


n(«- 

-  '•)  +  "i-  +  (S) 

-4« 

niß- 

-  »)  +  n(b  +  0) 

_i« 

n(e  - 

-a)  +  n(«'+  f) 

_i« 

n(c^ 

-b)  +n(ß'+a') 

_i« 

n(ß- 

-«')+i7(»-  +  «') 

-1»! 

n(e- 

-!?■)  +  "(«'+!'') 

—  iK 

n(V- 

-  »■)  +  n{ß'+  .) 

_it 

n(a 

-  c') +  //(«•+ W 

-i« 

//((>■- 

-  (?■)  +  mb  +  c) 

=  !,Ä 

n(f- 

-«■)+II(a  +c) 

_ä« 

dby  Google 


Neue  Anfangsgründe.    Kap.  X,  §  IBT.    K.  G.  S.  1837,  I. 


§  137. 

Wir  stellen  uns  wieder  das  rectt winklige  Dreieck  ABC  vor 
(Fig.  129)  mit  den  drei  Parallelen  AA',  BB',  CC\  unter  denen  die 
erste  von  der  Ecke  A  ausgeht  und  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  senk- 
recht steht.  Die  drei  Ebenen,  auf  denen  je  zwei  der  Parallelen  liegen, 
breiten  wir  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  ans,  indem  wir  die  Katheten 
a  und  b  auf  die  eine,  die  Hypotenuse  auf  die  andre  Seite  der  Linie 
AÄ  legen  (Pig.  132), 


Die  Kathete  h  und  die  Hypotenuse  c  vereinigen  sich  jetzt  [344 
zu  einer  Geraden  BC,  da  sie  in  der  früheren  Lage  auf  der  Geraden 
AA!,  die  zu  CC  parallel  ist,  senkrecht  stehen  (§  13G).  Die  Kathete 
CD  =  a  steht  senkrecht  auf  CC,  und  zu  dieser  Geraden  ziehen  wir 
noch  die  Parallelen:  BB'  durch  den  Endpunkt  B  der  Hypotenuse  c 
und  BD'  durch  den  Endpunkt  D  der  Kathete  a.  Alle  vier  Paral-  Y5ä 
lelen  BB',  AÄ,  CC  und  DD'  werden  Äsen  einer  Gränzkurve  HAGF 
sein,  die  durch  den  Punkt  A  gebt  und  DD',  GC,  BB'  in  F,  G,  H 
in  den  Abständen:  FD  =  BH=  x,  CG  ^=  y  schneidet.  Sobald  näm- 
lich a,  b,  c  zu  einem  geradlinigen  rechtwinkligen  Dreiecke  verbunden 
werden,  so  müssen  sich  gleichzeitig  die  Bogen  FG=p,  AG^q, 
AH=r  zu  einem  Gränzdreiecke  zusammenschliessen,  das  ebenfalls 
rechtwinklig  ist  {§  119,  [120]).  In  diesem  Dreiecke  ist  r  die  Hypo- 
tenuse, p  und  g  sind  die  Katheten  und  /?(«)  der  Winkel  j)  gegenüber, 
folglich  (§  123): 

p  =  r  .  sin  n{cc),    q  =  r  .  cos  TI{a). 

Es  sei:  x=f{c)  und:  y  =  f(i),  wo  der  Buchstabe  f  a\s  Zeichen 
für  eine  geometrische  Funktion  dient,  die  überdies  zugleich  mit  ihrem 
Argumente  versehwindet.  Wir  ziehen  jetzt  von  C  aus  zwischen  den 
Parallelen  CC  und  DD'  den  Gränzlinienbogei»  CK=  t,   so  dass  CC 
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und  folglich  auch  DD'  eine  gemeinsame  Axe  der  beiden  Bogen  p  und  t 
ist.     Hier  ist  der  Abstand:  BK  =  x  —  y  =  f{a),  demnach: 

(57)  /W-rt«) +/■('»)■ 

Für  den  G ranz linien bogen  t  finden  wir  (g  117,  Gl.  (6)): 

(  =  j) .  e» 

[53 


oder: 

(=i>.e/w 

oder  endlich: 

(  =  r.c/W.sinJT(«). 

Aehulich  muss  sei 

in: 

q  =  r.ei<-^KsiTin{ß), 

und  indem  wir  daa  mit  dem  andern  Werthe  von  q  vergleichen,  finden  wir: 

cos  /r(ß)  =  e/("> .  siü  7I(ß) . 
Unter  Beibehaltung  von  a  können  wir  hier  a  und  ^  durch  b'  und  c 
ersetzen  (§  136),  folglich  ist: 

sin  II{b)  =  e-""! .  sin  n(c) 
oder  bei  Hinzunahme  der  Gleichung  (57):  [345 

f^""' .  sin  n{h)  =  e'^'^ .  sin  //(c), 
woraus  wir  noch  schhesseu,  dass:  [54 

e/*"' .  sin  n{(£)  =  e-"*' .  sin  Il{l)) 
ist.    Da  aber  die  beiden  Katheten  a  und  h  vollständig  beliebige  Linien 
sind  und   wir  überdies  für   «  =  0   haben:   f{ä)  =  {),   Il{a)  =^  \%^   so 
wird  für  alle  a\ 

C-/W  =  sin  Ji{a). 

Die  Gleichung  (57)  ergiebt  jetzt; 

(58)  sin  77(c)  =  sin  n{a)  .  sin  77(6). 

Diese  verwandelt  sich,   wenn  b  und  c  durch  a    und  (J  ersetzt  werden 
(§  136),  in: 

(59)  sin  n(ß)  =  sin  J7(a)  .  cos  J7(«), 
was  die  Gleichung: 

sin  77(«)  =  sin  il(6) .  cos  n(ß) 
nach   sieh   zieht,  oder  wenn  wir  hier  a,  b,  ß  durch  b',  «',  c  ersetzen 
(§  136): 

(60)  cos  n(b)  =  cos  n{a) .  cos  nie) . 

Indessen  finden  wir  aus  den  Gleichungen  (49)  und  (50): 

cos n(b)  _  1  — tangj  fl(c  — P).tang4n(e4-P)  [Ö5 

coBiI(ß)~i-i-taig"iJ7(c-ft.tw>giiI(c  +  ß)' 
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was  zusammen  mit  der  Gleiuhunj«  (60)  ergiebtr 

(61J  taug^  ^  /J(c)  =  taug  in(c  —  ß)  .  taug  ^H^c  +  ß). 

Da  hier  ß  und  c  willkürliche  Linien  sind  und  nicht  von  einander 
abhängen,  so  schliessen  wir,  indem  wir  ß^=c,  2c,  Sc,  .  .  .  setzen,  daas 
für  eine  ganze  Zahl  n  allgemein: 

tangi77(Kc)  =  jtang^77(c))'■ 
ist.     Das  erfordert,  dass  für  jede  Linie  x  werde: 
(62)  tang  \  n{x)  =  e-\ 

Hier  ist  die  konstante  Zahl  e  allerdings  nicht  bekannt,  sie  [316 
musB  jedoch  grösser  als  Eins  sein,  damit  sich  für  a:  =  co  ergiebt: 
tang -J- 11(3;)  =  0.  Wir  können,  um  die  Rechnongen  zu  vereinfachen, 
für  e  die  Grundzahl  der  Neperschen  Logarithmen  nehmen,  indem  wir 
die  Einheit,  im  Verbältnisse  zu  der  x  durch  eine  Zahl  ausgedrückt  wird, 
willkürlich  oder  unbestimmt  lassen. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  (62)  finden  wir  für  beliebige,  positive 
oder  negative  Linien  x  und  y: 

dnn(x).smn{y)  [56 

coan(x)  +  c^un(y) 
-l  +  cosIf(a;),co5J7(yV 

um  n(a:).  sin  n(y) 
'  ooEn(x)+\coan{yj 

Die  Gleiehimg  (62)  bildet  die  Grundlage  für  die  imaginäre  Geometrie. 
An  einer  andern  Stelle*)  ist  sie  durch  eine  Gränzmefchode  bewiesen, 
die  nicht  weniger  streng  ist.  Ich  werde  diesen  Beweis  hier  wiederholen. 
Wir  haben  gesehen  (§  136),  dasa,  sobald  ein  geradliniges  recht- 
winkliges Dreieck  mit  der  Hypotenuse  c,  den  Katheten  a  und  b  und 
den  diesen  gegenüberliegenden  Winkeln  n{a)  und  n{ß)  gegeben  ist, 
ein  ebensolches  Dreieck  vorhanden  sein  muss,  das  die  Hypotenuse  ß, 
die  Katheten  a,  a  und  diesen  gegenüber  die  Winkel  IJ{h'),  n(c)  be- 
sitzt.   Die  beiden  Linien  «'  und  b'  werden  hier  durch  die  Gleichungen: 

J7(«)  +  i7(«')  -  t«,    n(h)  +  nih')-i^  (5? 

bestimmt. 

Es  sei  dies  das  Dreieck  AÜC  (Fig.  l'dS),  bei  dem  die  Punkte 
A,  B,  C  die  Scheitel  der  Winkel  n{c\  n(b'\  ^x  darstellen  und  folg- 
lich die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  sind:  BC=a',  AC  =^  a, 
AB=ß.     Um  A  herum    stellen   wir   uns  eine  Kugelfläche   mit   dem 


(63) 

sin  77(^  +  8,) 

(64) 

cos  n(x  +  y) 

(65) 

tang  n{x-i-  y) 

*)  Exposition  succincte  de  la  Göomötrie  etc.,  eine  im  Jahre  18a6  geschriebene 
Abhandlung,  die  aber  ungedruckt  ist.  Desgleichen  in  den  AufBätsen  „Ueber  die 
Anfangsgründe  der  Geometrie".    (Kasaner  Bote  von  1829  und  1830.)    [Hier  S.  1—66.] 
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Halbmesser  ß  vor;  AC  verläDgerii  wir  bis  zu  seinem  Schnitte  D  mit 
der  Kugeliläche,  legen  sodaiin  durch  AD  senkrecht  zu  dem  Dreiecke 
eine  andre  Ebene  und  in  dieser  ziehen  wir  den  Kugelhalbmesser 
AE  unter    dem  Winkel   DAE'=n{ß)        ^  „ 

gegen  AD. 

Die  Bogen  der  grössteu  Kreise 
zwischen  den  Punkten  S,  J),  E  auf  der 
Kugelfläche  bilden  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  in  dem  die  eine  Kathete  [347 
BD  =  n(c)  ist,  die  andre  BE  =  n{ß), 

folglich    die    ihnen   gegenüberliegenden  '  '  "^ 

Winkel:  BEB  =  77(6),  DBE^n(a)  '*  '''' 

und  die  Hypotenuse  BE  =  n{a)  (§  136).  Von  dem  Punkte  C  aus 
fällen  wir  auf  AE  das  Loth:  CF=^x,  verbinden  sodann  den  Endpunkt 
F  dieses  Lothes  mit  dem  Punkte  B  durch  die  Linie  BF'=y,  die  eben- 
falls auf  AF  senkrecht  stehen  muss.  Da  nämlich  die  Ebenen  der 
beiden  Dreiecke  ABC  und  ACF  zu  einander  senkrecht  sind,  so  steht 
ihre  Schnittlinie  AC  auf  BC  senkrecht,  und  folglich  ist  BC  zu  der 
Ebene  CAF  senkrecht;  die  Ebene  des  Dreiecks  BOF,  die  durch  BC 
geht,  steht  auf  der  Ebene  CAF  senkrecht,  die  diesen  beiden  Ebenen 
gemeinsame  Linie  CF  ist  auf  AF  senkrecht,  demnach  steht  AF  [5b 
auf  der  Ebene  BC^  senkrecht. 

Ziehen  wir  jetzt  durch  die  Punkte  B  und  C  die  Geraden  BG 
und  CH  parallel  zu  AE,  bis  sie  in  G  und  H  die  Gränzfläche  treffen, 
auf  der  der  Punkt  E  liegt  und  die  AF,  BG  und  CH  zu  Axen  hat. 
In  dem  GrÜnzdreiecke  OSE  setzen  wir  die  Hypotenuse  GE=^^,  die 
Katheten:  HE=%  und:  HG  =  %.  Die  Verhältnisse  dieser  Seiten 
werden  sein  (§  12Ü): 

-^  =  sin  n{b) ,      i-  =  cos  77(ö) . 

Wir  wollen  hierzu  bemerken,  dass,  wenn  wir  in  dem  Dreiecke 
ABC  die  Hypotenuse  ß  vergrössern,  ohne  den  Winkel  n(b')  zu  ändern, 
also  unter  der  Voraussetzung,  die  Linie  b  selbst,  ebenso  wie  der 
Winkel  77(6),  bleibe  konstant,  dass  dann  die  Kathete  a  bis  ins  Unend- 
liche wächst,  während  die  andre  Kathete  a'  die  Gränze  b'  nicht  über- 
schreitet. Wenn  wir  daher  in  dem  Dreiecke  BüF,  ohne  den  Winkel 
BFC=n(b)  zu  ändern,  x  vergrössern,  bis  endlich  a'=?)'  wird,  so 
werden  die  Seiten  HG,  HE  und  GE  des  Gränzdreieeks  die  grÖssten 
Werthe  annehmen,  denen  sie  sich  bei  wachsendem  ß  nähern,  sobald 
wir  den  Punkt  E  auf  seinem  Platze  lassen  und  A  nach  der  Richtung 
EA  hin  bewegen. 
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Wir  breiten  jetat  die  Ebeueu  aller  Parallelen  und  die  Ebenen  der 
Dreiecke,   die  im   Puukte  A  zusammenstosseu,   auf   die   Ebene   ADE 
,_.  ß  aus,  indem  wir  sowohl  die  einen  als  die 

andern  um  ihre  Schnittlinien  mit  der 
letzteren  drehen.  Die  Seiten  des  [59 
sphärischen  Dreiecks  BBE  verwandeln 
sich  dabei  in  diu  Bogen  BD,  DE  und 
EJi'  auf  einem  Kreise  (Fig.  134),  dessen 
Mittelpunkt  A  und  dessen  Halbmesser 
"pig.i33,   '  ■*        AB=AD=AE=AB'  =  ß{^i.    Die 

Seiten  des  geradlinigen  Dreiecks  {BFC\ 
sind  nunmehr:    Das  Loth  B'F=i/  von  dem  Endpunkte  B'  des  Halb- 
AB'  auf  den   Halbmesser  AE,    die    Verlängerung    tG=x 
Lothes   BF   über    AE   hinüber   bis    zum    Zusammentreffen   mit 
^.         dem  Halbmesser  AD  in  dem  Punkte  G;  end- 
lich das  von  diesem  Punkte  aus   auf  AD  er- 
richtete Loth  BÜ=^a.    Die  Seiten  des  Gränz- 
dreiecks  vereinigen  sich  zu  dem  einen  Bogen 
Q'EHG  der  durch  E  gezogenen   Gränzlinie, 
die    den   Halbmesser  AE   zur  Ase   hat.     Die 
Seiten  seibat  erhalten  wir  so:  FG'^^rj,  wenn 
wir  durch  den  Punkt  B'  die  Parallele  zu  AE 
ziehen,    bis   sie   die   GrÜnzkurve   in   G'   trifft; 
EM=i,,  wenn  wir  durch  0  die  Parallele  [348 
zu  AE   ziehen,   bis   sie   die   Gränzlinie  in  H 
trifft;  HG  =  f,  wenn  wir  auf  HC  in  C  das 
Loth    CB"  =  a    errichten    und    durch   dessen 
ij^  '        Endpunkt  B"G  parallel  zu  AE  ziehen,  bis  es 

die  Gränzlinie  in  G  trifft. 
!  HC  muas  den  Kreis  irgendwo  in  m  zwischen  H  und  C 
schneiden.  Die  Axe  GB"  trifft  in  ihrer  Verlängerung  über  B"  hinaus 
den  Kreis  irgendwo  in  n.  Die  Abstsiude  Gn,  Hm  und  G'B'  auf  den 
Parallelen  zwischen  Gränzlinie  und  Kreis  liegen  innerhalb  bekannter 
Gränzen,  die  durch  die  auasersten  Werthe  der  Bogen  GH,  HE  und 
EG'  bestimmt  sind,  sie  nehmen  daher  ab,  wenn  ß  wächst,  und  können 
beliebig  klein  gemacht  werden  (§  114).  Der  Winkel  BCB"=DCH 
ist  kleiner  als  CAF,  aber  der  letztere  stellt  Hiß)  dar  und  ver-  [60 
schwindet  folglich  mit  wachsendem  ß  und  ebenso  auch  die  Linie  BB" 
zwischen  den  beiden  Punkten  B  und  B".  In  dem  gleichschenkligen 
Dreiecke  BGB"  wachsen  die  Winkel  an  der  Grundlinie  BB"  zugleich 
mit  ß,  indem  sie  sich  -J-m  soweit  nähern,  dass   schliesslich  der  ünter- 
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schied  veniachlässigt  werden  bann.  Dagegen  kann  der  Winkel 
nB"G  =  n{a')  bei  seiner  Abnahme  die  Gränze  Il{b')  nicht  über- 
schreiten, folglich  muss  die  Linie  B"n,  wenigstens  wenn  ß  über  einen 
bestimmten  Werth  hinaus  wächst,  in  das  Innere  des  Dreiecks  BGB" 
treten,  indem  sie  nunmehr  hier  den  Kreis  in  n  schneidet  und  auf  diese 
Weise  ein  Dreieck  BnB"  bildet,  in  dem  der  Winkel  BnB"  stumpf 
ist,  weil  sein  Nebenwinkel  BnK  in  dem  spitzen  BnA  enthalten  ist, 
der  entsteht,  wenn  wir  den  Endpunkt  n  des  Bogens  Bn  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  durch  den  Halbmesser  An  verbinden.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Sehne  Bn  <  BB"  kleiner  als  jede  gegebene  Linie  ge- 
macht werden  kann,  während  sieh  die  Sehne  2«  des  doppelt  genom- 
menen Bogens  BD  unaufhörlich  der  Gränze  2b'  nähert.  Das  bedeutet, 
dass  der  Bogen  Bn  im  Vergleiche  mit  dem  ganzen  Bogen  BD  ver- 
nachlässigt werden  mnss,  wenn  der  Halbmesser  ß  gross  genug  ist. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Kreisbogen  ED  über,  statt  dessen  wir 
ohne  Unterschied  den  Bogen  Em  nehmen  können,  sobald  der  Halb- 
messer ^  genügend  gross  ist.  Um  das  zu  zeigen,  fällen  wir  von  den 
Punkten  m  und  E  aus  die  Lothe  ml  und  EL  auf  den  Halbmesser  AD. 
Das  erste  von  diesen  ml  ist  kleiner  als  die  Hypotenuse  mC,  erst  recht 
kleiner  als  HC  und  kann  folglich  beliebig  klein  gemacht  werden,  [til 
während  das  Loth  EL  >  x  zugleich  mit  ^  wächst. 

Daher  sind  die  Gränzwertbe,  denen  sich  die  Verhältnisse:  BD :  B'E, 
DE :  B'E  der  Bogen  bei  wachsendem  ß  nähern,  dieselben  wie  für 
die  VerMltnisse:  nm  i  B'E,  Em  i  B'E,  folglich  sind  sie  gerade  die 
Verhältnisse  £:tj,  |:ij  der  Bogen  auf  der  Gränzlinie  (§  IIG).  Während 
wir  n(e),  n(ß),  n{a)  an  die  Stelle  von  BD,  DE,  B'E  setzen,  woUen 
wir  das  ausdrücken,  indem  wir  schreiben: 

n{a)       n '  n(a)       tj 

oder,  wie  wir  früher  gefunden  haben:  1^349 

Lim.  ^^^  =  sin  n{b) ,     Lim.  ^^'  =  cos  JI(6) . 
Hieraus  folgt: 

L.„.5|^t.„,n(»),    u„.^  =  ^-  1- 

Nunmehr  bekommen  wir,  wenn  wir  ^  jr  —  n(b')  an  die  Stelle  von 
n(h)  setzen:  nr«'!  4- ?tm 

oder,  indem  wir  die  dritte  und  die  achte  der  Gleichungen  (55)  zu  Hülfe 

nehmen: 

(66)  Lim.5a=ia_c„tiiI(S-). 
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Da  hier  ß  =  co  ist  und  b'  eine  beliebige  Linie,  so  können  wir, 
indem  wir  unter  x  und  y  neue  willkürliche  Grössen  verstehen,  einmal 
h' ^  X  setzen,  ohne  ß  zu  ändern,  das  andre  Mal  h'^y,  während  wir 
^  in  ^  —  X  verwandeln.     So  finden  wir: 

Lim.  St_f)  _  cot  i  n(x) ,     Lim.  '^^^^  -  »t  i  n« . 

Diese  beiden  Gleichungen  ergeben  mit  einander  mulfciplicirt: 

Lim.  "^f^  =  cot  ^  nix)  .  cot  I  my) ,  ^'' 

das  aber  bedeutet  (Gl,  (66)): 

cot  l  n(x  i-y)  =  cot  in(x).  cot  in(y), 
was  wiederum  zu  der  Gleichung  (02)  fährt. 


Kapitel  XL  [g™ 

Die  Abhängigkeit  der  Winkel  nnd  der  Seiten  eines  Dreiecks 
von  einander. 

§  138. 
Der  Umstand,  dass  die  Gleicbbeit  gewisser  Stücke  genügt,  die 
Kongruenz  von  Dreiecken  nach  sich  zu  ziehen,  setzt  voraus,  dass  die 
drei  übrigen  Stücke  von  jenen  abbangen.  Daher  müssen  für  die  Stücke 
eines  Dreiecks  Gleichungen  gelten  und  zwar  für  je  vier,  die  man  unter 
den  sechs  herausgreift,  doch  sind  dabei  die  drei  Winkel  auszunehmen, 
sobald  wir  von  den  geradlinigen  Dieiecken  der  gewöhnlichen  Geometrie 
sprechen  (§  92).  \'^on  einem  Dreiecke,  mag  dies  nun  sphärisch  oder 
ein  geradliniges  Dreieck  der  imaginären  Geometrie  sein,  können  daher 
in  den  Gleichungen  folgende  Stucke  vorkomman: 

1)  Die  drei  Seiten  und  ein  Winkel. 

2)  Zwei  Seiten  und  die  beiden  ihnen  gegenüberliegenden 
Winkel. 

3)  Zwei  Seiten  mit  dem  dazwischenliegenden  und  dem 
einer  von  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel. 

4)  Die  drei  Winkel  und  eine  Seite. 

In  der  gewöhnlichen  Geometrie  treten  dieselben  Fälle  auf,  nur  ist 
für  geradlinige  Dreiecke  der  letzte  auszunehmen. 

Wenn  wir,  was  wir  in  diesem  Kapitel  überall  thun  werden,  [65 
die  Seiten  a,  6,  c  nennen  und  die  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel 
A,  B,  C,  so  müssen  alle  die  angeführten  Fälle  zu  Gleichungen  führen, 
in  denen  vorkommen; 

1)  a,  b,  c,  A,     2)  a,  b,  A,  B,     3)  a,  h,  A,  C,    4)  a,  A,  B,  C. 
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Daa  letzte  ist  bei  geradlinigen  Dreiecken  der  gewöhnliclien  (jeo-  [351 
metrie  nicht  möglich.  In  allen  diesen  Gleichungen  können  wir  die 
Buchstaben  vertauscheJi,  indem  wir  jeden  der  Reihe  nach  durch  den 
folgenden  ersetzen,  oder  allgemein,  indem  wir  die  gegenseitige  Be- 
ziehung zwischen  ihnen  beibehalten,  bis  wir  wieder  zu  den  früheren 
Gleichungen  gelangen.  So  liefert  der  erste  Fall  Gleichungen  mit  den 
Buchstaben : 

,b,c,A 
c,  B 
a,  h,  c,  C; 
der  zweite: 


o,  h,  A,  B 

a,  e,  Ä,  C 

der  dritte: 

b,  c,  B,  C; 
u,  b,  A,  C        o,  b, 

B, 

c 

b,  c,  B,  A         b,  c, 

f, 

A 

der  vierte: 

c,  a,  C,  B        c,  a, 

a,  A,  B,  C 

b,  Ä,  B,  0 

c,  A,  B,  C, 

A 

B 

im  eanzen 

lüiifeelm 

Gleichuugeu. 

%  lü9. 
In  einem  rechtwinkligen  Dreiecke,  mag  es  nun  sphärisch 
sein  oder  ein  geradliniges  der  imaginären  Geometrie,  kann 
man  für  je  drei  Stücke  eine  Gleichung  annelimen,  indem  man 
dabei  den  rechten  Winkel  als  das  vierte  gegebene  Stück 
ansieht. 

Wenn  daher   C  =  ^  ar  ist,   so  müssen  Gleichungen   bestehen   [35a 
zwischen  den  Stücken: 

a,  b,  c  a,  c,    B  \<)7 

a,  b,  A        a,  A,  B 

CT,  c,  A         c,  A,  B, 

im  Ganzen   sechs   Gleichungen,    von  denen  die    beiden   letzten   in   der 

gewöhnlichen  Geometrie  für  geradlinige  Dreiecke  nicht  möglich   sind, 

während  wir  die  vier  ersten  bereits  kenneu  (§  105,  123),  nämlich: 

c^  =  a^  -{-  h^ 

a  =  b  .  taug  A,     a  =  c  .  cos  A,     a  =  c  .  sin  B. 
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§  140. 
Wie  wir  gesehen  haben,  ist   bei  geradlinigen  Dreiecken  der    ge- 
wöhnlichen Geometrie  (Gl.  (28)): 

c  =  ö  .  cos  S  -\-b  .  cos  Ä . 
Nach  diesem  Muster  sehreiben  wir  noch  hin: 

(t  =  &  .  cos  C  +  c  .  cos  B  [68 

b  ^  c  .  cos  A  •{-  a  .  cos  C. 
Wir   miiltiplicireti  alle   drei    Gleichungen   der  Reihe  nach   mit   c,  a,  b 
und   finden,   indem  wir   sodann   die  erste   und  letzte  von   der  zweiten 
abziehen : 

(67)  ([''  =  (.2  _|_  ^s ._  2},c  .  cos  A, 

eine  Gleichung  zwischen  a,  b,  c,  A,  die  noch  die  beiden  andern  (§  138) 
bedingt : 

b^  ^  c^  -\-  a^  —  2üa  .  cos  B 

c^  ^  a"  -}-  b^  —  2ab  .  cos  C. 
Als  Gleichung  zwischen  a,  b,  A,  B  ist  gefunden  worden  (Gl. (26)):   [Sbs 

(68)  a.siüB—b.HmA^O, 
was  folglich  (§  l:iÖ)  die  beiden  andern  bedingt: 

b  .  &m  C  —  c  .  sin  B  ^  0 
c  .  sin  ^  —  (I .  sin  C  =  0, 
und   in   der  That  geht  die   letzte   aus   den   beiden   ersten   hervor,    [69 
wenn  wir  h  wegschaffen,  wobei  zugleich  sin  B  von  selbst  wegfällt. 

Wenn   wir  hierzu   den  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  angenom- 
menen Satz; 

A  +  B-\-C==n 

hinzunehmen,  so  können  wir  der   Gleichung  (68)   eine   andre  Gestalt 
geben: 

«  .  sin  (A  -I-  C)  —  ö  .  sin  ^  =  0 
oder; 

(69)  —  =  cos  C  +  sin  C .  cot  A, 

die  Gleichung  zwischen  a,  b,  A,  C. 

§  141. 
Für  ein  rechtwinkliges  Dreieck  der  imaginären  Geometrie,  mit  der 
Hypotenuse  c  und  den  Katheten  a,  b,   während  also  G=\n  ist,  war 
,  worden  (Gl.  (58),  (59),  (60)); 
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(70)  sin  nie)  =  sin  n{a)  .  sin  nQ)), 

(71)  cos  n{a)  =  cos  5  .  cos  n{c), 

(72)  sin  5  =  cos  ^  .  sin  77(«). 

Ersetzen   wir  a   und  B  durch  h   und   A,    so  verwandelt  sich   die  \70 
Gleichung  (71)  in: 

cos  n{b)  =  eos  A  .  cos  !!(<:) . 
Indem  wir  hier   hinein  den  Werth  von  cos  n{b)   aus    der   Gleichung 
(70)  setzen,  erhalten  wir: 

ferner:  [3S4 

sin*  A  =  cot*  n(a) .  tang^  ^{c), 
und  da  die  Winkel  Ä,  n(a)  und  n(c)  spitz  sind,  so  wird: 

(73)  sin  A  .  tang  77 (a)  =  tang  77 (c) . 

Indem    wir   hier   den   Werth  von   tang  77(c)   aus   der   Gleichung  (70) 
einsetzen,  erhalten  wir: 

*'"    ^        1— sia'JI(o).8in»n(fc)' 
folglich : 

und  schliesslich:  [71 

(74)  tang  A  =  cos  77 (a)  tang  77(ft) , 

Durch  Wegschaffung  von  a  ans  den  Gleichungen  (71)  und  (72) 
finden  wir: 

„  „,  ,        cos*  ^  — sin' £ 

cos'  77(c)  = ^i-T— — i  iT 

^  '         cos'^  .  cos*  B 

und  sodann: 

i75)  sin  77((,')  =  tang  Ä  .  tang  B. 

Die  Gleichungen  (70),  ^71),  (72),  (7?,),  (74),  (7;-))  sind  eben  die, 
deren  Vorhandensein  wir  vorausgesetzt  haben.  Es  genügt,  drei  von 
ihnen  zu  kennen,  um  die  übrigen  zu  finden;  wir  können  sogar  diese 
drei  beliebig,  nnr  von  einander  verschieden,  unter  der  Zahl  aller  derer 
wählen,  die  entstehen,  wenn  wir  zu  den  angegebenen  neue  hinzufügen, 
indem  wir  die  spitzen  Winkel  und  die  Katheten  des  Dreiecks  mit 
einander  vertauschen.  So  dürfen  wir  zu  den  Gleichungen  (71),  (72), 
(73),  (74)  noch  die  folgenden  vier  hinzufügen: 

(76)  cos  77(fi)  =  cos  ^  .  cos  77(c), 

(77)  sin  ^  =  cos  B .  sin  77(6), 

(78)  tang  77(c)  =  sin  .B  .  tang  77(6), 

(79)  tang  B  =  cos  77(6) .  tang  77(«), 
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die  mit  den  früheren  sechs  im  Ganzen  zehn  Gleichungen  für  das  [72 
geradlinige  rechtwinklige  Dreieck  der  imaginären  Geometrie  darstellen. 
Unter  diesen  folgen  die  fünf:  (73),  (74),  (75j,  (78),  (79)  unmittelbar  [355 
aus  den  Gleichungen  (55),  wenn  wir  durch  zwei  dividiren  und  auf 
beiden  leiten  die  Tangente  nehmen,  dann  die  Gleichung  (62)  heran- 
ziehen und   schliesslich  77(k)  =  A,   IJ{ß)  =  B  setzen. 

Zum   Beispiel  ergiebt  die  erste  der  Gleichungen  (55): 


taug  A  ' 


tang  i  n{a'  —  b')  —  tang^n(a'-f-  b') 


das  heisst: 

tang  A  =  cos  II{a)  .  tang  i7(i), 

dieselbe  Gleichung  wie  schon  vorhin  (Gl.  (74)).     , 

auf  ähnliche  Weise  aus  der  zweiten  Gleichung  (5ö). 

Die  dritte  der  Gleichungen  (55)  ergiebt: 

t..,rrm^l_     tang  i/T(p-&;) -Mang J_7I(? +_&;)_  [73 

das  heisst: 

tangi7(a)  =  ^^^j^^, 

dieselbe  Gleichung  wie  schon  vorhin  (Gl.  (79)).    Dasselbe  erhalten  wir 
aus  der  zehnten  Gleichung  (55). 

Diese  beiden  Beispiele  genügen,  um  zu  beurteilen,  auf  welche 
Weise  die  Gleichungen  (55)  gewisse  unter  den  zehn  Gleichungen  für 
das  Dreieck  bestätigen.  Die  übrigen  fijnf  folgen  aus  der  Verbindung 
dieser  unter  einander. 

Alle  zehn  Gleichungen  für  das  Dreieck  können  wir  auch  aus  den 
Gleichungen  (56)  ableiten,  wenn  wir  die  Gleichung  (62)  zu  Hülfe 
nehmen.  Zum  Beispiel  ergeben  die  beiden  ersten  unter  den  Glei- 
chungen (56): 

n(«  -  6)  -  7Z(«  +  i)  =  n(ß  -a)-  n{ß  -f  a) 
i7(a  -  6)  +  n{a  +  h)  =  n(a  -  ß)  -  n{a  +  ß). 
Indem  wir  jede  durch  zwei  dividiren,   sodann  auf  beiden  Seiten  p^e 
die  Tangente   nehmen   und    schliesslich  A   und  B  an   die   Stelle 
von  n(a)  und  II(ß)  setzen,  erhalten  wir: 

sin  A  .  tang  ll(a)  =  sin  B .  tang  //(6) 
tang  A  .  tang  B  =  sin  -/"/(«)  •  sin  77(6) . 
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Schäften  wir  hieraus  B  weg,  so  finden  wir  die  Gleichung  (74),  wenn 
wir  h  wegschaffen,  gelangen  wir  zu  der  Gleichung  (72). 

Schon  zwei  verschiedene  unter  allen  zehn  Gleichungen  genügen, 
um  daraus  alle  übrigen  abzuleiten,  wenn  wir: 

71(6),        n(c),  A,  B 

™''^'  ^^  —  A,       B,       \it  —  n{h),     n{c) 

vertauschen  (§  13(i),  sodann  a,  b,  A,  B  mit  J),  a,  B,  A  und  so  fort- 
fahren, bis  wir  zu  früheren  Gleichungen  gelangen.  Nehmen  wir  zum 
Beispiel  die  Gleichungen  (70)  und  (75).     Die  erste  ergiebt: 

isin  n(a) .  sin  II{b)  ^=  sin  II(c) 
sin  n(a)  ,cosA       =  sin  B 
sin  n{b)  .cosB       =  sin  A 
cos  A  .  cos  n{c)       =  cos  n{h) 
cos  B  .  cos  n(c)       =  cos  77(a). 
Aehnlich  gehen  aus  der  Gleichung  (75)  die  folgenden  hervor:  [76 

itang  Ä  .  tang  B  =  sin  11  (c) 

tang  n(b)  .a'mB       =  tang  J7(c) 
tang  n{a)  .  sin  .^        =  tang  J7(c) 
tang  n(a)  .  cos  n{b)  =  taug  B 
taug  77(6)  .  cos  7T(«)  =  tang  A. 

I  142. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Gleichungen  über,  die  zwischen  je  vier 
Stücken  jedes  geradlinigen  Dreiecks  der  imaginären  Geometrie  bestehen. 

Indem  wir  von  der  Ecke  C  aus  auf  die  Seite  c  das  Loth  p  [357 
fällen,  erhalten  wir  zwei  rechtwinklige  Dreiecke:  das  eine  mit  der 
Hypotenuse  h,  den  Katheten  p,  C  —  X  und  dem  Winkel  A  gegenüber  p; 


das  andre  mit  der  Hypotenuse  a,  den  Katheten  p,  x  und  dem 
Winkel  B  gegenüber  p,  falls  x  eine  positive  Zahl  ist  (Pig.  121), 
oder  mit  dem  Winkel  %  —  B  gegenüber  p,  falls  x  negativ  ist 
(Fig.  122a).  In  beiden  Fällen,  sowie  auch  für  a:  ^  0',  erhalten  wir 
(Gl.  (73),  (71)): 
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tang  n{a)  =  sin  B  .  tang  II{p) 
taDg  Il(h)  =  sm  A.  tang  Il{j>) 

fcos  n{a)  cos  B  ==  cos  II{x) 
cos  II(h)  cos  Ä  =  cos  n.c  —  x) . 

Nach  Wegschaffmig  von  tang  II{x')  ^"^  ['"'' 
I  beiden  ersten  Gleichungen  finden  wir: 
(83)  tang  n{a) .  sin  ^  =  tang  n(h)  .  sin  B. 

Das  folgt  auch  aus  der  Gleichung  (54),  sobald  wir  darin  unter  /7"(a), 
n(ß),  n{y)  die  Grössen  A,  B,  C  verstehen.  Wenn  wir  a,  y,  c,  a 
durch  c,  «,  a,  y  ersetzen,  so  wird: 

rs4i  rn(«-n(«-y)..-n(<!  +  «) 

^'    '    .  |B(/J)-J7(»-»)-ff(a  +  rt 

und  hieraus: 

J7(o  +  ,)  +  i7(«  -  y)  _  J7(c  +  «)  +  JZ{«  -  «). 
Dividiren  wir  durch   zwei   und  nehmen   wir   sodann  auf  beiden  Seiten 
die  Tangente,  so  erhalten  wjr  (Gl.  (62)): 

J^ZTi^"'  +  '^'■)  =  7^1^'"  +  '^"'■)' 
das  heisst: 


(»5) 


tang  JT(a)         tang  IH&! 


eine  der  früheren  Gl.  (83)  ähnliche  Gleichung. 

Aus  den  Gleichungen  (82)   erhalten  wir  durch  Wegschaft'ung  \77 
von  X  (Gl.  (64)): 

cos  n  I.C)  —  ^  _|_  ^^^  jj^^j  ^^^  jj^j^j  ^^^  ^ .  cos  B ' 

hieraus:  f358 

„,  j-,         coB  n(c)  — cos  n(&).  cos  vi 

cos  n(a) .  cos  Jf  =  1- -,,,n((,y;^oln(c)."co.;i' 

sodann: 

{1  — cos^.eosn(?*).cos/7(c)}  |1  —  cos.B.cos/7''c).cosi7(a)  ]  =  sin^77(c)- 
Dementsprechend  ist: 

{1  — cos.B.cos/7(f).cosJ7(a)|  { l— cosCcos/7i^«).cos77(Z')  j  =  sin^J7((t) 
(86)    {1  — cosacos77(«).cos77(6})  ( 1  — cos^.cosJ7(&).cos7I(c)l  =  sin''/7(&). 
Das  Produkt  aus  der  ersten  und  der  letzten  dieser  Gleichungen  dividirt 
durch  die  zweite  ergiebt: 


folglich: 
(87) 


i  1  -  cos  ^  .  cos  J7(ft) .  cos  nie)  I  ^  =  '""^"nlnw^^" '         ^^^ 

ü  n{b).  Hin  n{c)_ 
n  n(a) 


dby  Google 


■  cos  (7=1^  - — ^~r""~  ■  31"  TI{a). 


Die  Gleioliiingen  für  ein  beliebiges  geradliniges  Dreieck,  225 

Indem  hierin  den  Werth  von  sin  J7(c}  aus  Gleichung  (85)  ein- 
setzen, finden  wir: 

„-  , co8n(«)_^inC 

cos  11\C)        sjan(&) .  sin  A  -f  cos  n(a) .  cos  n(b) .  coa  Ä.  sin  C  ' 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  von  cos  i7(c)  in  die  Gleichung  (86) 

erhalten  wir  nach  allen  Vereinfachungen: 

(88)  cot  Ä  .  sin  C .  sin  n(l))  +  cos  C  =  ~-^jl  ■ 

Schafi'eii  wir   hieraus   sin  UQ))  weg  unter  Hinzunahme   der   Glei- 
chung (83),  so  wird: 
cosJICa) 

ludessen   ergiebt   die    Gleichung   (88),    wenn    '(,  b,  Ä  durch   h,  n,  B 
ersetzt  werden: 

cS|)  =  cot  ß  .  sin  C  .  sin  n(a)  +  cos  ü.  ^'^'' 

Schaffen   wir  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  cos  /7(t)  weg,    [359 
(lividiren  sodann  durch  sin  C  [und  durch  sin  n(a)]   und  multiplicireu 
mit  sin  li,  so  erhalten  wir: 
(S9)  cos  ^  -^-  cos  B  .  cos  C  =  -  -.  -  ^t-t—  ■ 

Die  Gleichungen  (83),  (87),  (88),  (89)  sind  eben  diu,  von  denen 
wir  voraussetzten,  dass  wir  aie  für  die  geradlinigen  Dreiecke  fiodeu 
würden  (§  138). 

Die  letzte  kann  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (84)  abgeleitet 
werden,  wenn  wir  diesen  zuvor  die  Gestalt: 

B  +  n(a  +  r)-  n(e  -  «) 

geben.     Es  ist  dann: 

taug  ^Ü-He-"-''    _  l  +  tiLDg  j.B.e~"+''  ^  ^^^^  ,  ^ 
1  —  tang  i  B  .  e~  "~^        e~"  +  ^  —  tang  \B  " 

oder: 

2  taug  f,B  +  sin n{a) [  tang  iC'-f-  tang* -^ fi  .  cot  }/;}  _       . s  ,   j 
sin  n(«)  J  cot  1  C -f  tang' JB.  tang  5  t'j  —  2tangiÄ  —  <^°'   i^' 

Fügen  wir  auf  beiden  Seiten  Eins  hinzu  und  multipliciren  dann   \ßO 
mit  dem  Nenner,  so  erhalten  wir: 

^=  sin  nia)  \  cot  \C  -\-  tang*  -^i? .  tang  ^  C)  —  2  tang  ^if . 
Durch  Multiplikation  mit  sin  0 .  cos^  ^  B  und  Division  mit   sin  n{a) 
kommt : 

LubutJtbüfsk[j.  g™inctr,  Abbai.dluIlgBa.  lü  [lt.  I,  1898,] 
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2  siii^  1^  =  2  cos'  ^ C .  cos^  i-B  +  2  ain^  ^B .  sin^  ^C  —  - 


woraus  die  Gleichung  (89)  selbst  leicht  abzuleiten  ist. 

Wenn  wir  zu  den  vier  Gleichungen  (83),  (87),  (88),  (89)  die 
ühnlichen  hinzufügen,  die  durch  Vertauschuug  der  Seiten  und  der 
Winkel  des  Dreiecks  entstehen,  so  erhalten  wir  im  Ganzen  fünfzehn 
Gleichungen.  Setzen  wir  darin  O^^re,  soweit  dieser  Winkel  vor- 
kommt, so  finden  wir  die  Gleichungen  fiir  die  geradlinigen  recht- 
winkligen Dreiecke  (§  141)  wieder. 

§  143. 
Die  imaginäre  Geometrie  entspringt,  wie  wir  gesagt  haben  (§  117), 
aus  einer  allgemeinen  Annahme,  in  der  die  gewöhnliche  Geometrie  als 
besondrer  Fall  enthalten  ist,  sobald  wir  die  Linien  unendlich  [360 
klein  annehmen.  Dabei  verwandeln  sieh  gleichzeitig  die  gefundenen 
Gleichungen  für  die  geradlinigen  Dreiecke  der  imaginären  Geo-  [Sl 
metrie  in  die  Gleichungen  für  derartige  Dreiecke  der  gewöhnlichen 
Geometrie. 

Die  Seiten  a,  b,  c  eines  geradlinigen  Dreiecks  seien  ao  idein,  dass 
wir  ihre  Potenzen  ausser  den  niedrigsten  vernachlässigen  und  uns  also 
mit  dem  Nähemngswerthe  (Algebra,  S  177)  begnügen  können: 

cot  \  n(a)  =  1  +  « 
und  damit  zugleich  auch: 

cot  n(a)  =  a 
sin  n(a)  ^  1  —  -^fl.- 
cos  n(a)  =  a 
setzen  dürfen,   und  ähnlich  für  die  Seiten  b  und  r.     Jetzt  verwandeln 
sieb  die  Gleichungen  (83),  (87),  (88),  (89)  der  imaginären  Geometrie  in: 
h  .  sin  A  —  a  .  s'm  B  ^  0 
ßä  =  ftä  _j_  ^2  —  2bc  .  cos  A 
a3m{A+  G)  —  h3mA  =  Q 
cos^  +  cos(B+  C)  =  0. 
Die   ersten  beiden   sind  dieselben  Gleichungen  (67),  (68),  die   für   {82 
die  geradlinigen  Dreiecke  der  gewöhnlichen  Geometrie  gefunden  worden 
sind.    Die  letzten  beiden  erfordern  in  Verbindung  mit  der  ersten,  dass 

^  +  ^+  C=3r 
ist,  wie  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  angenommen  wird. 

Nachdem  wir  diesen  Uebergang  von  der  einen  Geometrie  zu  der 
andern   gezeigt  haben,   sind   wir  nunmehr  berechtigt,  den  Schlus.s  in 
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seiner  ganzen  Allgemeinheit  zu  ziehen.  Da  in  der  Geometrie  alle 
Rechnungen  einzig  und  allein  auf  die  Gleichungen  gegründet  werden 
können,  die  die  Abhängigkeit  zwischen  den  Seiten  und  den  Winkeln 
des  Dreiecks  ausdrücken,  so  muss  die  imaginäre  Geometrie  jedesmal 
in  die  gewöhnliche  übergehen,  wenn  man  die  Linien  unendlich  klein 
annimmt,  indem  sie  immer  die  Harmonie  zeigt,  die  in  der  gemeinsamen 
QueUe  beider,  nämlich  in  den  Gleichungen  (83),  (87),  (88),  (89)  [36i 
für  die  geradlinigen  Dreiecke  enthalten  ist. 

§  144. 

Von  den  Gleichungen  für  die  geradlinigen  rechtwinkligen  Dreiecke, 
bei  denen  die  Summe  der  drei  Winkel  <  %  vorausgesetzt  wird,  können 
wir  unmittelbar  zu  den  Gleichungen  für  die  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecke  übergehen. 

Wir  haben  gesehen  (§  13Ö),  dass,  wenn  in  einem  geradlinigen 
Dreiecke  c  die  Hypotenuse  ist,  a  und  h  die  Katheten,  7I(k)  und  iKß) 
die  Winkel  diesen  gegenüber,  dass  dann  ein  recht-  [SO 
winkliges  sphärisches  Dreieck  vorhanden  ist  (Fig.  130), 
das  die  Hypotenuse  n(a),  die  Katheten  Tl[c)  und  n[ß) 
und  diesen  gegenüber  die  Winkel  71(6),  -j-w  —  ^{^)  ^^" 
sitzt.     Daher  brauchen  wir  blos   in  den  Gleichungen  (80)        Ä-^f*' 

und  (81)  kk  i;o 

^     '  n{a)     n{h)     Il(c)  A  B 

der  Reihe  nach  durch 

e        'A  a         {Tt~B     h 

zu  ersetzen,  um  für  das  sphärische  rechtwinklige  Dreieck  alle  zehn 
Gleichungen  zu  erhalten.     Diese  lauten  demzuiblge: 

I  sin  c  .sm  A.     =  sin  a 

(sin  c  .  sin  B     =  sin  ?i, 

fsin  ^  .  cos  h    =  cos  li 

IsinB.cos«   ^  cos  j4, 

(92)  cos  a  .  cos  h  =  cos  c, 

fsin  a  .  tang  B  ^  tang  }> 
(931  1 

I  sin  6  .  tang  A  =  tang  a, 

I  cos  -B  .  tang  c  ^  tang  o, 

I  cos  J. .  tang  c  =  tang  h, 
(95)  cot  ^  .  cot  £  =  cos  c. 

Jedoch  wollen  wir  bemerken,  dass  hier  die  Seiten  a,  h,  c  sowie  [84 
die  Winkel  A  und  B  sämmtlich  kleiner  als  {«  vorausgesetzt  werden. 


(00) 
(91) 
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da  bei  dem  geradlinigen  [rechtwinkligen]  Dreiecke  die  Winkel  n(a), 
nQ)),  n(c),  n{a),  n(ß)  nothwendig  spitz  sind.  Indessen  sind  die  [362 
letzten  Gleichungen  Überhaupt  für  alle  sphiirischen  rechtwinkligen  Drei- 
ecke richtig. 

Zum  Beispiel  sind  sie  für  a  =  i^a  erfüllt,  weil  damit  zugleich 
c  ^  ^7t,  A^=  \'jc  und  B  =h  ßein  muss,  welches  auch  der  Winkel  B 
sein  möge.  Daher  sind  die  Gleichungen  auch  für  h  =  ^7[  richtig, 
welches  auch  die  Seite  «  =  .4  sein  möge. 

Es  sei  ferner  a>\n,  <jr,  während  ?>  <  ^ir  ist,  folgUeh  B'Ci^x, 
A>\it,  <%  (§75,  46)  und  c>\it,  <  it  (§78).  Wir  verlänfrern 
die  Seiten  a  und  c,  bis  sie  einander  jenseits  von  b  treffen  (Fig.  135), 

^  wo  dann  auf  diese  Weise 

ein  rechtwinkliges  Dreieck 
mit  der  Hypotenuse 

mit  den  Katheten 

"'  ~7      ,  ^  •1"'^  J^it  den  diesen  gegen- 

überliegenden Winkeln: 
B<^^%,  x  —  A<\%  entsteht.  Werden  die  Gleichungen  (90),  (91), 
(92),  (93),  (94),  (95)  auf  dieses  Dreieck  angewendet,  so  bebalten  sie 
ihre  frühere  Form,  und  sie  sind  daher  auch  für  das  gegebene  Dreieck 
mit  den  Katheten  » >  ^ nr,  <  w  und  h  <,\%  richtig. 

Wir  nehmen  «>^w,  <jr  an,  während  ^>^;r[,  <^]  sei,  folglich 
B'>\ii\^,  <%\  A>\%,  <%  (§  75,  46)  und  c<\%  (§  78).  Indem 
wir  mit  diesem  Dreiecke  verfahren  wie  zuvor,  erhalten  wir  ein  [S5 
rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypotenuse  ir  —  c  >  -j  je,  mit  den 
Katheten  :t — ■a<.\ji,  ^>^a[,  <  :t^]  und  mit  den  gegenüberliegenden 
Winkeln:  w  —  A^^-n,  B>^7t[,  <  je];  werden  diese  Seiten  und 
Winkel  an  Stelle  von  c,  a,  h,  A,  B  eingesetzt,  so  ändern  sich  die 
Gleichungen  wieder  nicht. 

Für  a  =  JE  ist  ^  =  3t  (§  46),  h  -^  c  =  x,  B=  ^n,  Werthe,  die 
abermals  die  Gleichungen  erfüllen. 

Für  »>3E  ist  j1>3E  (§  46).  Indem  wir  a  zu  einem  vollen  Kreise 
er^nzen,  erhalten  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypotenuse  c, 
den  Katheten  2je  ^  «,  h  und  den  diesen  gegenüberliegenden  Winkeln 
2rc  —  A,  JE  —  B,  hierfür  ändert  sich  jedoch  die  Gestalt  der  Glei- 
chungen nicht. 

Beliebige  Werthe  der  Katheten  a,  h  liefern  alle  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecke  ohne  Ausnahme,  die  gefundenen  Gleichungen  sind 
daher  für  diese  allgemein  gültig. 
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§  M5. 
Wir  betrachten  ein  beliebig  gewähltes  sphärisches  Dreieck  und 
ziehen  darin  von  dem  Winkel  G  aus  nach  der  Seite  c  die  Senkrechte  p 
(Fig.  136),  die  entweder  innerhalb  des  Dreiecks  verläuft  und  c  in  zwei 
Theile  zerlegt:  x  unterhalb  a,  c  ^  x  unterhhilb  b,  oder  ausserhalb  des 
Dreiecks  die  Verlär^erung  der  Seite  c  in  dem  Abstände  x  von  der 
Ecke  B,  c  -j-  X  von  A  trifft.  Der  erste  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  die 
Winkel  Ä  und  B  gleichzeitig  spitz  sind,  oder  gleichzeitig  stumpf 
(§  75),  ira  zweiten  Falle  werden  wir  A<^z,  B>{-7t  voraussetzen.   [8G 

C 


\,  ^l 


ß  " 


Fällen  die  Gleichungen  (Gl. 
sin  a 
sin  h 


Es  entstehen  so  zwei  rechtwinklige  Dreiecke:  in  dem  einen  ist  a 
die  Hypotenuse,  p  und  x  sind  die  Katheten  und  B  oder  it  —  B  [363 
der  Winkel  gegenüber  B,  in  «lern  andern  ist   h  die   Hypotenuse,   die 
eine  Kathete  p  mit  dem  gegenüberliegenden  Winkel  A  und  die  zweite 
Kathete  c  ■ —  x  oder  c  ■\-  x.     Für  diese  Dreiecke  finden  wir  in  beiden 
(90),  (94)): 
sin  B  ^  sin  p, 
sin  A  =  sioi', 
cos  iJ=  tangcc, 
tang  1)  .  cos  Ä  =  tang  (c  —  x), 
sobald  wir  x  als  eine  positive  oder  negative  Zahl  annehmen,  jenachdem 
das  Loth  p  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Dreiecks  fällt. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 
(96)  sin  a  .  sin  B  =  sin  6  .  sin  J.. 

Schuffen  wir  x  aus  den  beiden  andern  weg,  so  finden  wir: 
tantr  c  =     taiLg«.cosfi  +  tang6.coEJ 
^  1  —  tang  a .  tang  b  .  cos  A  .  cos  11 

und  hieraus;  [S7 

,  ,  .  tang  c  —  tang  a.cosB 

tang  ü  .  cos  A  ^^  -  -,■ ,- — — ~ ?.- , 

°  14-  taue-  a  .  tanir  c  .  cos  B  ' 
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(97)     (1  -f-  cos  A  .  taug  b  .  tang  c)  {1  -(-  cos  B  .  taug  c  .  taug  ä)  =  — y-  ■ 

Aehnlicb  ist: 

I  (1  "4-  cos  B .  taug  c  .  tang  «)  (1  4-  cos  C  .  tang  a  .  taug  h)  ==  - — j- 
(98) 

|(1  +  COS  G  .  taug  a  .  tang  6)  (1  -|-  cos  ^  .  tang  h  .  tang  c)  =  — p,-, 

folglich: 

.,        .    =  (1  -f-  tang  h  .  tang  c  .  cos  Äf. 

Hieraus  müssen  wir  schliessen,  daas  entweder: 

(99)  cos  ^  .  sin  &  .  sin  c  -{-  cos  i  .  cos  c  =  cos  a 

ist  oder:  [.H64 

(100)  cos  A  .  sinh  .  sin  c  -\-  cos  i  .  cos  c  -f-  cos  «  ^  0. 
Einstweilen   lassen  wir  die  letztere   Annahme  zu,   deren  ün-   L^'* 

richtigkeit  wir  jetzt  beweisen  werden  und  die  übrigens  für  alle  Winkel 
und  Seiten  des  Dreiecks  anzunehmen  wäre,  wie  das  die  Gleichungen 
(97)  und  (98)  erfordern.     Zum  Beispiel  wäre: 

cos  7?  .  sin  c  .  sin  a  +  coa  c  .  cos  «  +  cos  ii  =  0 . 
Wenn    wir    die  Gleichung  (100)    mit   sin  a   und   die   letzte   mit   sin  b 
multiplieiren  und  beide  addiren,  so  erhalten  wir  (Gl.  (45)}: 

2  coa  \(A  -{-  B) .  cos  ^  (^4  —  J8)  .  sin  a  .  sin  V  .  sin  c  + 
+  sin  {a  -\-h){ cos  c  +  cos  ((t  —  t) I  =  0. 

Ferner  (Gl.  (45)): 

cos  ^(J.  +  B)  .  cos  ^(^  —  B)  + 

+  sin  ia  +  V).  '^J^^^-^£;J^M±^^  =  0. 

Wenn  wir  jetzt  [a  >  &  >  c  und]  a  <  ä,  ?>  <  ji,  e  <  jt  voraussetzen, 
folglich  auch:  J.  <  sr,  B<x,  C<%  (§46),  h-\-c>a,  a-\-c>h 
(§  77),  so  können  unter  allen  Faktoren  nur 

C08i(-4  +  B),     sin(a  +  &) 
negativ  sein,  aber  die  müssen  es  stets  gleichzeitig  sein,   denn  für   [80 
A  -\-  B'^  dt    ist   a  +  &>;r  (§74),    und   folglich   befriedigen   sie    die 
Gleichung  nicht. 

Der  Gleichung  (100)  genügt  auch  der  Werth  a  ^  x  nicht,  weil 
in  diesem  Falle  A  ='  :t  ist  (§  46)  und  i  +  c  =  w.  Demnach  kann 
man  hier  auch  weder  &  =  sr  setzen  noch  c  ^  a. 

Ist  a<ir,  IxiTt,  c>}t,  so  wird  auch  von  den  Seiten  a,  h,  2jt  —  c 
ein   Dreieck  gebildet   mit  den  Winkeln    A,  B,  2x  —  C  <  %.     Jedoch 
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gehört  zu   diesem  Dreiecke  wieder  die  Gleichung  fil9),   die  auf  diese 
Weise  überhaupt  für  alle  Dreiecke  richtig  bleibt. 

Setzen    wir    in    die   Gleichung    (99)    den    Werth    von    sin  c    ein 

(Gl.  my. 

sin  C 
ain  r  =  sin  rt  ^"-j  > 

so  erhalten  wir:  [365 

eot  A  .  sin  a  .  sin  &  .  ain  C  +  cos  h  .  cos  c  =  cos  «, 

durt-h  Einsetzung  des  Werthes  von  cos  e  (Gl.  (99)): 

cos  c  =  cos  a  .  cos  7>  -|-  sin  «  .  sin  b  .  cos  C 
nud  durch  Division  mit  sin  a  .  sin  '*  finden  wir  sodann :  [90 

(101)  cot  A  .  sin  C  -j-  cos  C .  cos  1)  =  cot  o  .  sin  b. 

Wenn  wir  hier  den  Werth  von  sin  Ji  aus  Gleichung  (90)  einsetzen,  so 
kommt: 

cos  A  .  sin  C  -f-  cos  h  .  cos  C  .  sin  ^  =  cos  (f .  sin  B. 

Aehnlich  ist: 

cos  i?  .  sin  C  +  cos  1  .  cos  C .  Bio.  B  =^  tos  h  .  sin  A. 
Die  Wegschaffung  von  cos  h  aus  diesen  beiden   Gleichungen   ergiebt: 

(102)  cos  «  .  sin  J5  .  sin  C  —  cos  B  .  cos  C  =  cos  A. 

Die  Gleichungen  (96),  (99),  (101),  (102)  sind  eben  die,  von  denen 
wir  voraussetzten,  dasa  wir  sie  für  die  sphärischen  Dreiecke  finden 
würden  (§  138).  Die  letzte  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (99), 
wenn  wir  darin  «,  b,  c,  A  durch  7t  ~~  A,  %  —  2?,  %  —  Ü,  ■x  —  «er- 
setzen (§  79). 

Wenn  wir  zu  den  vier  Gleichungen  (90),  (99),  (101),  (102)  die 
ähnlichen  hinzufügen,  die  durch  Vertauschung  der  Buchstaben  in  dem 
Dreiecke  entstehen,  so  erhalten  wir  im  Ganzen  fünfzehn;  und  wenn 
wir  da,  wo  C  vorkommt,  C  =  \n  setzen,  so  erhalten  wir  wieder  die 
zehn  Gleichungen  für  die  rechtwinkligen  Dreiecke. 

§  U6.  191 

Die  Gleichungen  für  die  sphärischen  Dreiecke  können  wir  auch 
mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Geometrie  allein  finden,  wie  man  das 
bis  jetzt  regelmässig  gethan  hat. 

Wir  setzen  voraus,  dass  in  dem  sphärischen  Dreiecke  die  Seiten 
«<3i,  h<\-x,  <:<\ti  sind  (Fig.  137).  Es  sei  B  der  Mittelpunkt 
der  Kugelflüche,  die  Halbmesser  ^l/J,  BB,  CB  seien  nach  den  Scheiteln 
der  Winkel  A,  B,  C  gezogen   und  sodann  über  die  Punkte  B  und  C 
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hinaus  verläugert,  bis  sie  in  B'  und  C  mit  den  Lothen  Ali'  und  AC 
zusammentreffen,  die  in  dem  Endpunkte  A  des  Halbmessers  AD  auf 
AD    errichtet    sind.     Es     sei    r    der    Halbmesser    der    Kugelfläche, 


B'C'=^x,  AB'^y,  AO'^z,  DB'^tj,  DC'=t  Hier  sind  [3Cü 
die  Winltel:  B'DC  =  a,  B'AC'=A.  Jn  den  geradlinigen  Dreiecken 
ÄB'C,  DB'Ü'  ist  daher  (Gl.  (67)): 

a;ä  __  jy2  _|_  ^2  ^  2y^    ßog  ^ 

a;^  =  jjä  -)-  gä  _  2ij^  .  cos  a. 
Durch  Wegschaffung  von  x  aus  beiden  Gleichungen   und   durch  nacli- 
herige  Division  mit  r^  erhalten  wir: 

i;  +  J^  _  ^yj.  ,os  ^  =  ^'  +  i;  -  2nt  cos  a. 

Es  ist  jedoch  (§  123):  [ö? 

—  ^  tang  '*,  =  tang  c 

-r-  =  COS  h,  —  =  cos  C, 

demnach : 

tang^  h  +  tang^  c  —  2  tang  ö .  tang  c  .  cos  j4  =  7^1^  "^  eöV'"'"  ~  eosb  oos'e ' 
,eine  Gleichung,  die  die  Form: 

(103)  cos  ^  .  sin  J  .  sin  c  +  cos  &  .  cos  c  ^  cos  a 

annimmt,  wie  wir  sie  vorhin  gefunden  haben  (Gl.  (9i))). 

Es  bleiben  jetzt  die  Fälle  zu  betrachten,  wenn  a,  h,  c,  A  den  Be- 
dingungen ffl<3r,  ?i<^3r,  c  <^n,  A-Cn  nicht  genügen.  Wir  wollen 
noch  bemerken,  dass  A-^  %  dte  Gleichung  erfüllt,  weil  dann  gleich- 
zeitig: a  ^  Tt,  h  -\-  p,^  %  ist. 
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Es  spi  ')  =  4-si,  iiber  c  <  ^jt,  folglich  müssen  wir  bei 
(104)  cos  Ä  .  sjji  c  =  cos  (i 

ist.  Die  Verliiiigerung  der  Seite  c  über  den  Punkt  li  hinaus  [OS 
(Fig.  13S)  machen  wir  gieicli  ^Tt  —  c  und  verbinden  sodünn  den  End- 
punkt dieser  Verlängerung  mit  dem  Scheitel  dea  Winkels  C  durch 
einen  Bogen.  So  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypo- 
tenuse '(,  den  Katheten  A  und  \7t  —  <■  und  den  gegen ilijorliegenden 
Winkeln  t  —  li,   \-  ^  —  ('■ 


Ist  überdies  Ä  <  4-  -t,  so  können  wir  in  der  Gleichung  (103)  [3«' 
-Ja,  A,  -J-3t  —  c  an  die  Stelle  von  A,  h,  <■  setzen,  wahrend  wir  a  un- 
verändert lassen:  (las  giebt  uns  die  Gleichung  (104).  Ist  ^>-^w, 
folglich  a^^x,  so  verlängern  wir  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
A  und  a  über. die  Seite  J;t  — ^-  hinüber,  bis  sie  zusammentreffen,  und 
dadurch  entsteht  wieder  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  139)  mit  der 
Hypotenuse  n  —  a<\^,  den  Katheten  -^a  —  c,  a  —  A<\'x  und 
den  gegenüberliegenden  Winkeln  \%  —  C,  B.  Setzen  wir  nunmehr  in 
der  Gleichung  (103)  \^,  x  —  A,  Jjr  —  c,  ar  —  ((  au  die  Stelle  von 
A,  h,  Vj  a,  so  erhalten  wir  wiederum  die  Gleichujig  (104). 

Es  sei  h>^i%,  aber  c<\x,  A<:^,  folglich  «  <  s.  Wir  ver- 
längern die  Seiten  ti  und  h,  bis  sie  jenseits  von  c  zusammentreffen. 
So  entsteht  ein  neues  Dreieck  mit  den  Seiten  jr  —  '(,  si  —  fc<^n:, 
c  <  1  jr  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln:  7t  —  A,  x  ^  B,  C. 
Demnach  können  wir  :i  —  A,  z  —  «,  sr  —  /',  c  in  die  Gleichung  (103) 
einsetzen,  wobei  diese  ihre  Gestalt  nicht  verändert. 

Der  Fall:  ('  =  3r  befriedigt  die  Gleichung  (103),  weil  dann  gleich- 
zeitig «  -j-  c  =  ,-r  ist. 
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Der  Fall:  ft^^sr,  c^^^r  erfüllt  die  Gleiehung  (103)  auch,  [94 
weil  dann  gleichzeitig  a=  A  ist. 

Ist  i  =  ^3r,  c>^Jt,  <  5t,  so  muss  die  Gfleichung  (104)  wieder 
bewiesen  werden.  Wir  tragen  auf  der  Seite  c  von  der  Ecke  A  aus 
den  Bogen  ^Jt  ab  (Fig.  140);  den  andern  Endpunkt  dieses  Bogens 
verbinden  wir  mit  der  Ecke  C.  So  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
mit  der  Hypotenuse  a,  den  Katheten  A,  c  — ^ar<^;t  und  den  gegen- 
überliegenden Winkeln  B,  C  —  ^^.  Unter 
>^  Beibehaltung  von  a  können  wir  daher  in 

der  Gleichung  (103)   -^a,  A,   c  —  ^x  an 
die  Stelle  von  A,  h,  c  setzen,  und  diese 
Gleichung  verwandelt  sich  dabei  in  (104) 
lat  h  >  -l  a,  aber  <  :r,  c  >  -|  re,  aber 
<  X,  so  verlängern  wir  die  Bogen  h  und  c 
über  die  Seite  a  hinüber,  bis  sie  zusammen- 
treffen.   Von  den  Seiten  a,  b — jr,  :t  —  c 
und  den  gegenüberliegenden  Winkeln  A, 
'  S,  7C  ^  0   wird    dann    ein   Dreieck 
gebildet,  für  das  die  Gleichung  (103)  ihre 
Form  beibehält. 
Ist  «>;t,  aber  ft<?r,  c<^,  so  ersetzen  wir  a  durch  den  Bogen 
2st  —  a<,%  und  erhalten  so  ein  Dreieck  mit  den  Seiten:  2n;  — a<3r, 
h,  c  und  den   gegenüberliegenden  Winkeln:   2ir  —  A,  x  —  B,  «  —  C. 
Die  Gleichung  (103)  ändert  sieh  jedoch  für  dieses  Dreieck  nicht. 

Ist  i  >  ;t,  aber  ß  <  :;r,  c  <  ä,  so  ersetzen  wir  die  Seite  h  durch 
den  Bogen  2jt  —  h  <x  und  bilden  so  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  [.95 
a<ix,  2x  —  ft<3r,  c<nr  und  mit  den  gegenüberliegenden  Winkeln  [368 
jt  —  A,  2a  —  B,  X — C.  Die  Gleichung  (103)  behält  wieder  ihre 
frühere  Gestalt. 

Aus  der  Gleichung  (103)  folgt: 

.         cos  a— cos;,,  cos  c 
coa  A  = .—  — r- 

Die  Ausdrücke:  1  +  cos  A,  1  —  cos  A  ergeben  daher: 


cos^  ^A  = 


lA  _  - 


„  1  („  +  6  + cMin  1  ( J+_e  - ,,) 


il<i±c~l,ymi(a  +  l-e) 


Hieraus  finden  wir,  indem  wir  der  Kürze  wegen  u-^-b-^-c  — 
und  schliessen   dass: 


dby  Google 


Zusamiiieiiliiin;;  zwisohen  der  spliilrischen  und  der  iiiiagiiiäron  Ueoiuetrif.     235 

(105)  ^-  =  'J^f 

iat,  ohne  das  Zeichen  vor  der  Quadratwurzel  in  Betracht  zu  [9ü 
ziehen,  weil  sin  A  und  sin  a  für  .4  <  ;r  beide  gleichzeitig  positive 
Zahlen  sind  und  für  A':>  jt  beide  gleichzeitig  negative.  Dasselbe  ist 
von  den  Sinusen  sin  B  und  sin  b  zu  sagen. 

Die  Gleichungen  (103)  und  (lOö)  sind  dieselben,  die  früher  an- 
gegeben worden  sind  (Gl.  (96),  (99j)  und  die  bereits  genügen,  um  die 
beiden  andern  (101)  und  (102)  für  die  sphUrischen  Dreiecke  zu  finden, 
wie  wir  das  gesehen  haben  (§  145). 

Daher  bleiben  die  Gleichungen  (96),  (99),  (101),  (102)  für  die 
sphärischen  Dreiecke  dieselben,  mögen  wir  nun  den  Parallel  winke! 
als  konstant  oder  als  veränderlich  annehmen. 

Auch  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Gleichungen  (83), 
(87),  (88),  (89)  für  die  geradlinigen  Dreiecke  der  imaginären  Geometrie 
in  die  Gleichungen  (96),  (99),  (101),  (102)  für  die  sphärischen  Drei- 
ecke übergehen,  wenn  wir  anstatt  der  Seiten  a,  h,  c  des  geradlinigen 
Dreiecks  einsetzen:  »"[/■ — 1,  bY — 1,  c]/ — 1  oder,  was  ganz  [3GU 
gleich  ist,  wenn  wir  anstatt  der  willkürlichen  Zahl  e  setzen: 

nnd  wiederum  unter  c  die  Grundzahl  der  Neperscheii  Logarithmen  {97 
verstehen.  Bei  dieser  Veränderung  müssen  wir  nunmehr  (Gl.  (62),  (63), 
(64),  (65)) 

cos  n(a)  =  y^-  1  .  taug  « 
cot  n{a)  =  y —  1  .  sin  « 
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[Die  „Neuen  Anf an gsgTQude"  Lobalschefskija  enthalten  noch  nwoi  Kapitel: 
Kapitel   Xn,     Die   Auflösung    der   gei-atUinigen    Dreiecke    in   .ler 
gewöhnlichen  Geometrie.     K.  G.  R.  1SS3,  I,  S.  3—124. 

Kapitel  XIII,  Die  Auflösung  der  sphürischen  rechtwinkligen 
Dreiecke.  K.  G.  S.  1838,  III,  S.  :-!— Gr., 
die  in  der  Vollständigen  Sammlung  der  geometriachen  Arbeiten  Lobatschefskijs 
Bd.  I,  Kasan  1883,  auf  S.  370—449  und  450— i86  abgedruckt  sind.  Hier  werden 
diese  Kapitel  nicht  übersetzt,  weil  sie,  wie  schon  ihro  Uebersch rillen  erkennen 
iasHeii,  mit  der  nichteuklidiseheu  Geometrie  nicht«  zu  tliun  haben.] 
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Nachträgliehes. 


Zu  S.  435f.  schreibt  mir  Excellen?  0  Stiuve  untHrm  II.  Januar  1899 
ans  Karlsruhe,  er  könne  aufs  Bestimmteste  versiciiem,  dass  jener  Besucb 
bei  Gauss  im  Spätsommer  1844  stattgefunden  habe  Sowohl  1843  als 
1844  habe  er  bei  Schumacher  in  Altnna  gewohnt,  aber  im  ersteren  Jahre 
nur  eine  Vergntigungstour  an  den  Rhein  und  nach  Thüiingen.  gemacht, 
insbesondere  zu  seinem  Freunde  Hansen  in  dotha,  ohne  auf  dieser  Reise 
C'öttingen  zu  berühren.  Im  Sommer  1*^41  habe  er  die  sprosse  Chronometer- 
expedition  zwischen  Altena  und  Greenwioh  geleitet,  habe  England  am 
22,  August  Terlassen,  dann  14  Tage  in  Paus  veibraeht  und  sei  über  Bonn 
nach  Ofittingen  gereist.  Dem  gemäss  sei  er  heilriuhg  im  10,  Septenibei' 
bei  Gauss  gewesen ;  bei  der  Angabe  „Lnde  August  lfi44"  (S.  435, 
Z.  15)  habe  ihm  wohl  der,  von  der  Jugend  her  geUiuhgfte,  alte  Stil  vor- 
geschwebt. Ende  September  1844  in  Petersburg  wieder  eingetroffen,  habe 
er  sich  sogleich  bemüht,  Alles  zu  sammeln,  was  snh  bei  den  dortigen  Buch- 
handlern  von  Lobatsehefskijs  Schuften  auftreiben  hess,  und  habe  das 
Gefundene  mit  einem  der  letzten  regelmässig  verkehienden  Dampfschiffe 
nach  Deutsehlimd  gesendet. 

S.  419,  Z.  6,  5  V.  u.  lies:  Lobatsfhefskij  Bolyaiscbe 
S.  436,  Z.  3—1   V.  u.    In  den  Gottingischen  ßelebiten    Vnzeigen  vom 
1',.  Decemher  1842    (S.  li)86)   findet   min    pia,    kui/i    Noti/    über   die   er- 
folgte Wahl  des  neuen  Kon'ospondenten. 
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Anmerkungen. 

Im  Folgenden  wird  von  <len  nachstehenden  Abkörziingeii  Gebranch  gemacht  r 

K.  B.  iet  der  Kasaner  Bote  (Kasiinsky  Wjöstnik).  Dieser  erschien  in  ein- 
zelnen Oktavheften.  Im  Allgemeinen  bildeten  die  im  Laufe  von  vier  Monaten 
erschienenen  Hefte  einen  Theil  (tschastj).  DieTheile  waren  fortlaufend  nummerirt. 
Jedes  Heft  (kn(shka)  trug  anaser  der  Jahreszahl  nnd  ausser  seiner  Nummer  inner- 
halb des  betreftenden  Theils  noch  die  Beseiehnung;  für  den  Monat  .  .  .  oder;  für 
die  Monate  ....  In  den  Kopfüberachrififin  auf  S,  2—66  der  gegenwärtigen  Ueber- 
Eetzung  sind  der  Kürze  wegen  statt  der  Monatsnamen  die  Nummern  der  Monate 
angegeben. 

A.  P.,  der  Petrofskij'sche  Abdruck,  ist  ein  fortlaufend  pagiuirter  Sonder- 
abdnick,  den  Professor  Petröfskij  in  Kasaji  Ton  der  Abhandlung  „Ueher  die 
Anfangsgründe"  besitzt. 

£•  iit  ^>f  die  Kasaner  gelehrten  Schriften  (Utschonyja  sapiski  Kasiuiskawa 
Universiteta)  von  Lobatschefskij  im  Jahre  1834  gegründet.  Der  erste  Jahrgang 
1884  besteht  ans  zwei  Oktavheften,  die  folgenden  aus  je  vier,  die  durchweg  be- 
sonders paginirt  sind.     Später  kommen  auch  einzelne  Heile  in  (juart  vor. 

6.  A.,  die  voUstfindige  Sammlung  der  geometrischen  Arbeiten  Loba- 
tschefskijs  (Pölnoje  sobrfinye  sotschineny  po  geometrii  N.  J.  Lobatachefskawa}. 
Theil  I  {die  Arbeiten  in  rassischer  Spruche)  Kasan  188.t,  S.  1— ü50,  Theil  H  (die 
Arbeiten  in  deutscber  und  französischer  Sprache,  mit  einem  Bilde  Lobatschefs- 
kijs)  Kasan  1880,  S.  551— G80. 

U.  A.,  die  Abhandlung:  Ueber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie 
{0  natschiUach  geometrii).    K.  B,  1829  und  1830,  G.  A.  I,  S.  1—67,  hier  S.  1—66. 

N.  A,,  die  Abhandlung;  Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie  (Nöwjja 
natschäla  geometrii).     K,  G.  S.  1835~18.S8.  U.  A.  I,  S.  21«- 480,  hier  S.  67—336. 

•T.  a.  F.,  die  Abhandlung:  G^om^trie  imagi&aire,  Grelles  Journal 
Bd.  XVTI.  18;(7,  S.  29Ö— 320.     ö.  A.  II,  S.  531— «13. 

J.  Iil.  R.,  die  Abhandhing:  Imaginäre  Geometrie  (Woobrashäjeniaja 
geometrija),  Bearbeitung  der  vorhergehenden  Abhandlung  in  mssischer  Spi-ache, 
K.  ü.  S,   1835,  I,  S.  3—88,  G.  A.  I,  S.  71—120. 

A>  J.  (■•,  die  Abhandlung:  Anwendung  der  imaginären  Geometrie 
auf  einige  Integrale  (Priuyenjenije  woobntshiyenioj  geometrii  k  njekotorjm 
integrälam).     K.  K.  8.  1836,  I,  S,  3— IGO.     G.  A.  I,  S.  121—218. 

ti.  V.,  das  Schriftchen:  Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie 
der  Paraliellinien.  Berlin  1840.  In  der  Fincke'schen  Buchhandlung,  61  Seiten 
Oktav.  G.  A.  II,  S.  5S3— 578.  Bin  Faksimiledruck  ist  1887  bei  Mayer  und  Mililer 
in  Berlin  erschienen. 

P.  U.  R.,  die  Abhandlung;  l'angeometrie  (Pangeometrija)  in  russischer 
Sprache.    K.  G,  S.  1865,  I,  in  Quart,  S.  1—56,  G.  A.  I,  S.  489—550,  erschienen  1856. 

P.  (i.  F.,  die  Abhandlung:  Pangeometrie  ou  prtScis  de  Geometrie  fondee 
sur  unc  theorie  generale  et  rigoureuse  des  paralleles,  eine  franzSsische  Uebersetzung 
der  vorigen.  Sammlung  gelehrter  Abhandlungen  zum  fünfzig  ährigen  Jubiläum  der 
Universilät  Kasan  (Sb6mik  utschönjch  statjej)  Bd.  I,  Kasan  1856,  S.  279—340. 
G.  A.  II,  S.  617-680. 

P.  Th.,  das  Bnch;  LHe  Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauss, 
herausgegeben  von  Stäckel  und  Engel,  Leipzig  1895, 

Im  Polgendeu  beziehen  sich  die  ohne  weitere  Bemerkung  angeführten  Seiten- 
zahlen auf  die  vorliegende  Uebersetzung  oder,  sobald  sie  in  Klammern  einge- 
schlossen sind,  auf  die  G.  A.  Etwaige  Abweichungen  der  Uebersetzung  von  dem 
Texte  der  Original  drucke  werden  im  Folgenden  immer  angegeben,  dagegen  werden 
solche  Stellen,  an  denen  die  Uebersetzung  den  in  den  G.  A.  geänderten  Urtext 
wiederhergestellt  hat,  im  Allgemeinen  nicht  angeführt. 

In  den  Figuren  sind  parallele  Gerade  überall  durch  Pfeile  kenntlich  g 
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I.    Zu  der  Abhandlung; 

lieber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie. 

S.  1,  Z.  1  (1,  Z.  l).  Die  üebersetzTiüg  „Anfangsgründe"  für  „Natschala" 
rütrt  von  Lobatscbefskij  selbst  her,  s.  G,  U.  S.  4,  G.  A.  IT,  S.  553; 
man  könnte  Natschala  auch  durch:  Principien  wiedergeben. 

S.  I,  Z.  4—1  V.  n.  (1,  Z,  3—1  V.  u.).  Das  Manuskript  dieser  Ab- 
handlung ist  bis  jetzt  noch  nicht  wiedergefunden  und  ist  wahrscheinlich 
verloren,  einige  Stücke  sind  uns  jedoch  dai-aus  erhalten  und  zwar  allein 
Anscheine  nach  genau  in  der  ursprünglichen  Gestalt,  man  vgl.  8.  21  Anm. 
und  S.  214  Änni. 

S.  2,  Z.  8—5  V.  u.  (2,  Z.  15—13  v.  u,)  Der  Text  des  K.  B,  lautet: 
B'ii5H0CTi,  n  o^ffliiaKouoen.  pasb  cooCuneHuai'o  ;i.i!HateHia,  rjtf.  (iKopwi'rr. 
CJiyjKFi^  MipoKj  OAiioro  n  Maccu  pasjin'iJiüxT.  riiÄi,  u.  s.  w.  In  den  Gf.  A. 
ist  das  O.Tjloro  durch  Oiiavo  ersetzt,  und  es  wäre  dann  MacCH  nicht  als  der 
Nominativus  Pluralis,  sondern  als  der  Genetivus  Singularis  aufzufassen,  der 
brachylogisch  statt  des  Pluralis  gesetzt  wäre:  „wo  die  Geschwindigkeit  als 
Mass  für  jene  {die  Bewegung)  und  für  die  Massen  verschiedener  Körper 
dient".  Der  ursprüngliche  "Wortlaut  erscheint  mir  grammatisch  richtiger 
und  mindestens  ebenso  verstandlich. 

S.  3,  Z.  14,  10  V.  u.  (3,  Z.  10,  13).  Eeihenschnitte:  ctyeHiti  liocry- 
liaTCJbHöJJ ,  eigentlich  sich  vorwärts  bewegende  oder  auf  einander  folgende 
Schnitte;  Wen  de  schnitte:  ctqeuijr  oöpaina'rcjiiiHiJji. 

S.  7,  Z.  4  (6,  Z.  8)  K.  B.:  llepeM'tHiJJiCi,  „die  sich  verändern",  A.  P. 
richtig:  UepeciKaacb. 

S.  8,  Z,  10  (7,  '/•.  G).  Diese  Bestimmung  ist  äussei-st  zweckmässig 
und  verdient  allgemeine  Verbreitung.  Sollte  sie  Lobatscbefskij  eigen- 
thüralich  sein? 

S.  8,  Z.  21  —  19  v.u.  (7,  Z.  14f.).  Alle  Ausgaben  haben  irrthümlich: 
npOBe;i;enHux'L  statt;  -umh, 

S.  9,  Z.  6  (7,  Z.  3  V.  u.).    Alle  Ausgaben:  „Dreiecks"  statt:  „Vielecks". 

S.  9,  Z.  12  (8,  Z.  1),  Im  Texte  schreiben  wir  Bruche  stets  in  dieser 
Weise,  eine  Bezeichnung,  die  auch  Lobatscbefskij  selbst  Kuweilen  an- 
wendet. 

S.  9,  Z.  17  (8,  Z.  5).  A.  P.  hat:  Hier  sind  m  und  (  nothwendig 
kleiner  als  sechs,  sonst  .... 

S.  10,  Z.  2  V.  u.  (8,  Z.  2  V.  u.).  Die  nur  eine  Seite  umfassende  Arbeit 
Grunerts  hat  den  Titel:  „Einfacher  Beweis  der  von  Cauchy  und  Euler 
gefundenen  Sätze  von  Figurennetzen  und  Polyl'dern." 

S.  11  f.     Im  K.  B.  steht  die  Seitenzahl  240  zweimal  nach  einander. 
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r  die  Anfangsgrund e,    S.  I — 17, 


239 


S.  11,  Z.  18f.  (9,  Z.  1  y.  a.).  Fttr  dieseo  Winkel  hat  Lobatschefskij 
später  die  Beaeiohnung  eingefiihrt;  „der  zu  der  Linie  {dem  Lotie)  a  ge- 
hörige Parallel winkel",  und  awar  findet  sich  diese  Bezeichnung  zuerst  in 
der  A.  J.  G.,  s.  K.  G.  S.  1836,  I,  S.  5,  G.  A.  I,  S.  122.  Dort,  sowie  auch 
schon  vorher  in  der  I.  G.  F.  wie  I.  G.  R.,  schreiht  er  für  F(a)  einfach  a'. 
In  den  N.  A.  dagegen  (s.  hier  S.  167)  wendet  er  das  Zeichen  Jr(a)  an, 
an  dem  er  später  in  den  G.  TJ.  und  in  der  P.  G.  festgehalten   hat. 

S.  14,  Z.  2  (12,  Z.  12).  Lohatschefskij  schreibt  stets:  sin  Ä^,  cos  A^ 
und  dementsprechend. 

S.  14,  Z.  15  V.  u.  {12,  Z.  4  V.  u.).  Der  K.  B.  hat  \:t  —  B  statt: 
—  B,  im  Ä.  P.  steht  das  Richtige. 

S.  15,  Z.  1  V.  u.  (13,  Z.  5  V.  u.).  Lobatschefskij  setzt  die  Glei- 
chuDgsnummer  stets  rechts  von  der  Gleichung. 

S.  16,  Fig.  2.     In  K.  B.  fehlt  a. 

S.  17,  Z.  5  (14,  Z.  15),  b'  —  a  ist  positiv,  denn  F{b')  <  F(i>),  also 
b'>a  (nach  §  8). 

S.  17,  Z.  7  (14,  Z.  16).     Der  K.  B.  hat  ON  statt:  NO. 

S.  17,  Z.  12—19  (14,  Z.  19—13  v.  u.).     Nach  §  8  ist  ja: 
F(c-a)  =  n~Fia'-c), 
also  folgt  aus  (4) : 

(4.)  *•(»•  ~  =)  +  H«  +  o)  -  «  -  a^C)  -  ^"Xßl- 

Denkt   man    sich   jetzt    ein   rechtwinkliges  Dreieck   mit  der  Hypotenuse  a 
und    dem    anliegenden    spitzen  Winkel    F(c)    (Fig.   l'), 
so  gilt  nach  {3)  für  die  F(c)  gegenüberliegende  Kathete 
m  die  Gleichung; 

2F{m)  =  F(a'^c)^F(a-{-c), 
mithin  ist:  F(m)  =-F{/3')  und:  m^ß'.    Ferner  erhält 
man  nach  (4)  für  den  der  andern  Kathete  l  f 
liegenden  Winkel  Fil')  die  Gleichung: 

2-F0')--f(»'-«)--f  ("'+=) 

—  «  —  2i'(«). 
demnach  wird;  F(l')^  F^a)  und;  l' ^  a.     Zur  Bestimmung  der  Katliete  ( 
dienen  endlich  die  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  entsprechenden: 

F(o-n«'+«)  +  n«) 

Fit)  =  F{a  -  «)  ~  F{c) 
und  überdies  bestehen  nach  (5)  wegen  l' =  a   und  m  =  ß'  noch  die  Glei- 


F(»  -  n  +  *•(»  +  0  - 

F(„  +  f)  +  F{c  -  t)  . 


Das  sind  die  einzigen  Gleichung« 
sich  aber  noch  nicht  schliessen,  d; 
auf  S.  17,  2.  6  V.  u.  (14,  Z.  5  v. 


die  sich  für  l  ergeben,  aus  ihnea  lässt 
SS  (  =  ö  ist,  was  doch  bei  den  Worten 
u.)  vorausgesetzt  wird.    Dass  l  =  h  ist, 
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240  Anmerkungen. 

folgt  eigentlich  eiit  wenn  n  an  das  in  §  12  eingefühlte  sphj,iische  Dreieck 
zu  Hülfe  nimmt  In  der  That  liat  Lobatschefskij  in  seinen  späteren 
Teioffenfclichungen  nien  al«  den  in  tj  II  geraachten  Schluss  wiederholt,  son- 
dern stets  das  siharisohe  Dreieck  des  i;  12  benutzt  Vgl  N  A  §  136, 
hiei  S  210f  ferner  G  ü  Ni  3o  m  den  G.  A.  11,  S  570f,  endlich  P.  G, 
R    und  F     m  den  G   A    I    S    494ff.   U,  S.  623f. 

S  17  Fig  6  Hiei  ist  auf  die  dem  Winkel  F(c)  anliegende  Kathete 
der  Buthstabe  b  zu  setzen  dei  in  den  G.  A,  fehlt,  aber  im  K.  H.  vorhanden 
ist,  wenn  auch  sehr  undeutlich. 

S.  17f.  (I4f.),  Gl.  (6)  bis  (10).  Vertauscht  man  abwechselnd  eiumaj 
a  mit  b,  a    mit  6'  und  das  andre  Mal: 

a,    ß,   c,    y,    «',  a',  b\  ß' 
der  Eeihe  nach  mit; 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung  61  nach  einander:  611,  6III,  6IV, 
2F{ß-)  =  F{a  -ß)  -\-  F{u  +  ß) 
■  'iF(/)^F{ß  -a)  +F{ß  +u) 
2F{y)  =F{ß  _&-)-|--f(ß  +^') 
2F{y)  =  J-(«  -  a)  +  i't«  +  «') 
2F(«-)=F{b'  -~c)  -\rF{h-  +  e) 
2F{ß')^F{a~c)   +F(a'+.) 


und   sodaDn   wieder   61.     Ferner  erhült  i 

nan    aus  71   d 

GieiehuDgen  (7),  (8)  und  überdies: 

2F{„)_F((i  -6-)- 

-  F{ß  +  V) 

2F((i)-F(„  -o-)- 

-j-X« +»-) 

2F(|!)  -  F(K  -  c)   . 

-  nf  +  c) 

^F(,)-F(a^c) 

-F(a+c), 

worauf  man  wioder  zu  71  zurückkommt;  jedoch  sind  alle  diese  Gleichungen 
nur  andre  Schreibweisen  der  aua  61  folgenden.  Endlich  erhält  man  aus  91 
die  Gleicbnugen :   101, 

ferner  911,  9  III, 

und  endlich    lOIII  und  lOII. 

In  der  letzten  Gleichung  (lO)  hat  der  K.  B.  F(b'  +  j3')  statt; 
F{a-\-ß'). 

S.  18,  Z-  15—2  V.  u.  (15,  Z,  17  —  11  v.  u.).  Da  die  Kbenen  AABB 
und  C'CBB'  beide  auf  ABC  senkrecht  steten,  so  ist  der  Winkel  zwischen 
ihnen  gleich  -F(fc');  femer  ist  AC  senkrecht  zu  der  Ebene  B'BCC\  also 
diese  senkrecht  zu  C'CAA',  demnach  der  Winkel  zwischen  den  Ebenen 
ABC  und  C'CAÄ  gleich  BaC'=F{a).     Endlich  ist  LJ^^C  von  Torn- 
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herein    gleich    F{a"),    i  JiÄA'    nach    der    Konstruktion    gleich    ^"{1;)    und 
LÄ'AC  =  F(b),  weil  00'  auf  ÄO  senkrecht  steht. 

S.  18,  Z.  1  V.  u.— 19,  Z.  i  V.  0.  (15,  Z,  11—7  v,  u.).  Dieses  neue 
rechtwinklige  Dreieck  erhält  man  (s.  Fig.  2'),  wenn  man  von  A  aus  auf  AB 
oder  dessen  Verlängerung  AD  =  a'  abtrügt  und  von  J)  aus  auf  A  A'  das 
Loth  2>i'  fäiit.  Dann 
ist  L  I>AD  =F{c), 
und  es  werde  wie 
vorhin  (vgl.  Fig.  1') 
EA  =  1,  EB  =  m, 
LADE  =  F{V)  ge- 
setzt. Zieht  man  jetzt 
in  der  Ebene  J)AC 
die  Gerade  DD'  senk- 
recht zu  DA,  so  ist 
DD'  zu  AC  parallel, 
weil  LSAC  =  F{a')  . 
ist.  Ferner  steht  DJ)' 
zugleich  auf  der  Ebene 
JD^i' senkrecht;  zieht 
man  daher  noch  durch 
JS  die  Gerade  EE'  zu 
DD'  und  also  auch 
KU  AC  parallel,  so 
erhält  mau  drei  Ebe- 
nen, die  einander  in 
den  parallelen  (iera- 
deu  DD;  JiK  und 
.dO  scliiiüiden  und  die 
an  DD'  und  EE'  die 
inneren  Winkel  F{1') 
und  \a  bilden,  3.a  AC 
nach  §  H  den  inneren 
Winkel  \n—F{V).  Ferner  bestimmen 
selbe  sphärische  Dreieck  ÄliC  (Fig.  8)  1 
Seiten  dieses  Dreiecks  die  Werthe: 

-  LA' AB 


AA',    AD   und   AC   genau    das- 
ie  früher  und  man  findet  für  die 


=  iEAC=F{l),  ÄB^ 


^F(c),  BC=^LBAC^F{a') 


lud  für  die  gegenüberliegenden  Winkel  diese: 


Vergleicht  1 
halt  man: 


3(,     A'CB  =  {-ni  —  F(l'),     BA'C=  LDEE'^F(m). 
1  diese  Werthe  mit  den  früher  gefundenen  (s.  Fig,  8),  so 


F(l)~.F(l>),   i«-F{r)_F(a),   F(„,). 


-  -fv»'), 


woraus    folgt:    i  =  &,    V  =  a,    m  =  |3'.     Damit    ist    zugleich    der    vorhin 
(vgl,  S.  239,  Z.  3—1  T.  u.)  noch  fehlende  Nachweis,  dass  l  =  b  ist,  erbracht. 
Man  kann  übrigens  auch  rein  formell  zu  Werke  gehen.    Jedem  gerad- 
linigen, rechtwinkligen  Dreiecke  J  mit  den  Seiten  und  Winkeln 
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F(n     F{m') 
entspricht  nach  S.  18,  Z.  16—2   v.  u, 
eck  J'  mit  den  Seiten  und  Winkdn: 


I  sphärisches  rechtwinklig 


Dre 


nO  F(n)     F(m) 

lK-F(m-)  F(i:)  i«. 
umgekehrt  ist  auch  das  geradlinige  Breieck  ^  durch  das  sphärische  ^' 
bestimmt,  denn  aus  den  beiden  Katheten  F(n)  und  F(l')  des  sphärischen 
erhält  man  n  und  F(l'),  also  die  Hypotenuse  und  den  einen  spitzen  Winkel 
des  geradlinigen,  wodurch  dieses  vollständig  bestimmt  ist.  Lässt  man  femer 
jede  der  Linien  n  und  l'  alle  Werthe  von  0  bis  cx>  durchlaufen,  so  durch- 
läuft jede  der  Katheten  F{n)  und  F{1')  von  J'  alle  Werthe  von  ^jt  bis  0, 
folglieh  kann  man  das  geradlinige  Dreieck  ^  stets  so  wählen,  dass  J'  ein 
beliebig  gevfähltes  sphärisches  Dreieck  wird,  dessen  Katheten  beide  kleiner 
als  -^ji  sind.  Inabesondere  kann  man  auf  zwei  verschiedene  Weisen  er- 
reichen, dass  J'  mit  dem  sphärischen  Dreiecke  Fig.  8 : 

F(a)         F(c)  F(t) 
-5«-F{!.-)    F(a)    1» 
zusammenfällt,  indem  man 
nämlich  entweder: 

m'  =  b\     l  =  a 
setat,  oder: 

Damit  ist  wieder  gezeigt, 
dass  zu  jedem  geradlinigen 
rechtwinkligen  Dreiecke 
ABC,  Fig.  1: 

a  h  c 

Fia)     F{h')     ^n 

ein     andres      geradliniges 

rechtwinkliges,  Fig.  6: 

ß-  6  «' 

Fic)     F(^)      1« 

gehört  (vgL  P.  G.  R.  und  F.  in  den  G.  A.  I,  S.  494ff.,  II,  S.  023f,). 

Der  Umstand,  dass  zu  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC,  Fig.  1  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Gestalt  Fig.  6  gehört,  giebt  Gelegenheit  zu 
einer  ausserordentlich  einfachen  Konstruktion  der  Linie  a\  wenn  der  spitze 
Winkel  jF'(o')  gegeben  ist.  Man  zeichne  nämlich  (Fig.  3')  ii^end  ein  recht- 
winkliges Dreieck  ABC,  dem  der  spitze  Winkel  F{a')  angehört,  errichte 
auf  der  Hypotenuse  AB  ^  c  in  £  die  Senkrechte  BB'  und  ziehe  von  A 
aus  zu  dieser  die  Parallele  AA',  so  dass  also  L  BAA'  =  -P'(e)  ist. 
Endlich  mache   man  AB  =  b   und  errichte  in  D   auf  der  Hypotenuse  die 
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Senkrechte  J)E,  die  AA'  notbwendig  in  einem  Punkte  lü  schneiden  niuss. 
Dann  ist;  ÄE  =  u,  macht  man  also  AF  ^=  AE  und  emchtet  man  auf 
AF  die  Senkrechte  FF\  so  ist  FF'  parallel  zu  AB. 

Diese  Konstraktion  ist  mit  Zirkel  und  Lineal  ausführbai-,  sobald  man 
von  einem  gegebenen  Punkte  aus  zu  einer  gegebenen  Geraden  die  Parallele 
ziehen  kann;  wir  werden  später  sehen  (S.  256),  dass  auch  diese  Parallele 
mit  Zirkel  und  Lineal  gezeichnet  werden  kann. 

S.  19,  Z,  9,  12  (15,  Z.  4,  2  v.  «.).    Im  K.  B-  AC,  BM  statt:  CA,  J)M. 

S.  19,  Z.  13—17  (16,  Z.  1—3).  Den  Beweis  hieiiür  findet  man  in 
§  137  der  N.  A.,  hier  S.  214—217.  Die  Fig.  9  ist  nur  eine  Vereinfachung 
der  Fig.  133,  S.  215. 

Auf  Z.  16  wäre  es  klarer  zu  sagen:  „die  Linie  «'  in  der  Gleichung 
i  BAC  =^  F(a')",  denn  man  hat  sich  jl6'  =  -liJ  =  -4.4' =  «'  zu  denken 
luid  dann  ü  festzuhalten,  während  A  mit  wachsendem  a'  ins  Unendiiche 
rückt.  Fällt  man  in  Fig.  9  von  B  aus  das  Loth  BE  auf  AA',  so  sind 
die  Dreiecke  BFA  und  ADA  kongruent.  Denkt  man  sich  femer  in  der 
Ebene  BAC  von  B  ans  die  Gerade  BB'  zu  AB  senkrecht  gezogen,  so 
wird  BB'  zu  AÜ  parallel,  wegen  AB  ^  «',  i  BAU  ^  F{ii').  Demnach 
steht  das  Dreieck  BEA  zu  dem  sphilrischen  Dreiecke  A'BC  genau  in  der- 
selben Beziehung  wie  in  Fig.  2'  das  Dreieck  ÄED  'i\\  dem  dortigen  sphä- 
rischen Dreiecke,  das  ja  dem  Dreiecke  ABC,  Pig.  8  kongraent  ist.  Das  heisst, 
die  Dreiecke  BEA  und  A'DA,  Fig.  9  sind  nichts  andres  als   das  Dreieck 


Fig.  6, 


,  17. 


10,  Z.  4f  (16,  Z.  16f.).     Man   beachte,   dass   F{a)  ^  {n  —  F{c,') 
i;osJ'X«)  =  siiiF(«),  sin  I''((i)  =  üos  J'X«),    Der  K.  B.  bat  fehlerhaft: 


S.  ÜO  (S-  16). 
nachstehenden: 


oot-iF(„-),     I-m-i^ 


',in-)- 


Aus  der  Gleichung  (12)  ergeben  sich  unmittelbar  die 


cos  F{x)  = 


,tV)-- 


cot  F(x)  = 


=  sinh  X 


wo  sinhiE,  cosba;,  ...  die  schon  von  Lambert  mehrfach  benutzten  hyper- 
bolischen Funktionen  sind.  Ferner  erhält  man  zum  Beispiel  für  smF(x-{-y) 
den  Ausdruck: 


ie' +e-W+ <'-'}+ i'^- 
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i.™  F^.J-.,l    -      ■i»FW.».-F(j)_ 
'■    +  "         1  +  ~Ü-(i);  CO.  _}■(,) 

Da  überdies  nach  §  8   F{ —  i/)  =  jc  —  F{y)  ist,  so  hat  man  noch: 
(III)  sin  J'(—  j,)  =  sin  F(V) ,     cos  F(~  y)  =  —  cos  i't;/) , 

mithin  Itann  man  auch  änF(sc-^i/)  und  cos  F(x  —  «/)  sofort  hinschreiben. 

Die  Formela  (11)  sind  zuerst  in  der  rassischen  Abhandlung  A.  J.  G. 
aufgestellt,  s.  K.  G.  S.  1836,  1,  G  und  G.  A.  I,  122f.,  jedoch  wii-d  dort 
für  F(a}  das  Zeichen  a'  und  für  F(a  -\-  b)  das  Zeichen  («  +  &)'  benutzt. 
Lobatsehefskij  bemerkt  bei  dieser  Gelegenheit;  „Es  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  hier,  allerdings  in  andrer  Gestalt,  genau  dieselben  Funktionen  auf- 
treten, die  Herr  Gud ermann  als  cyklisch -hyperbolische  bezeichnet 
(Potential-  oder  cyklisch-hyperbolische  Functionen,  von  Guderraann,  Orelles 
Journal  Bd.  VI,  [S.  lif.|,  1830),  die  ich  aber  durch  Einführung  einer  ein- 
zigen neuen  Funktion  unter  dem  Namen  des  Parallelwinkels  ersetzt 
habe,  indem  ich  mich  dazu  der  in  der  Trigonometrie  längst  angenommenen 
Zeichen  bediente.  Auf  diese  Weise  wird  ein  doppelter  Zweck  erreicht: 
ausser  der  Abkürzung  der  Bezeichnung  ist  mit  einer  analytischen  Funktion 
eine  geometrische  Vorstellung  verbunden." 

Dass  diese  Einführung  des  Parallel  winkeis  grosse  Vorzüge  hat,  ist  un- 
bestreitbar, denn  ausser  der  geometrischen  Anschaulichkeit  hat  man  noch 
den  Vortheil,  dass  man  Längen  und  Winkel  durch  Grössen  derselben  Art 
ausdrücken  kann,  indem  man  nämlich  entweder  in  allen  Gleichungen  statt 
jeder  Länge  «  den  zugehörigen  Parallel  wink  el  H'  =  J'(a)  einführt  oder 
statt  jedes  Winkels  A  das  Loth  «,  das  der  Gleichung  F{a)  =  A  genügt, 
also  das  Loth,  dessen  Parallelwinkel  A  ist.  Namentlich  im  ersten  Falle 
werdea  alle  Gleichungen  von  besonderer  Einfachheit,  da  sie  dann,  wie  die 
Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie,  nur  die  gewöhnlichen  trigono- 
metrischen Funktionen  von  Winkeln  enthalten.  Lobatsehefskij  hat  sich 
jedoch  diesen  VortheO  nur  in  der  L  G.  F.  und  R.  und  in  der  A.  I.  G.  zu 
Nutze  gemacht,  während  er  in  seinen  übrigen  Abhandlungen  fast  immer 
Längen  und  Winkel  unvermittelt  neben  einander  in  den  Gleichungen  schreibt. 
Die  Gleichungen  bekommen  dadurch  ein  etwas  ungeschicktes  Aussehen,  und 
überdies  wird  die  Gleichberechtigung  der  Längen  und  Winkel  verhüllt. 

Den  Vorzügen,  die  die  Einführung  des  Parallel  winkeis  hat,  stehen  aber 
auch  gewisse  Nachtheile  gegenüber.  Vor  allen  Dingen  kann  nämlich  die 
Funktion  F(jb)  nur  für  reelle  Werthe  von  x  als  eindeutige  Funktion  von  x 
definirt  werden  und  wird  für  komplexe  Werthe  von  x  unendlich  vieldeutig, 
während  die  hyperbolischen  Funktionen  sin-F(a;),  cosF(x),  tg  F(x)  stets 
eindeutig  bleiben.  Dazu  kommt  noch,  dass  bei  Anwendung  der  Funktions- 
zeichen sinh:e,  cosh  a;,  tgh  a^  die  Analogie  zwischen  den  Formeln  der  sphä- 
rischen Geometrie  und  denen  der  Lobatsehefskij  sehen  Geometrie  un- 
mittelbar zu  Tage  liegt,  während  sie  bei  der  Anwendung  des  Parallel  winkeis 
verborgen  bleibt, 
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Sehr  merkwürdig  ist  es,  dass  Lobatschefskij  cirgends  ausdriiclilich 
von  der  zu  F{x)  oder  n(x)  inversen  Funktion  spricht,  obwohl  es  doch 
oifenbar  wUnschenswerth  ist,  auch  für  diese  Funktion  eine  Benennung  und 
ein  Zeichen  zu  haben.  Ohne  einen  Voi-schlag  in  dieser  Richtung  zu  machen, 
wollen  wir  nur  erwähnen,  dass  Max  Simon  für  die  Auflösung  der  Glei- 
chung: y  =  Il(a:)  nach  x  die  Bezeichnung  x  ^  J){ip)  eingeführt  hat  und 
dass  er  x  die  zu  dem  Winkel  ip  gehörige  „Pai-alleldistanz"  nennt.  Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  dass  diese  Funktion  lf(ip)  nur  für  solche  reelle 
Wertbe  von  (p  eindeutig  deiinirt  ist,  die  der  Bedingung  0<iip^7t  genügen. 

Von  grossem  Interesse  ist  die  von  Stückel  bemerkte  Thatsaehe,  dass 
schon  Lambert  bei  der  Betrachtung  der  hyperbolischen  Punktionen  von  x 
einen  Hülfswinkel  ein- 
geführt bat,  der  in  der 
Lobatschefskij  sehen 
Bezeichnung  nichts  an- 
dres ist  als  der  Winkel 
|jc  — F{3;).  Manfindet  j) 
die  betreffenden  Ent- 
wickelungen  in  den 
„Observation  s  trigono- 
metriques",  Memoires 
de  Berlin,  Ännee  17(18, 
Berlin  1770,  S.  ;-127— 
354,  vgl.  auch  Lam- 
berts „Zusätze  KU  den 
Logarithmischen  und 
Trigonometrischen  Ta- 
feln", Berlin  1770, 
S.    182.     In    der    von 

Lambert  herrührenden  Figur  4'  ist  Qql'^  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
der  Asymptote  CA  und  der  Scheiteltangente  ^^1,  Q8I)  ist  ein  Kreisbogen 
mit  dem  Halbmesser  CQ^l.  Ferner  sind  Cp  =^  x  und  j»g  =  y  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  von  q,  also:  a;*  ^  y*  =  1.  Endlich  ist 
Ql>  ^  pq  =  ij^  also;  GP  ^  Cj»  ^  x,  und  wenn  man  i  QCq  =  (p, 
i_  QCP=^  a  setzt,  so  wird: 


Wie  nun  ^rp  der  Inhalt  der  Kreissektore  QNCQ  ist,  so  bezeichnet  Lambert 
den  Inhalt  des  Hyperbelsektors  QqCQ  mit  i^u.  Setzt  man  dann  Ci/  '^=  r, 
so  wird:  x  ^  r  cos  y,  y  =  r  sin  <p  und  mithin: 


^-du  =  {  r'^  dip  =  1 


■s'<p  t  —  tgV' 

lUg  9  _ 
1  -  tg  V 


■i-cis:) 
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ig  9  = 


e-'  +  e 


Nach  Ijobatschefskij  ist  aber:  igh u  =  cos  F(u) ,  also  ist  der  Lamberl,- 
scbe  Hülfswinkel:  m  =  -I^-tt  —  F(x). 

S.  20,  Z.  18  y.  u.  (17,  Z.  4).      Für    „Gleichung    (ll)"    liätte    gesetzt 
werden  sollen:  „Gleicliung  (12)", 

S.  20,    Z.  13,   11    V.  u.    (17,  Z.  8,   10).     Der    K.    B.    hat:    tang  F{a) 
statt:  tangJ'(a')  und  sia  F{n')  statt;  cos  F(b'). 

S.  20,  Z.  18  —  10  Y.  u.  (17,  Z.  4  —  11).    Aus  der  ersten  der  Gleichungen 
(7)  folgt: 

tg{F{e  ~<0-tgi_F{e  +  >i-) 
1  +  tg. lF{c-a-).  ig  iF{c  +  a-) 


tg  F{b-)  ^ 


1  +  e-^' 
_Ü^F(c) 
tg>(a')' 
also    die   Gleichung    13 IV.     Behandelt   man   die    übrigen    Gleichungen    (6), 
(7)  uttd  (8)  ebenso,  so  erhält  man  ähnliche  Gleichungen,  jedoch  erhält  man 
aus  (6)  keine  Gleichung,  die  nicht  auch  aus  (7)  und  (8)  folgt. 

Statt  übrigens  jede  einzelne  der  Gleichungen  (6),  (7),  (8)  auf  die  an- 
gegebene Weise  KU  behandeln,  kann  man  auch  auf  ISIV  die  beiden  Opera- 
tionen   ausführen,   durch  die   aus   den  ersten   der  Gleichungen  (6)  und  (7) 

"       "    ■         ■'•■'--'-        '     ■   -;.  240,  Z- 10 ff,).    Man  findet 

n  Gleichungen: 


aue  uorigen  i^d^,  i^*;,  i,öj  enisca 
auf  diese  Weise  den  folgenden,  in 

sieb  abgeschlossenen  Kreis 

si.  F(„) 

_   tgF(a-).tgF(b-) 

ten«) 

=.   tgn«)    .»■»*-{«') 

(IV)                                tgF(.) 

_   tg  F{b)    .  sin  F(V) 

teF(a) 

_eosF(.)    .tBF(6) 

tgixf) 

=  cos-F(S)    .tgi'{»), 

aus  dem  man  durch  die  beiden  genannten  Operationen  nicht  herauskommt. 
In  diesem  Kreise  sind  die  Gleichungen  13II,  IV,  V  enthalten  und  die  daraus 
durch  Vertauschung  der  Katheten  entstehenden.    Die  übrigen  drei  der  Glei- 
chungen (13)  findet  man  aus  (IV)  foJgendermassen: 
Aus  IV  1,  2  und  5  ergiebt  sich; 

__  tg  F{b') cos  F(b) 

^  ig  F(a)  cos  F{a)-- cos  Fia-y 
also   13 III,     Nunmehr  wird  vermöge  IV  2  und  4; 

sin  F(c)  =  tg  F{a)  tg  F{a')  cos  F{b)  =  sin  F{n)  sin  F{b)  , 
was  mit  131  üb  !■  rein  stimmt,  endlich  bekommt  man  aus  IV2    3  und  4: 


cos  F(c)  = 


sinF{b')  =  tgF{a)    sii 
also  13  VI. 

Aus  den  iwei  leicht  au 


F{a)  .  cot  F{b)  =  sin  !•'(«)  -  c 
Gleichungen: 


,!■(»-), 
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,mF(c)=    tgF{a).tgF{b-) 
sin  F{c)  =  sin  ?(«)  ■  sin  F(b) 
kann   man   übrigens    durch    die   Yurhin    erwähnten   bpiden    Operationen    alle 
zehn  Gleichungen   iur  das    rechtwinklige   geradlinige  Dreieck    erhalten  (vgl. 
S.  22'ä).     Von   die'ion    beiden  Operationen   ist  die   eine  ganz  leicht  zn  be- 
halten,   da   sie   auf  die    gleichzeitige   Vertauschaog   der   Katheten   und    der 
spitzen  Winkel  des  Dieiecks  hinauskommt      Bei  der  andern  gehen: 
!.■(!.)     F(a)     t\c)  F(l-)  l'{«) 

F(b)    n«)     "('')    i'-H«)    i'-n»!, 

und  auch  das  kann  man  sich  leicht  merken,  wenn  man  besichtet,  dass  die 
der  festen  Kathete  6  anliegenden  Stucke  F(_a')  und  F(c)  einfach  vertauscht 
werden,  während  jedes  der  beiden  von  b  durch  den  rechten  Winkel  ge- 
trennten Stücke  F(li")  und  F(a)  in  das  Komplement  \n  —  -^{'O  ^"^ 
^m  —  F(h')  des  andern  übergeht. 

Viel  weniger  übersichtlich  wird  die  Sache,  wenn  man  fflr  die  Winkel 
F{a')  und  F(b")  schreibt:  Ä  und  B  und  wenn  man  statt  der  Winkel 
F(<f),  F(b),  F{c)  die  Seiten  a,  b,  c  selbst  benutzt.  Dabei  geht  eben  der 
schon  auf  S.  244  erwähnte  Vorzug  verloren,  den  die  Einführung  des 
Parallel  winkeis  mit  sich  bringt,  der  Vorzug  nitmlich,  dass  alle  Stücke  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  darch  Grössen  derselben  Art,  also  entweder  durch 
lauter  Längen  oder  durch  lauter  Winkel  ausdröckbar  sind. 

S.  -21,  'l.  1—7  {17,  Z.  17—11  V.  u.).  Da  nach  §  12  zu  dem  gerad- 
linigen rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Seiten  a,  b,  c  und  den  Winkeln: 
F{a),  F{h'),  \7t  ein  sphärisches  mit  den  Seiten:  F{c),  F{a),  F{h)  und 
den  gegenüberliegenden  Winkeln:  F(a),  \7C  —  F(b"),  |  jt  gehört,  so  braucht 
man  nur  in  den  Gleichungen  (13)  der  Reihe  nach: 

F(c)    F(,.-)     F(t)     F(«)     i«^f(l,-) 
durch : 

a  h  c  A  B 

zu  ersetzen,  um  die  Gleichungen  (15)  für  das  rechtwinklige  sphärische 
Dreieck  zu  erhalten.  Allerdings  ist  dabei  zunächst  vorausgesetzt,  dass 
«,  6,  e,  j4,  B  sämtlich  ■<  -^w  sind.  Den  Beweis  für  die  AUgemeingültig- 
keit  der  Gleichungen  (15)  und  die  Ableitung  der  Gleichungen  (16)  findet 
man  in  %  144  und  145  der  N.  Ä-,  hier  S.  227—231. 

In  der  vorletzten  der  Gleichungen  (15)  hat  der  K,  B.  tang  Ö  statt:  sin  b. 

S.  21,  Z.  1(1-24  (17,  Z.  2  V.  u.— 18,  Z.  6).  Die  Ableitung  der  Glei- 
chungen (17)  findet  man  in  §  142  der  N.  A.,  hier  S.  223—226. 

S.  21,  Z.  8—5  V.  «.  (18,  Z.  7—9).  Man  denke  sich  nur  die  Aus- 
drücke (I),  S.  243  in  Potenzreihen  entwickelt.  Der  K.  B.  hat  unrichtig: 
oobZ(<.)_»{1^.>). 

S.  21,  Z.  3—1  V.  u  (18,  Z  i,  1  V  u )  I.s  ist  kaum  anzunehmen, 
dass  sich  die  Worte:  „Alles,  was  nach  dicken  folgt"  blns  auf  das  im  K.  B. 
vom  November-December  1H29  noch  Folgende  beziehen,  d>-nn  das  wäre  nur 
der  §  14;  sie  werden  sich  vielmehr  auf  den  ganzen  Rest  der  Abhandlung 
„lieber  die  Anfangsgründe  der  Geometiie     bezuhen 
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S.  22,  'L  17—21   (18,  Z.  7—4  v.  u.)-     Man    beachte 
Winkel  \%  —  2j)   unmittelbar  gemessen  werden    kann    und 
der  Winket  2j),    sobald  die  Euklidisobe  Geometrie  nicbt   gilt,    nur 
im  Teste  angegebene  Weise  deüniren  lässt. 

S.  22,  Z.  12—10  V.  u.  (ifl,  Z-  \—'S).     Es  ist  ja  naub  (12): 
tg-17'X«)  =  e-">tga^-j.), 


siuh    also 
r  auf  die 


er"  >  -■ 


-tgp 


1  +  tg  p ' 
woraus  die  Unglüicbheit  für  a  selbst  sofort  folgt.     Ferner  ist: 

-i  tg  2J7  =  ^-■^f'l,- =  tgj;  +  tg^p  +  .  .  -. 

S.  22,  Z.  3—1  V.  u.  ff.  (19,  Z.  lOff.).  Die  betreffende  Abliandlung  steht 
in  der  Connaissanco  des  tems  pour  l'an  1831,  Paris  1828,  8.  120 — 148 
und  hat  den  Titel;  „Memoire  sur  la  determination  de  la  parallase  et  dn 
mouvement  propre  eil  detlinaison  des  etoües  au  moyen  d'uiie  nouvelle  me- 
thode  d'occultations  artiücielles,  par  M.  le  comte  d'Assas-Montdardier 
ancien  capitaine  de  vaissean,  Chevalier  de  Saint  Louis."  Auf  S.  149 — 151 
folgt  ein  ganK  kurzer  Rapport  par  Delambre.  Nach  dem  Urteile  Harzers 
iu  Kiel  ist  das  darin  beschriebene  Verfahren  durchaus  unbrauchbar.  Das 
zeigen  übrigens  schon  die  im  Teste  Eingegebenen  Parallaxen,  die  alle  viel 
zu  gross  sind,  während  die  wirklichen  Parallaxen  der  betreffenden  Sterne 
kaum  messbar  sind.  Die  Bezeichnung  „29  Eridani"  bezieht  sich  auf  Piam- 
steeds  berühmtes  Verzeichniss  der  Pissteme,  Historia  ooelestis,  pai-s  I, 
London  1712,  Der  Name  „Kejd"  findet  sich  aber  dort  nicht  und  ist  über- 
haupt ganz  uugebriluchlioh. 

S.  23,  Z.  2—5  (19,  Z.  12—16).  Zur  Bequemlichkeit  des  Lesers  geben 
wir  hier  ein  Täfelchen  für  die  Grösse  der  Bogensekunden  ausgedrückt  in 
Theilen  des  Halbmessers: 


1" 

0,00000  48481  36811  09536 

2" 

0,00000  96962  73622  19072 

3" 

0,00001  45444  10433  28608 

4" 

0,00001  93925  47244  38144 

5" 

0,00002  42406  84055  47680 

6" 

0,00002  90888  20866  57216 

7" 

0,00003  39369  57677  66752 

8" 
9" 

0,00003  87850  94488  76288 
0,00004  36332  31299  85824 

10" 

0,00004  84813  68110  95360 

Im  K.  B.  steht  für  den  Sirius: 

a  <  0,00000  602, 
während  die  Rechnung  ergiebt:   60117. 
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S.  2.S,  Z.  i;i— 26  (li>,  Z.  14—4  V.  u.).  Vertauscht  man  in  17IV 
A  mit  C,  a  mit  c  und  setzt  man  daun  die  Wertbe  des  Textes  ein,  so 
kommt: 

andrerseits  ist  nacli  S.  244  (H): 

also  wirdr 


Ferner  ergiebt  sich: 

cos  {2p  —  2m)  =  cos  2j>(l  +  '.'  oot^  F{\a)), 
also: 

sin^  (p  ~  ro)  =  sin^  j>  —  cos  2p  .  cot*  F{^^  a)  . 
Diese  Gleichung  gilt  für  je  zwei  zusammengehörige  Werthe  von  p  und  w, 
also    anch   wenn  man  p  durch  die  kleinere  Parallaxe  p'  und  d>  durch    das 
zu  p'  gehörige   m'  ersetzt.     Da   nun   die   rechte  Seite   der  Gleichung   stets 
>  0  ist,  so  ergieht  sich  sofort  die  Ungleichheit  des  Testes 

und  nunmehr  winl: 

siii^  (j)  —  Ol)  >  sm^p  —  sin^p'  ^2-2p-  ' 
wenn  man  also: 

.■      r  ^  siny'-i /^osji» 
sinp    V  cos2ip- 
setzt : 

sinO;-ü.)>siDji.cosa:, 
oder  wegen  der  Kleinheit  von  p  und  » 

j)  —  »  >  j)  cos  a: ,      oj  <  2p  sin^  -^-  x  . 
Für  p  =  1  ",  p'  =  0",62    findet    man    mit  yöIHs  genügender  Genauigkeit: 
sinx^p' -.p  =  0,Q2,    also: 

log  sin  a;  =  9,79239  —  10 

x^  38"  19',     i^x  =  I[l"  li',5 
log  sia^a:=  9,51611  —  10 
log  (2p  sin^  ^z)  =  9,33325  —  10 
w  <  0",2154. 
S,  23,  Z.  8  V.  n.  (19,  Z.  2  v.  u.)  steht  im  K.  B.  irrthümlich  „bis  zum 
ersten   dieser  Sterne",   während   doch  w  zu  p,    also  zu  dem    zweiten  der 
Sterne  gehört. 

S.  23,  Z.  5  V.  u.— 24,  Z.  6  (-'0,  Z.  1—8).  Für  die  spitzen  Winkel 
/'(«'),  F(}>')  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  a,  h  gelten 
die  Gleichungen  (8)  auf  S.  18;  da  nun  F(a  ~  ß)  -\-  l-\ß  —  a)  =  re  ist, 
so  ergieht  sich: 
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wenn    also    re  —  2o>    die   Winkelsumme    des    Dreiecks    ist,    se 
2w  =  F(a  -f  (5),  also  nach  (l2); 

tg  «  =  «-"-J  _  tg  1  F(.)  .  tg  l  Fif) 
oder  wegen:  F(«)  _  -J-«  —  J?(<.),  ii-(p)  _  J«  --  J-((,): 

'8 "  ~  r!jH-"i  ■  r^e^'  -  "'  -*'(* ")  ■  °°'  -^ft ')  ■ 

Für  b  ^^  a  iüsiiesondere  ergiebt  sich; 

nun  a!)er  ist  nach  S.  22,  Z,  11   v.  u.  (19,   Z.  2): 

^l-tgp' 
folglicb : 


und  somit: 

tga><  tgV- 

Setzt  man  }<  =  0",62  und  bezeichnet  man  dicspn  Winkel,  ausgedrückt 
in  Theilen  des  Halbmessers  mit  p,  so  wird 

^  =  0,0000030058, 
und   für  den  Winkel    'ita,   ausgedrückt  in  Bogensekunden,    erhält  man  mit 
vollkommen  genügender  Genauigkeit 

'2o)<2p  .'i')  =  (J",lt0000  3727. 
Im  K,  B.  steht  hier  merkwürdiger  Weise: 

2iB<0",000372, 
also  ein  Werth,   der  hundertmal  zu  gross  ist,   und  auch  in   seinen  spätem 
Schriften  wiederholt  Lobatschefskij  diese  unrichtige  Angabe.    Vgl.  I.  G.  ß., 
K  G.  S.   1835,    I,  S.  19   (G.  A.  I,  8.  79),    I.  G.  P.,    CreUe,  XVII,  S.  303 
(G.  A.  II,  S.  590),  G.  U.  S.  60  {G.  A.  rf,  S.  578). 

In  seinen  nach  1830  verüffentlichten  Arbeiten  kormnt  Lobatschefskij 
nur  noch  ein  einziges  Mal  etwas  eingehender  auf  die  eipe  lim  enteile  Seite 
der  Frage  nach  de»  Grundlagen  der  Geometrie  zurück,  nämlich  am  Schlüsse 
der  P.  G.  R.  und  F.,  in  den  G.  A.  I,  S.  548—550,  11,  S.  678—680.  Die 
betreffende  Stelle  lautet  in  deutscher  Tebeiiet^ung 

„Die  Pangeom etile,  die  auf  sithere  Fnncipien  gegründet  und  die  im 
Vorhergehenden  entwickelt  worden  ist,  giebt,  wie  man  gesehen  hat,  Mctbo 
den  an,  um  die  Werthe  dei  verschiedenen  geometrischen  Grossen  zu  be 
rechnen,  und  sie  beweist  gleichzeitig,  dass  di>-  Annahme,  die  Summe  der 
drei  Winkel  jedes  geradlinigen  Dreipcks  sei  konstant,  eine  Annahme,  die  in 
der  gewöhnlichen  Geometrie  espiicifce  oder  implmte  gebriuchlich  ist,  keine 
nothw endige  Folge  unsrei  Begriffe  vom  Eaume  ist  Nui  die  Eifahrung 
kann  du    Bn  htigkeit    dieser  Annahme   bestätigen,   zum  Beispiele   durih  die 
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wirkiiclii'  Messung  der  drei  Winkel  eines  geradlinigen  Dreiecks,  eine  Mes- 
sung, die  auf  verschiedene  Arten  ausgeführt  wei-den  kann.  Man  kann  entweder 
die  drei  Winkel  eines  geradlinigen  Dreiecks  messen,  das  man  auf  einer 
künstlichen  Ebene  konstruirt  hat,  oder  die  drei  Winkei  eines  gei-adlinigen 
Dreiecks  im  Räume.  Im  zweiten  Falle  wird  man  solche  Dreiecke  vorziehen 
müssen,  deren  Seiten  sehr  gross  sind,  da  nach  der  Pangeometrie  der  Unter- 
schied zwischen  zwei  rechten  Winkeln  und  der  Summe  der  drei  Winkel 
eines   geradlinigen  Dreiecks   um  so  grösser  ist,  je  grösser  die  Seiten  sind. 

„Es  sei  )■  der  Halbmesser  eines  Kreises  und  Ä  ein  Centrlwinkel,  dessen 
Schenkel  einen  Bogen  einschliessen ,  zu  dem  eine  Sehne  von  der  Länge  r 
gehört.  Das  vom  Kreismittelpunkte  auf  diese  Sehne  gefällte  Loth,  dessen 
Fusspunkt  die  Sehne  in  zwei  gleiche  Theile  zerlegt,  nennen  wir  p.  Be- 
trachten wir  eines  der  i-echtwintligen  Dreiecke,  die  von  diesem  Lothe,  von 
den  Halbmessern  auf  den  Schenkeln  des  Winkels  A  und  von  der  Sehne 
gebildet  werden,  also  ein  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  r  ist  und  dessen  7M 
einander  senkrechte  Seiten  ^i'  und  p  sind. 

„Nach  der  allgemeinen  Gleichung  (13)  [hier  S.  21,  Ul.  17IJ  wird  mau 
in  diesem  Dreiecke  haben : 

sin  ^A  .  taug  n(|r)  =  taug  i7(»-), 
eine  Gleichung,  die  iu  Verbindung  mit  der  Identität: 

einlebt,: 

sin  J^  tI  =  ,V  sin  //(.^  r)  . 

In  der  gewöhnlichen  Geometrie  hat  man: 

A  =  -l^. 
Nehmen  wir  an,  dass  die  wirkliche  Messung  ergiebt: 


K  eine  positive  Zahl  ist. 
„Man  wird  also  haben  m 


■  (c;.) 


,n(i.-). 


Sind  r  und  K  gegeben  so  kann  man  aus  dieser  Gleichung  den  Werth 
von  II{^  r)  entnehmen  md  mit  dessen  Hülfe  den  Pii a  11  el Winkel  JT(i)  tui 
jede  Linie  a   finden 

Die  Abstünde  zwischen  den  HimmelskoipHrn  1  efem  uns  e  n  Mittel 
die  ^^inkel  \on  Dieie  k  u  u  ht,oba<;hten  deren  Seiten  sehi  gros»  sind 
Es  sei  a  die  gence  trische  Breite  eines  Fixsterns  7u  einer  bestimmten  Zeit 
und  ß  eine  anlre  geocenti lache  Bieite  desselben  Sterns  eine  Breite  die 
der  /eit  entspricht  wo  sich  die  Erde  wiedei  m  der  zur  Ekliptik  senkreihten 
Jibene  befindet  die  dur  h  ihien  ei  ten  Ort  gelegt  ist  nämlich  durch  den 
Ort  wo  die  Breite  dts  Sternes  a  wai  2^  sei  der  \bstand  diesei  beiden 
Erdorter  und  S   der  Winkel,   unter  dem  der  Abstand  2a   von   dem  Sterne 
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„Wenn  die  Winkel  a,  ß,  S  der  TJedingung: 
«  =  |3  +  'J 
nullt  genus'en,   so  wird    das    ein  Zeichen  dafür  sein,   dass   die  Summe   der 
dtei  Winliel  dieses  Dieiecks  von  zwei  EecMeE  abweicht. 

„Man  kann  den  Stein  so  wählen,  dass  d^O  ist,  und  kann  immer 
annehmen,  da-iS  es  einp  solche  Linie  x  giebt,  dass 

nw  =  .. 

I',!  i5  =  il,  so  liirn  man  die  Geraden,  die  von  den  beiden  Erdörtern 
nach  dem  '-it>-rnp  gezi  gen  sind,  als  parallel  betrachten,  und  wird  folglieh 
haben   müssen 

(5  =  J7(a  +  2») 

woraus  nach  dem  Iruher  Bewiesenen  fol^^t 

taig-'-a=f  ',  tang -J-|3  =  f"^"""^". 
Jedes  Mal,  'Mim  die  Be  tatlitungen  bei  einem  Sterne,  für  den  der  mit  S 
bezeichnete  Winkel  null  ist  zwei  Teisi,hiedene  Winkel  a  und  ß  ergeben, 
werden  die  beiden  letzten  (;Fleichungeü  x  und  a  bestimmen,  ausgedrückt 
durch  die  Linie  die  m  der  Paiigeometne  tui  Litngeneinheit  genommen  ist. 
Hat  man  auf  diese  Weise  die  Linie  x  gelunden,  die  einem  Parallelwinkel 
n{x)  entspricht,  so  wird  man  den  Parallel  winke]  n(i/)  für  jede  gegebene 
Linie  y  berechnen  können." 

Im  Grossen  und  Ganzen  sind  diese  Jleti'achtungen  nicht  so  befriedigend, 
wie  die  im  K.  B.  Die  Worte:  „Man  kann  den  Stern  so  wühlen,  dass 
S  =  0  ist",   g'eben  sogar  zu  Bedenken  Anlass. 

S,  24,  Z.  13  —  18  (20,  Z.  14—17).  Ofienbar  ist  eine  Stelle  in  der 
Laplacesehen  KxpositJon  du  Systeme  du  monde  gemeint  (Oeuvres  de  La- 
j))ace,  tome  VI).  Dort  heisst  es  im  6.  Kapitel  des  5.  Buches:  „II  parait 
que,  loin  d'etre  disseminees  ä  des  distances  ä  peu  pres  egales,  les  etoiles 
sont  rassemblees  ea  divers  groupes,  dont  quelques-uns  renfeiincnt  des  mil- 
liards  de  ces  asti-es.  Notre  soleil  et  les  plus  brillantes  etoiles  fönt  pro- 
bablement  partie  d'un  de  ces  groupes  qui,  vu  du  point  oü  nous  sommes, 
semble  entourer  le  ciel  et  fonne  la  voie  lactee.  ...  II  est  done  probable 
que  parmi  les  nebouleuses,  plusieurs  sont  des  gronpes  d'un  tres-grand 
nombre  d'etoiles  qui,  vu  de  leur  interieur,  paraitraient  semblables  a  la 
voie  lactee." 

S.  24,    Z.  17—12  V.  u    (  7    14- 

Wort  Wahrheit    gesperrt.     D       W  rt  h 
im  K,  B.  und  im  A.  P.,   es  w    d     b      d 
Vorher   hat  ja  Lobatsehef  k  j    g      gt     < 
der  uns  sichtbaren  Welt  Abst    d  t   g 

Erde  von  Fixsternen   verschw    d  d 

die   Bemerkung  geknüpft  hab  11t       m 

haupten,  dass  sich  die  Eukl  d  h  &  m  t 
der   uns   sichtbaren  Welt   als  hl       1   r 

Behauptung  hatte  ja  vor  Lol  t  h  t  k  j 
lieh  aufgestellt.  Dazu  komi  t  d  I  b 
Andrerseits    sind    wir  ausser    St     d  1 


)  I 

KB        t    d 

ht 

/    IS               i  hlt 
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Ueber  die  Anfangsgründe.     S.  23—25. 


25it 


stüudlicli,  wenn  er  es  im  Vorli ergebenden  als  mfjgl  li  li  uf^  t  Ut  hat  da  s 
seine  niditeuklidische  Geometrie  in  der  Natur  Ter\     kl  clit  £.e  n  k  nne 

S.  25,  Z.  8  (21,  Z.  6).     Der  K.  B.  hat  j:  statt  y 

S.  25,  Z.  12—17  (-21,  Z.  9—13;.  Zur  Erhiuten  ng  w  dan  die  be  den 
hier  stehenden  Figuren: 


em  rechtwinkligen 
rWiukel    W  —  A 


nutzlich  sein.  Für  tg  J'(r  +  x)  denke  man  sich  den  Werth  S.  244,  (II) 
eingesetzt.  Die  Seitenzahl  [2^7  gehört  übrigens  an  die  Zeile  12  v.  o., 
nicht  an  die  Zeile  10. 

S.  25,  Z.  7—4  V.  H.  (21,  Z.  13—10  v.  u.).  Die  Linie  a  kann  man 
geometrisch  konstruiren.  Man  konstmire  nämlich  nach  Anleitung  von  S.  242f. 
eine  Linie  l  derart,  dass:  FiX)  =  ^n  —  F{p)  wird.  Da  sich  nun  die 
Gleichung  (20)  in  der  Form: 

tg  (i«  -Ä)  =  cos  F{a)  .  tg  F{1) 

schreiben  lasst,  so  erkennt  man  aus  14  V  leicht,  dass 
Dreiecke,  das  a  und  i  zu  Katheten  hat,  der  Kathete  (i 
gegenüberliegt,  und  da 

F{I)<A<\^ 
ist  und  also: 

i,n-A<  F(l)  <  i«, 
SO    giebt   es   stets   ein  rechtwink- 
liges Dreieck,  in  dem  A  die  eine  , 
Kathete    und    \n  —  A    der    an- 
liegende Winkel    ist   und    also    a 
die  andre  Kathete.    Damit  ist  die 
Möglichkeit  der  Konstruktion  von 
a   bewiesen.     In    der  Fig,  6'  ist 
F(t)'>\'!t  angenommen,   so  dass 
F{k)<,F(l)  und  also  l>l  wird; 
es    ist    zugleich    das    gemeinsame 
Loth  h  mit  eingezeichnet,  das  die 
beiden    von    den    Endpunkten    von    l    ausgi 
fernung  a  besitzen;  vgl.  S.  26,  Z.  4  — 19. 

S.  25,  Z.  3  T.  a.— 26,  Z.  24  (21,  Z. 
quemlichkeit    des    Lesers    geben    wir    hier    noch    eine   Figur    bei    (Fig.  T). 
Dass  i'=  -^jt  —  L  wird,  beruht  darauf,  dass  sich  ergiebt: 
8inJ-(c).CQsJ-(a) cot  F{a) 


inden    Geraden 
-22,  Z. 


?i'- 
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Anmerkungen. 

s  von  I,  a,  b,  t  gebildete  Viereck  {Pig-  10)  drei  rechte 
müssen  die  zwischen  1,  n,  6,  (  gefundenen  Gleichungen 
(20),  (21),  (22)  richtig  bleibeii,  wenn 
man  l  mit  t  und  gleichzeitig  a  mit 
b  vertauscht.  Es  bestehen  also  noch 
die  drei  Gleichungen: 

(20')  tg  F(t)  =  ig  A.  cos  F(b), 
(21')  cos  F{a)  =  sin  ^-(6)  .  cosF(0, 
(22')  tg  F(r)  =  sin  F(f)  .  ig  F(b)  . 
S.  25;  Z.  7  V.  u.— 2(5,  Z.  24 
(21,  Z.  13  V.  u,  — 22,  Z,  13).  Die 
ganze  Entwlckelung  hat  etwas  künstliches,  da  die  Linie  a  so  unvorbereitet 
eingeführt  wird;  es  ist  daher  erwünscht,  eine  Ableitung  der  Gleichungen 
(20),  (21),  (22)  zu  kennen,  die  unmittelbar  von  dem  Umstände  ausgeht, 
dass  1,  a,  b,  t  ein  Viereck  bilden,  in  dem  der  Winkel  zwischen  l  und  ( 
gleich  Ä  ist,  während  die  drei  übrigen  Winkel  Eechte  sind.  Eine  solche 
Ableitung  hat  Lobatschefskij  selbst  in  der  Pangeometrie  gegeben  (P.  G.  R., 
K.  G.  S.  1855, 1,  S.  25ff.,  G.  A.  I,  S.  517f  und  P'.  G.  F.,  Sbomik  1856,  S.  30Gf., 
G.  A.  II,  S.  645f.).  Wir  theilen  hier  diese  Ableitung  etwas  abgekürzt  mit, 
schreiben  aber  dabei  F(x')  für  J7(a;). 

In  dem  Vierecke  Pig.  8',   das  drei  rechte  Winkel  hat,    ist  nach  (14): 

&mF(r)=sinF(a).ainF{x) 
sin  A .  tg  JP(a)  =  sin  X .  tg  F{x) 
QosF(r) .  GosA  =  cos  Fix) 
iiosF(r).cosX=  cosF(a) 

sinF(2/).sinF(c)  =  sinF(r) 
sinF(!/).cos(9.  — X)=cos^ 
cosf(»-).cos(9  — X)  =  cosF(fi) 
cos  i-Xr).  sin  ^  =  cos  J^(»/) 
(tgJ'(r)  =  sin^.tgF(a;) 
ltgJ'(r)  =  sin^.tgfV) 
(igF{r)=^^m{<p-X).igF(y) 
[tg  Fir)^  cos  A.  ig  F{c). 


(K) 


(L) 


In  KU  wird  ; 


iF(r). 


eingesetzt; 


,_F(ä) 


«osF«. 
vermöge  HIV  ergiebt  sich  dann: 
[1]  cos  FO)  =  sin  F{x)  .  cos  F(a), 

also,  von  der  Bezeichnung  abgesehen,  die  Gleichung  (21). 
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üeber  die  Anfangsgrunde.     S.  25,  '2C. 

Wird  HIV  durch  GIII  dividirt,  so  kommt: 

'S'»  — ;iF(a,) 
und  nach  [1]: 

[2J  tg  A  =  tg  F(x)  .  cos  F(a) . 

Ferner  liividire  mm  GII  dnreb  GIT: 

tgX.tgF(g.)  _  .m^,tgr(a) 
mF(r)  a,F(a) 

und  ersetze  hier  sin  A  durch  seinen  aus  HIV  folgenden  Werth; 

oder  mit  Benuiznng  vou   [l]: 

1 3J  tg  X  =  cos  F{x)  .  tg  F{a)  . 

Aus  LI  und  HII  folgt: 

siiil'(y)  .cosA 

und,  wenn  man  den  Werth  von  tg  2^(r)  aus  KU  einsetzt: 
tg  (,p  —  X)  -  tg  ^  .  tg  r{i.) .  cos  F{,) , 
also  mit  Hülfe  von  [1]  und  [2]: 

tg  (?)  —  Z)  =  tg  F(x) .  sin  F{x)  .  sin  F(a)  .  cos  F(a) 
und  wegen  [3]: 

tg  F(i).,mF{x) .  sin  J-(»l .  cos  F{a)  +  cos  .FW  .  tg  F(i.l 

tg»  .^ irrri^F-W7sir.iXiö 

_  tgrW     oo.'FW  +  .in'.FW.co.T(.) 
cos  FW  l-.in'F(l).,in-F(.) 

w"  '"  =  *?§,. 

das  heisst,  die  Gioichuzig  (20). 


1  ebenso  wird: 


tgF(c) 


!  F»)         sin  Fix] .  CO.  F(o) ' 


[5]  tgF(c)-sinF(a).tgF(i), 

was  die  Gleicliung  (22)  ist 

S.  26,  Z.  14~lü  V  u  (22,  Z  14—16)  Das  recttwiaklige  Dreieck 
Fig.  11  liefert  eine  andre  Konstruktion  des  gemeinsamen  Lothes  der  liier 
betrachteten  beiden  Geraden  Man  muss  zu  diesem  Zwecke  nach  Anleitung 
von  S,  242f.  die  Kathete  «'  aus  der  Gleichung  F(a')  =  A  bestimmen  und 
den  anliegenden  Winkel  gleiLh  F(i)  machen      Da    F(l)  <  vi  <  |jt   ist,   so 
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Anmerkungen. 


ist  F(l)<^F^(a')  und  es  entstellt  wirlilich  ein  rechtwinkUges  Dreieck,  dessen 
andi-e  Kathete^«  liefert,  während  die  Hypotenuse  t  bestimmt. 

Das  Dreieck  Fig.  11  ist  aber  noch  aus  einem  andern  Grunde  merk- 
würdig. Legt  man  es  nämlich  in  das  von  J,  a,  b,  t  gebildete  Viereck 
(Fig.  10)  so,  dass  die  Kathete  a  auf  a  und  die  Kathete  a'  auf  l  füllt,  so 
erhält  mau,  da  sich  aus  F(t)  <i  F(a'^  ergiebt:  n'<i,  die  nebenstehende 
Figur  9'.  In  dieser  ist  augen- 
scheinlich SU  parallel  JIQ  und 
US  bildet  mit  UP  denselben 
Winkel,  den  die  von  Q  aus  zu 
PS  gezogene  Parallele  mit  QF 
bildet.  Demnach  ergeben  sich  hier 
unmittelbar  zwei  Konstruktionen 
fui  die  Gerade,  die  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  zu  einer 
gegebenen  Geraden  parallel  ist. 

Die  erste  Konstruktion  ist 
die  einfachere.  Will  man  durch 
5  die  Parallele  zu  HQ  ziehen,  so 
ialle  man  von  S  aus  auf  BQ 
das  Loth  Sli,  errichte  sodann  auf  jBä  m  ä  das  Loth  SP,  nehme  ferner 
auf  JIQ  auf  der  Seite,  nach  der  hin  man  die  Parallele  ziehen  will,  den 
Punkt  Q  beliebig  an  und  fälle  von  Q  aus  auf  SP  das  Loth  QP.  In  dem 
Vierecke  QltSP  ist  die  dem  rechten  Winkel  P  gegenüberliegende  Seite  QB 
grösser  als  die  Seite  PS,  die  dem  spitzen  Winkel  Q  gegenüberliegt,  wahrend 
Qlt  seinerseits  kleiner  ist  als  QS;  macht  man  daher  &'f  =  BQ,  so  füllt 
U  zwischen  P  und  Q,  und  SU  wird  pai-allel  zu  MQ. 

Die  zweite  Konstruktion  verfährt  so:  Um  von  Q  aus  die  Parallele  ku 
PS  zu  ziehen,  fälle  man  auf  PS  das  Loth  QP,  nehme  S  beliebig  an,  er- 
richte auf  PS  in  S  die  Senkrechte  SB  und  fälle  auf  diese  das  Loth  QB. 
Macht  man  endlich  SU  =  BQ  und  trägt  man  an  FQ  in  Q  den  Winkel 
FUS  an,  so  ist  der  andre  Schenkel  dieses  Winkels  die  gesuchte  Parallele. 
Man  wird  wohl  annehmen  dürfen,  dass  Lobatschefskij  diese  beiden 
Konstruktionen  gekannt  hat,  ohwobl  er  es  nirgends  ausdrücklich  sagt. 
Allgemein  bekannt  scheint  bisher 
Bolyai  in  §  34  seines  „Appendix' 

S.  26,  Z.  3—1    V.  n.  (22,  Z.  13,  12  ■ 
gerechnet,  so  verwandelt  sich  (23)  in; 

sin  F(a)  .  cos  F{t)  =  sin  J'(; 
oder  nach  S.  244,  (II)  in: 

woraus  a  vermöge  (20)  leicht  weggeschafft  werden  kann. 

S.  27,  Z.  1—7  (22,  Z.  11—6  v.  u,).  Die  Gleichung  (24)  ist  aller- 
dings unter  der  Voraussetaung:  F(l)  <  j4  <  ^jc  abgeleitet,  dasselbe  gilt 
daher  auch  von  der  äquivalenten  Gleichung  (25),  die  auf  Grund  von 
;,  243,  (I)  aus  (24)  folgt.    Aber  für  A  =  fXi)  geht  (26)  in  die  Gleichung 


weite    zu   sein,    die    Joha 

1  hat. 

i.).    Werden  die  x  von  l  i 


-  a)  .  cos  F(y) 


'  (19)    einer   Parallelen   zur  a;-Axe   über,   und  für  A^=  ^tc    verwandelt 


ich 
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l   auf  l    senkrechten 
Ist    0  <  Ä<  F(l), 


Ueber  die  Anfangsgründe .     S,  '1 

(21)  in  die  Gleichung  der  im  andern  Endpunkte 
fJeraden  (s.  die  vor  (23)  vorhergehende  Gleicht 
so  hat  man  (Fig.  10')  nach  S.  25,  Z.  7—17: 

cos F(2/)  =  cos ^■(0  ^os2r(.r)4^^Yr) ' 
Aus   14  V  aber  folgt: 

ig  A  =  cos  F{x  +  r)  .  tg  F{1) 
oder  bei  Benutzung  von  S.  244,  (II): 
cos  F(r)  =  tM-cc.J-(x).tgJ-ffl 

cos  F(a')  +  cos  F(r)  = 
_  tg  4_sin' ^(-c)    _ 

tgJ(;)-cos2'(  )  tgJ 
so  das«  man  für  cosJ'(/)  wieder  den  Aubdru  k  (24)  erhalt  F  ir  A  =  0 
ergiebt  chaus(^5)  r^  —  r~^  =  0  al  o  i  =  U  Ist  endlicl  ^-vCAK^n, 
so  prhält  man  lutch  Verlln^erung  der  (  etaden  nach  der  beite  der  nega- 
tiven i  hm  eine  Gerade  zu  der  der  Winkel  n  —  A  <'  n  geh  rt  Da  nun 
die  Gleichung  (^4)  ihre  Fotm  nicht  mdeit  weno  man  x  durch  —  x  und 
zugleich  A  duich  n  —  Ä  ersetzt  so  gilt  sie  auch  für  die  hier  betrachtete 
Gel  ade 

Die  Gleichung  (24)  odei  ( i  'S)  stellt  daher  alle  Geiaden  daj  von  denen 
die  j  Axe  geschnitten  wud  dagegen  versagt  sie  für  bol  he  Gerade,  die  zur 
«/Alte  parallel  sind  oder  die  y  Axc  ilerhau^t  nicht  schneiden  Im  zweiten 
Falle  haben  nan  lieh  A  und  1  keine  Bedeutung  me}  r  oder  wenn  man  will, 
sie  werden  imaginär  und  un  ersten  Falle  wird  Ä  =  0  und  i  ==  oo  also 
F[l)  =  0  so  dass  die  Gleichung  (25)  zunächst  d  e  Fora  0^0  annimmt 
und  erst  nach  Ansfuhiung  eines  GrSnzul  eiganirs  in  die  Gleich  mg  einer 
bestimmten  Geraden  übergeht.  So  erhält  man  zum  Beispiel,  wenn  man 
A  =^  FQ)  setat,  den  Faktor  sin  A  weghebt  und  dann  A  =  0  wählt,  die 
Gleichung : 

cos  F{y)  =  C-' 

der  Geraden,  die  nach  der  einen  Sichtung  hin  zur  a:-Ase,  nach  der  andern 
hin  zur  j/-Ase  parallel  ist. 

Alle  Geraden  überhaupt  umfasst  die  Gleichung  (24)  oder  (25)  erst 
dann,  wenn  man  den  Kooi-dinatenanfang  auf  der  x-Axe  unbestimmt  lUsst, 
wenn  man  also  statt  x  schreibt:  x  -^  m,  unter  m  eine  beliebigi>  Linie  ver- 
Die  Gleichung: 

.sFil) 


COS  F(ii)  = 


-  sin  F{1)  .  cot  .d  .  cot  F(x  +  m) 


uF{x  +  m) 
oder  na«h  S.  244,  (H): 
cos  F(y)  .  sin  F(/)  .  sin  F(m)  =  cos  F(l)  —  sin  F{1)  cot  A  cos  F{ni)  + 
+  tosjF(j)    cos  F(n     (.0',  F{m)  —  hm  F{1)    roi  A\ 

stellt  dahei,  wenn  man  J,  m  und  A  aJle  möglichen  rfeUtn,  endlichen  Werthe 
annehmen  Idist,  sämtliche  Gerade  der  Ebene  dal,  aber  allerdings  jede  un- 
endlub  olt 
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Will   ma 

n   eine   Gk 

i,hung  iuljen     die   z 

wei    reelle   Parametct 

nthat 

nd  die  alle 

Geraden   aber  jede    nur   einmal 

darstellt,    so 

denke  ma 

n  sich 

Olli  Koordinatenanfange 

au'«  auf  die  darzustellende  Gerade 

das  Loth 

P  ^e 

ailt  (Fig.  11 

),    das  mit 

dei    jiositiven  x  Ase 

den  Winkpl 

Ol   bildtn 

Sind  dann  r,  ;/  die  rethtwrakligpi 
Koordinaten  eines  beln-bigen  Punk- 
tes C  der  Geiaden  AJJ  und  sittd 
r,  rp  die  Polarkoordinateii  desselben 
Punktes,  so  ist  nach  14111: 
cosf(»-).cos(iö-9.)  =  cosJ'0) 
cos  F{r)  .  üos  93  =  cos  F(x) 
und  nach   14  V: 

lg,,  =  cosF(s).tgJi'(»), 


cosF(,-).sm.p-cosr(j,).si«r(i), 
Fig.  11'.  somit  ist: 

cos  oj    CO'.  J'(j-)  -f  sin  a    cos  F{y)    sin  F{x)  =  cos  f  (jyj 
die  allgemeine  Gleichung  aller   Geraden      Lasst  man  hier  p  alle  endlichen 


furi)>0   die  Werthe:   0^iB<2jii 

so  erhält  man  jede  Gerade  der  Ebene  und 


Werthe  ^  0  durchKufen  und 
j,  =  0  die  Werthe    0  ^ 
zwar  jede  nur  einmal 

Allem  Anseheine  n-Mih   ist  es  I  obatschefskij  vollständig  entgangen, 
dass  jede  dei 
zwischen  zwe 
nilmlich  zum 


beiden  (rleithungea  (-'4)  und  (25)  als  eine  lineare  Gleichung 
Funktionen  von  c  und  1/  aulgefasst  werden  kann.    Setzt  man 
(24) 

cos  F{x)  =  E ,     cos  F{y)  .  sin  F{x)  =  q , 
so  erhält  man  zwischen  ))  und  J  die  lineare  Gleichung: 
t)  =  cos  F(l)  —  sin  F(l')  .  cot  .<1 .  j. 
Andrerseits   erhält   man   aus  den   vorigen  Gleichungen   durch  Wcgschaffung 

s'  +  sr-W)-' 

und  da  F(-(-Oo)^0,  F{ —  oo)  =  it  ist,  so  erkennt  man  sofort,  dass  der 
labegriff  aller  nnendlich  entfernten  Punkte  x,  y  in  den  neuen  Koordinaten 
j,  g  durch  die  Gleichung: 

f  + 1)"  -  > 

dai^eatellt  wird.  Man  gelangt  also  hier  ganz  von  seJbst  zur  Gleichung 
eines  Kegelschnittes;  benutzt  man  diesen  als  Fundamentalkegelschnitt  einer 
projektiven  Massbestimmung  im  Sinne  Cayleys,  so  erhält  man  eine  Mass- 
bestimmung, die  mit  der  Lob atschefskij sehen  Geometrie  übereinstimmt 
(vgl.  F,  Klein,  üeber  die  sogenannte  nichteuklidische  Geometrie.  Math. 
Ann.    Bd.  IV,  S.  573—625   (1871)  und  Bd.  VI,  S.  112—145   (1873). 

S.  27,  Z.  16—10  v.  u.  (23,  Z.  5—10).  Der  K.  B.  hat:  „F{^z)  —  F(y) 
undi^(i/)",  —  Ein  durch  0  (Fig.  12')  gehender  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf 
00'  liegt,  geht  nach  §  ö  in  einen  Gränzkreis  über,  wenn  der  Mittelpunkt 
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ins  XlnendJiche  rückt:  die  Durchmesser  des  Kreises  werden  daliei  7.11  einande 
parallel  und  Äxen  des  Gränzkreises.  Demnach  ist.A  ein  Punkt  dieses  Gränj 
kreises,  wennn 

iA'AO^LAOO' 
und  AA'  parallel  00'. 
Steht  dann  B£'  auf 
CA  m  der  Mitte  B 
senkrecht,  so  ist  augen- 
scheinlich auch  BB' 
parallel  zu  0  0'  und 
AA\  demnach 

LO'OÄ^LA'AO 

LA'AC^F{y). 
Von    den    Gleidiungen 

des   Testes    folgt   jetzt  die  zweite  unmittelb; 
nacli   14  IV; 

sin  J-(s)  -  tg  Fft^)  ,  tg  (F(ij)  _  FW) 
oder,  wenn  man  die  linlce  Seite  nacli  S.  244,  (II)  iimgestall«t : 

_»n':5X!  ') ,„  p.„    ,    lg  F(i7)~tgF(i/) 

1  +  eo."  F{i  z)        '« -■•  li  -;  ,  :,;  jg  j,,(,  ,, ,  ig^,,, , 

also  wie  im  Texte: 

->tgF(j/)_tgF(:V..). 
Die  Wegsohaffiing  von  ;;  ergiebt; 

2  sin  F(!/)  —  cos'  F(i/)  .  tg  i\x) , 


»  F(!,)  -  -  oot  F{»)  +  VT+  1 
-IgiFW-.-- 


>t>F(») 


WO  das  Pluszeichen  gewählt  ist,  weit  für  at  =  0  auch  y  = 
Fiij)  ^  -^  JT  wird.  Der  andre  Werth  der  Quadratwurzel  liefert 
eine  Gleichung: 

sin  F{y)  =  —  if, 
die  nicht  durch  reelle  Werthe  von 
X  und  y    befriedigt    werden    kann, 
denn  F()/)  liegt  für  reelles  ij  stets 
zwischen  Cl  und  K. 

S.  28,  Z.  16  (23,  Z.  11  v.u.). 
Der  K.  B.  hat:  A¥  <  statt  >. 

S.  L><),  Z.  3f.  (24,  Z.  12f.),  Die 
Gleichungen  des  Testes  erhält  man, 
wenn  man  14II  und  V  auf  Fig.  13' 
anwendet.  Im  K,  B.  lautet  die  ei"Ste 
Gleichung  irrig: 


0 ,     also 
übi-igüns 
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(  cos  F{c)     statt: 


^60  Anmerkungen. 

cos  F(c)  =  sin  tt.  cot  F(r), 

dementsprechend     steht     auch     Z.    8,    10    (Z.    17,    18) 
2«cot  J'(-^c). 

8.  29,  Z,  13  (24,  Z,  14  v.  u.).      Der  K.  B.  hat;    i  «(e—"  ~  e'),    das 
Richtige  hat  A.  P. 

S.  2ft.  Z.  U— 5  V.  u.  (24,  Z.  5—1  v.  u,)-  Nach  MII  ist  in  Fig.  1."!': 
tgF{r)  =  Bm^.tgF(y). 
Hält  man  niui  y  fest^  während  iTian 
r  ins  Unendliche  wachsen  lässt,  so 
verwandelt  sich  der  Kreisbogen  in 
einen  Gränzkreisbogen,  dessen  Länge 
nach  (28)  den  Werth: 


=t 


a  29,  Z.  4  V.  11 
Dreieck  dar,  es  ist  i 


—  cotF(j,) 
besitzt. 
■30,  Z.  5  {25,  Z.  1—8).    Fig.  14'  stellt  ein  solelies 
:  AÄ'  I  CO'  I  iiC  und 

i.B'BC— iCCi»— F(Ja). 
Aus  17 IV  folgt  nun  wegen: 

die  Gleichung: 
sin^F(^c).cosC+cos(^+£) 
=  cos^  F(i  e) .  cos  (Ä  —  B), 
da,A-i-B=C~2F{^c) 

cos^J'(^c).eos(?  + 
+ 2  sin  J'dc) .  cos  J'(^  c) .  sin  0 
=  cos'F(^c).cos(.4— 5), 
es  ist  aber: 

cos  C  —  cos  (Ä  —  B)  ^ 
^  —  2sinF(\a).smF(:^b), 
also  ergicbt  sich: 
cotJ'(U)  =  cotF(^a) 
-\-cotFllh). 
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S.  30,  Z,  8  (25,  Z.  10).    Der  K.  B,  hat:  2  cot  F{c)  statt:  2  cot  F{\  c). 

S.  30,  2.  11—15  (25,  Z.  14—11  v.  u.).     In  Fig.  15'  ist  AA'  parallel 
BB'  und  jiJ9  der  Gränzkreisbogen  s.    j>^ 
Nach  (19)  lautet  die  Gleichung  der 
Geraden  DB': 

cos  F{y)  ^  e~*  .  cos  I'{i) 
und     nach     (27)     die     des     Gränz- 
Itreises  AB: 

mnF(s)-,-', 
also  wird  nach  (29); 

cot.F(»/)  =  s  =  cosF(;). 

S.  30,  Z.  1  V.  u.,  31,  Z.  1  (25, 
Z,  1  V.  u.,  26,  Z.  1).  Diese  Glei- 
chungen folgen  aus   17 II,  II!. 

8.  31,  Z.  2—6  (26,  Z.  2—6).     Da  7'  stumpf  ist,  so  erhült  man: 


sr  =  - 


^cosl^iia)  _ 

ferner  ist  nach  S.  2i4  (II): 

■,'F(9.) 


'S  J''(y) 


n  F(27)  = 


l+cos*F(g)        2  +  tg'i''(g) 
8in'y(y).tg'F(V0 
■2-hsin'F(y).tg'Fä<.) 


cos  ^(2 1/)  = 


9]^+  sin'"J'(y) .  tg'""J'Ci_^ . 
2  +  sin»J^(y).tg>J?'Ci«) 
Ersetzt  man  jetzt  noch  sin  Fi^y  —  ^),  cos  F{y'  —  «/)  durch  die  Ausdiücke 
S.  244,  (II),  so  wird  sin  F{()  gleich; 

sin'  ^(y) .  tg'  F{\  g)  ■  sin  F(y) .  sin  F(^S) 

(a  +  Bin»  J''(i;)  tg»  t\\<Xi)  (1  —  cos  P(j/|  cos  Fl;/'"))  +  2  cos  F(y)  (eoa  F[y)  -  cosFiij)) ' 
woraus  auf  Grand  der  Gleichung: 
sin  F{a)  = 


2  +  tg^F(iä) 

ilgfc.     Andrerseits  bekommt  i 


der  Werth  (31)  des  Textes 

cosfQ«)    ^^°^ 

.  (cos  -Fiy')  —  COB  fiyi)  (2  +  Bin' F[y)  tg' Pg  n)l 


""trsfQ?^^  ^^°  ^(^)  ^^"  ^(2'')  +  1  -  '^os  F(j,)  cos  F(/)  + 


+  '~ 


cos  F(<f) 


darin  vermöge  der  Gleichung  für  sin  F(«)  und  vermöge: 

2  COB  F(i  a)     _        _     _2 

F(iä)~{2 +  tg^' Ftia)) 


die  Grössen  sin  F(a)   und  cos  i^(a)    einführt,   so  ergiebt  sich  die  auf  (31) 
folgende  Gleichung  des  Textes. 

S.  31,  Z.  3  (26,  Z.  3).     Der  K.  B,   hat   im  Nenner   sin  J'(j/)    statt: 
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Anraeikungün. 


S.  31,  Z.  7f.  (26,  Z.  7f.).  Dor  K.  B.  hat:  —  eot  w  statt:  cot  ro.  — 
lo.  den  beiden  ersten  der  vier  ursprüngliclien  Gleickungeii  hat  man  (s,  Fig.  16') 
y,  5,  T  duTcli  1/',  3',  n  —  T'  zu  ereetzen,  in  den  beiden  letzten  dagegen 
blos:    g',  T,  ta'  dui'cli    ij\  T\  n  —  ta.     Dasselbe   erreicht   man,    wenn   man 


y-y  \                         t-- 

T 

\ 

in  allen  vier  Gleichungen;  1/,  i/\  ft,  g,  T,  m'  durch  y',  j/,  —  a,  —  5,  T, 
n  —  <a  ersetzt;  demnach  bleiben  die  gefundenen  Gleichungen  richtig,  wenn 
man  y  mit  p'  vertauscht  und  a,  ra'  durch  —  a,  m  —  to  ersetzt.  Kürzer 
gelangt  man  freilich  zum  Ziele,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Gleichungen 
für  t  und  w'  richtig  bleiben,  wenn  man  y  mit  y'  und  m  mit  m'  vertauscht. 

S.  31,  Z.  12f.  (26,  Z.  llf.).     Berechnet  man    tg  (w -f  »'),    so  hebt 
sich  in  Zühler  und  Nenner  der  Paktor; 

1  —  sin  F{a)  .  cos  (F(i,')  —  F(^)). 
Der  K.  B.  hat  im  Nenner  von  Gl.  (32):  sin  F{y)  statt:  sin  F{a). 

S.  31,  Z.  15—17   (26,  Z.  14f,).     Sind  t  und  a  in  der  itichtung  nach 
y'  hin  zu  einander  parallel,  so  ist:  <o  ==  F(i/),  a' =  %  —  ^''{v'),  »Jso: 
cos  F(ß)  (1  —  cos  Fia))  =  cos  F(j/')  sin  F(a) 

cüs  F(>/)  =  tg  \F(a)  .  cos  F{y)  =  e—  cos  F(y), 
was  mit  (19)  übereinstimmt.     Demnach  kommt  aus  (31): 
n  F(a)  sin  J-(i/,  -l/P=  %'T  J'W"^osO'-jy) 


«  j-(0  = 


COS  J'(0  = 


n^fWi 


,'ir(y) 


"f(a)-f 


s  J-(a)  +  2sin'iF{a)sin'P(y) 


_C0B_J'[n)  _ 
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wo  das  Plus/eichen  genommen  ist,    weil  die  Winkel  !''((()    und  F{t)    beide 
spitz  sind.     Endlich  wird: 

_co^(a)_  1- cos  ■?>■«) 

1  -  cos  Fia)  eos  F{t) 


sin^  F(y)  = 


1.   (26,  Z.  11—6  V.  u.). 
F{ij)  =  2  arctg  (e-^) 


durch 

Differentiation ; 

m 

■i-f'(j,)  = 

1  +  e"*" 

_-sla 

-F(</)äS. 

Fern« 
oSer 

r  wird: 

i-ds' 
nach  S.  2 

,  Z.  5  V. 

nF(0-;-~ 

.inl'W.c 
.ini.'(a).c< 

•  F(,j).a 

Fiy-)) 
Fi,j) 

id,'~ 

1  — (1—  ),d3! 

(l-W./ 

m,,-Fj,Jj 

1- 

».•>(,) 

Endlich; 

cotw' 

da;' 

"F5)- 

«nf(o).co.f(.,) 
WrinFt!,-) 

-sinü-Cj.) 

(-.in^W«, 
«nfW 

AehnHi:h  ergiebt  sich: 


also  0)'^^  Jt  —  (0,  wenn  unendlich  kleine  Grössen  ei-ster  Ordnung  v€ 

lässigt  werden. 

S.  31,  Z.  10  V.  u.  (26,  2.  8  v.  u.).     Der  K.  B.  hat:  cot  m  statt: 
S.  31,  Z.  5—1  V.  u.  {26,  Z.  3  v.  u.  — 27,  Z.  l).     Werden   a,  ; 

und  2  unendlich  klein,  so  kann  man  nach  S,  21,  Z.  5  v,  u.  setzen: 

cos  F(-^  a)  ^  .J  rt ,     tg  F(g)  =  — ,     eos  ^'(2  ?)  =  ^  7 , 

sin  f  (()  =  1  —  1  (2^      sin  F{2q)  =1  —  22^, 

sin  F(«/'  —  ^)  =  1  —  ^  («/'—  ^/)^ 

wonach  sich  aus  den  vier  ersten  Gleichungen  des  §  21 
die  Gleichungen  des  Testes  leicht  ergehen,  da  augenschein- 
lich tg  y  =  oo  wird. 

Besonders  behalte  man  die  Gleichung: 


(VI) 


du  =  --i- 


'F{y) 


im  Ged&chtnisse,  die  sich  auf  die  Fig.  17'  hcKiebt, 

S.  32,  Z.  2—6  (27,  Z.  2—5).    Mac  erinnere  sich  j 
die  Gleieiucg  (V);  es  wird  demnach: 
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]/Bin'F(a^j-"sm»f(r) 

Die  Integration  hat  keine  Sühwierigkeit,  da  s'm^ F{x)  dx  =  ij  cos  F{x)  ist 

S.  32,  Z.  7  f.  (27,  Z,  6),  nämlieh  Dach   14III. 

S.  32,  Z.  14  (27,  Z.  12).     Der  K.  B.  hat  (24)  statt  (29). 

S.  32,  Z.  15  V.  n.  (27,  Z.  11  v.  u.).  Der  Nenner  iLlsst  sieh  in  der 
Fonti  4UV  darstellen,  wenn  man  setzt: 

V  =  sin^  hi^  +  -^''C')  ■  ß'""  —  sin-  {-  (A  —  F(l))  .  d' 

V  =  eos^  {{-A  —  F(,t)) .  C  —  cos^  i  (^  +  F{1))  .  e-% 
dann  wird  zugleich: 

ds  _  sin^jA-  Fa)).e''    ,    cos^  (A  -  Fß)^ 
dx  Ü  "1"  "■■"  "  V" 

S.  32,  Z.  10,  9  V.  u.  f27,  Z.  6  v.  «,).  Wondet  man  die  Gleichungen 
141  und  17 II  auf  die  beiden  Dreiecke  in  Fig.  18'  an  und  schafft  sin  J&X**) 
weg,  so  kommt: 

cos  A  .  cos  F{t)  .  cos  F{s)  -f- 


sinF(i).jinf»  _ 
"r.inP(x).sinJ-(y)        '' 
Setzt    man    hier    für    sin  F(s)    seinen 
Werth    aus    (31)    ein,    nachdem    man 
"1  J/i  y\  '    durch     X,  l,  y,  s    ersetzt 
hat,  so  bekommt  man: 

cos  A  .  cos  ^-(0  .  cos  F{s)  + 

_  ji^-F{h 

"T  1  -  sin  F\x) .  cosF  (i) ,  cos"j'(j,) 


und  hieraus  ergiebt  sich  bei  Benutzung 
Textes  für  cosJ'(sl 

S.  32,  Z.  8  —  6   V.  u.  (27,  Z.  5,   4  v.  u.).     Es  wird  ja: 


(24)   sofort  der  Ausdruck  des 


sin^  Fd) : 
S.  32.     In  der  Fig.  14 


1  ~  cos  F{x) 
ies  K.  B.   sind  ( 


^F(x) 
F(l)  (1  - 


-co^i'W 

!  Buchstaben  s  und  5'  nicht 


S.  33,  Z.  4  (28,  Z.  3).    Der  K.  B.  hat:  Gl.  (28),  (29)  statt;  (29),  (19). 

S.  33,  Z.  7   (28,  Z.  6).     Der  K.  B,  hat:  Y^^"  —  ms^  F{y) . 

S.  33,  Z.  8—12  (28,  Z.  7—10).  Man  vgl.  hierzu  Fig.  19'  und  be- 
achte, dass  die  beiden  Gränzkreisbögen  auf  jeder  der  beiden  Parallelen  ein 
Stück  von  der  Länge  t  abschneiden. 

S.  33,  Z.  14— 16  ('28,  Z.  12— Mj.    Der  K.  B.  hat:  s  =  s'.  e"'.    Eine 
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Ableitung  der  Gleichung  (36)  aus  den 
Eigenschaften  des  Gränzkreises  findet 
man  in  §  117  der  N.  A.,  hier  S.  189  f. 
Allerdings  wird  dort  nur  gezeigt,  dass 
s'fi=S.e~'  ist,  unter  c  eine  Zahl  >  1 
verstauden,  für  die  man  bei  geeigneter 
Wahl  der  Längeneinheit  die  Grundzalil 
der  natürlichen  Logarithmen  sefeen 
kann.  Spilter,  in  §  137,  hier  S.  212ff., 
zeigt  sieh  dann,  dass  diese  Wahl  der 
Längeneinheit  mit  der  in  §  12,  8.  2a 
getroffenen  übereinstimmt. 

S,  33,  Z.  15,  13  v.u.  (28,  Z.  U, 
12  V.  u.).  Im  K.  B.  lauten  diese  Glei- 
chungen: 


=  sin^  J'X?/),         -J7 —     =  siu*  ^''W)- 


(VII) 


33,  Z.  11—8  V.  u.  (28,  Z.  11- 
I  cot  J'O/)  =  cot  ■^(»■)  ■  sin  ¥-, 
I  cos  F{x)  ==  cos  F(r)  .comp, 
ngekehrt,   nach   141,   V: 


V.  u.). 

11  r(„)  _ 


Nach   11 TI,  III  ist; 

nF{r) 


j  Sin  >■(.■)- Sin  F(ar).™  ;.-(;/) 

I       tg  ,.  —  tg  F{!c) .  cos  F{,,), 

woraus   die    Gleichungen   des    Textes    leicht   folgen.     In   der   Gleicliung   I 


(VIII) 


:ot^  F(r}  statt:  coa- F{r). 
Nach    dieser    Zeile   sind   in    den  G. 


n  F(y)  hat  der  K,  B. 

S.  34,  Z    10  (29,  Z.  2  v.  o.). 
folgende  Worte  ausgefallen: 

„Ohne  diese  Annahmen  ist  es  unmöglich  ein  allgemeines  Verfahren 
zur  Messung  von  Fliicbenräumen  anzugeben.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
die  wirkliche  Messung  ebenfalls  darauf  gegründet  ist," 

S.  34,  Fig.  1 5.    Der  Buchstabe  /(  steht  auf  der  Figurentafel  des  A.  P. 

S.  34,  Z.  10—14  V.  u.  (29,  Z.  8—12).  Das  ist  die  einzige  SteUe, 
an  der  Lobatschefskij  die  Abstandslinie  erwähnt,  das  heisst,  den  Ort 
aller  Punkte,  die  von  einer  gegebenen  Geraden  gleichen  Abstand  haben. 
Es  bleibt  daher  auch  ungewiss,  ob  er  erltannt  hat,  dass  die  gewühnlichen 
Kreise,  die  Grilnzkreise  und  die  Abstandslinien  die  drei  Arten  von  Kreisen 
sind,  die  man  in  der  nichteulilidi sehen  Geometrie  unterscheiden  muss. 
Dagegen  macht  Johann  Bolyai  in  seinem  Appendix  von  der  Abstands- 
licie  den  ausgiebigsten  Gebrauch.  Uebrigens  stimmt  das  Lobatschefskij- 
8che  Verfahren  zur  Untersuchung  des  Dreiecksinhalts  vollstilndig  mit  dem 
von  J.  Bolyai  angewendeten  überein  (s.  Appendix,  §  3!)£F.).  Lobatschefskij 
selbst  wendet  es  spater  auch  auf  die  Untersuchung  des  Inhalts  sphärischer 
Dreiecke  an,  s.  N.  A.,  §  68,  hier  S.  133—135. 

Uebrigens  hat  auch  schon  Saccheri  in  seinem  Euclides  ab  omni  naevo 
vindicatus,  Mailand  1733  den  Begriff  der  Abstandslinio  eingeführt  und  eine 
Anzahl  Sätze  über  diese  Kurve  bewiesen,  s.  P.  Tb.,  S.  123  ff. 
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AnniertiingOD 


11^  =  - 


Man  beachte  übrigens,  dass  die  Winkelsummg  des  Vierecks  AFG-Ü 
erhalten  wird,  wenn  man  n  zu  der  Winkel  summe  des  Dreiecks  ABC  hin- 
zufügt. Demnach  haben  alle  die  im  Teste  besprochenen  flächengleicben 
Dreiecke  auch  gleiche  Winkelsummen. 

S.  34,  Z.  3  V.  u.  (29,  Z.  11  v.  u,).    Der  K.  B.  hat:  c  <  c'  statt:  c  >  c', 
S.  34,  Z.  14  Y.  u.— 35,  Z.  13  (29,  Z.  12  —  30,  Z.  2).     Die  Gleichung: 
asF{h)_ 
■s  F(]  c) 

wäre  nur  richtig,  wenn  i.  f  AC  = -^tc,  also  i.  jF'.(J  i>  =  ^  ^t  ■ — -^  wäre; 
dann  würde  sie  aus  14 III  folgen.  Dann  aber  wäre  auch  l_ACG  =  CAF  =^^tc^ 
und  das  Viereck  AFGC  enthielte  vier  rechte  Winkel,  was  unmöglich  ist. 
Aehnlieh  verhält  es  sieh  mit  dem  Schlüsse,  der  nachher  gezogen  wird,  dass 
jedes  Dreieck  ABC  in  ein  rechtwinkliges  von  gleichem  Flächeninhalte  ver- 
wandelt werden  könne;  da  nämlich  flächengleiche  Dreiecke  stets  gleiche 
Winkelsummen  haben,  so  lässt  sich  ein  Dreieck  nur  dann  in  ein  recht- 
winkliges von  demselben  Inhalte  verwandeln,  wenn  seine  Winkelsumme 
>  \7t  ist. 

Dieses  merknurdige  Versehen  Lobatschefskijs  hatte  sich  nur  durch 
vollständige  Umgestaltung  des  ganzen  hiei  in  Rede  stehenden  Abschnittes 
beseitigen  lassen,  ca  erschien  dahpi  angempsi^en,  den  Text  des  Originals 
beizubehalten  und  die  Richtigstellung  m  einei  Anmerkung  zu  geben. 

Wh   bezeichnen,  wip  im  Texte  den 
Winkel   JjAC  mit   A   und   ausserdem 
den  Winkel    FAB    (Fig,  20')    mit  a, 
wo  a  positiv  oder  negativ  zu  nehmen 
ist,  jenachdem  Z*  rechts  oder  links  von 
F  liegt.     Dann  ist  nach  14 III: 
__  w^F{h) 
'^°"'        cosJ'(U)' 
eine  Gleichung,  die  möglich  ist,  so  lange 
c>2?(.,     weil    dann    F{^  c)  ^_  FQi). 
Man  kann  also,  indem  man  c^  aus: 
cos  F(^  Cj)  =  cos  a  .  cos  F(-|  c) 
i   Aenderung    der   Winkel  summe    in    ein 
fläch  engl  eich  es   AB^C  verwandeln,    dessen    Grandlinie    wieder   AC  ist   und 
dessen  von  A  ausgehende  Seite  AB^^e^^  ist  und  auf  DE  senkrecht  steht. 
Dagegen  kann  man    das  Dreieck  ABC  unter  Beibehaltung  der  Grundlinie 
AC  nur  dann,   dann  aber  auch  stets,   in  ein   rechtwinkliges   von   gleichem 
Inhalte  und  von  gleicher  Winkelsumme  verwandeln,   wenn   die  auf  AC  in 
A  errichtete  Senkrechte  die  Gerade  ED  oder  deren  Verlängerung  trifft. 
Ist  andrerseits  c''^c,  so  kann  man  a'  aus  der  Gleichung: 

, cosa  ,  C03F(5e) 

cos  ß  —  —^^fp^:^-^--J- 

bestimmen  und  gelangt  so  ohne  Aenderung  der  Winkelsumme  und  des 
Flächeninhalts  zu  einem  Dreiecke  AB'C,  das  wieder  die  Grundlinie  AC 
hat   und   dessen   Seite   AC'=^  c'   ist.     Man    erhält   dieses   Dreieck   sofort, 


ri/ 

/ 

/ 

\ 

s 

/ 

1 

' 

■7" 

V 

g 

* 

<■ 

bestimmt,    das   Dreieck   ABC    ohm 
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wenn   m^n   auf  i^O    den   Punkt   D'  so    bestimmt,   dass    Ah'^^c'   wird, 
and  dann  AI)    über  Ji    hinaus  soweit  verlängert,  big  man  ÄC'=c    erhält. 

Hienn  lie^t  dasi  sich  zwei  beliebige  Dreiecke  ohne  Veränderung  ihrer 
Fld,Lheninhalte  und  ihiei  Winkelsummen  stets  so  verwandeln  lassen,  dass 
sie  eine  Seite  gemein  habeu  die  dann  als  gemeinsame  Grundlinie  beider 
Dreiecke   benutzt   weiden  kann 

Denken  wir  uns  jetzt  wieder  da&  Dreieck  ABC  (Fig.  20')  und  das 
flichengkahe  \ietf  k  At  Gi    in  dem  FA^GC'^h  und 

LÄFG  =  LF&a^i^n 
ist.     Wir    halbiren  AC  in  li  und  FG   in  K  und    ziehen  HK\   dann    sind 
die  Winkel  bei  H  und  K  augenscheinlich  Eechte.     Setaen  wir  daher  noch 
HK  ^=  u,  FK^=v,   so   gelten   für   das  Viereck   AHKF^   das   drei    rechte 
Winkel  enthält,  nach  S.  25   Gl.  (20)  die  Beziehungen: 

Lg  1^^  -f  a)         cos  F{u)  cos  F{v) ' 

woraus  hervorgeht,  dass  der  spitze  Winkel    A -\-  a  1>  F(-J- (/)    und   >  /''(/') 
ist.     Ferner  ist  nach   S.  26,  Gl.  (22): 

tgF{ib)^siRF{h).i8Fiv), 


also   wird: 


te{A  +  ') 


i'F^i  b)  +  lg- ^» 
CO.  Fii  i;) 


cos  (,A  +  «)  =  cos  -F(|  6)  .  cos  F(k) , 

mithin  ist:  A  +  aKFi^b^  +  Fik).    Setzen  wir  dajier  a"=A-\ 
so  wird  a" -C  F(li^  und  wir  können  c"  aus  der  Crleichung; 


-nw, 


cosF(^0  — - 


•sFiK) 


bestimmen.  Damit  ist  unser  ursprüngliches  Dreieck  in  ein  fiächei 
AS"C  (Fig.  21')  verwandelt,  das  dieselbe  Grundlinie  AC=^i  bat, 
der  Winkel  bei  A  gleich  F(i^h)  und  die 
Seite  AB"  gleich  c"  ist.  Die  Winkel- 
summe des  neuen  Dreiecks  ist  wieder 
gliicli  der  des  alten 

Schneller  gelangt  man  zu  diesem 
Dreiecke  lem  geometrisch  Es  ist  ja  un 
mittelbai  klar,  dass  die  von  A  aus  zu 
HK  gezogene  Paiallele  AA  in  dem 
Winkeliaume  i AH  hegt,  weil  die  Un 
raden  AI  und  HK,  die  beide  auf  fK 
senkieckt  stehen,  einander  nieht  schneiden 
können  Demnach  must,  diese  Pat  allele 
AA  die  Uende  FK  in  einem  Punkte  L 
zwischen  F  und  K  schneiden,  und  macht 
man  jetzt  LB  =  AL,  so  eihalt  man  ein 
Dieieck  AB  C,  das  dem  Vi ei ecke  AFGC 
und  il'-o    am  h  dem  urspiimglnhen  Drei 


gleiches 
'ährend 


r  JJ        Ji 

ff' 

\ 

f         # 

k 

\ 

1    ' 
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ecke  ASC  flächengleich  ist.     Der  Winkel  B"AC  aber  ist  dann  nach  der 
Konstruktion  gleich  J'(^ft). 

Durch  das  Vorstehende  ist  gezeigt,  dass  man  zwei  beliebige  Dreiecke 
ohne  Aenderung  ihres  Inhalts  und  ihrer  Winkel  summen  so  verwandeln 
kann,  dass  sie  die  Grundlinie  h  gemein  haben  und  dass  in  beiden  der  eine 
an  der  Grundlinie  liegende  Winkel  gleich  Fi^V)  ist.  Haben  nun  die  ur 
sprünglichen  Dreiecke  gleichen  Flächeninhalt,  so  müssen  offenbar  die  vei 
wandelten  Dreiecke  einander  decken,  demnach  sind  auch  die  Winkel  summen 
der  ursprünglichen  Dieiecke  gleich.  Haben  andrerseits  die  beiden  ui'iprting 
liehen  Dreiecke  gleiche  Winkelsummen,  so  können  die  Inhalte  der  vei 
wandelten  Dreiecke  nicht  verschieden  sein,  weil  sonst  der  Unterschied  der 
Inhalte  ein  Dieieck  bildete,  dessen  Winkelsumme  gleich  jc  wilre.  Folg- 
lich sind  zwei  geradlinige  Dreiecke  stets  dann  aber  auch  nur 
dann  flächengleich,  wenn  sie  gleiche  Winkelsummen  haben. 

Bei  allen  diesen  Betrachtungen  ist  allerdings  zunächst  vorausgesetzt, 
dass  alle  Ecken  der  Dreiecke  im  Endlichen  liegen,  dass  also  in  keinem 
der  Dreiecke  zwei  Seiten  parallel  sind.  Merkwürdiger  Weise  erwähnt 
Lobatschefskij  diesen  Fall  hier  gar  nicht.  Wir  wollen  daher  auch  nicht 
auf  ihn  eingehen  und  nur  bemerken,  dass  der  vorhin  ausgesprochene  Satz 
bestehen  bleibt.  Es  beruht  das  darauf,  dass  jedes  geradlinige  Dreieck  der 
nichteuklidischen  Geometrie  einen  endlichen  Flächeninhalt  besitzt,  selbst 
wenn  bei  ihm  parallele  Seiten  vorkommen.  Man  kann  das  leicht  beweisen, 
wenn  man  sich  auf  den  Satz  stützt,  dass  der  von  einem  Gränikroisbogen 
und  von  zwei  parallelen  Äsen  dieses  Bogens  begränzte  Flächenraum  stets 
endlicü  und  zwar  der  Länge  des  Bogens  proportional  ist  (vgl.  8,  273f,). 

S.  35,  Z.  15—22  (30,  Z.  3—7).  Denkt  man  sich  ein  beliebiges  ge- 
radliniges Dreieck  dmch  gerade  Linien  in  eine  Anzahl  Dreiecke  zerlegt,  so 
ist  augenscheinlich  der  Betrag,  der  der  Winkelsumme  des  ganzen  Dreiecks 
an  jt  fehlt,  gleich  der  Summe  der  Beträge,  die  den  Winkelsummen  der 
eioKelnen  Dreiecke  an  «  fehlen.  Hierin  liegt,  dass  die  Winkelsumme  eines 
geradlinigen  Dreiecks  abnimmt,  sobald  der  Inhalt  des  Dreiecks  wächst.  — 
Hat  man  andrerseits  zwei  beliebige  Dreiecke,  deren  Inhalte  verschieden  sind, 
so  kann  man  die  nach  dem  Früheren  ohne  Aenderung  der  Inhalte  und  der 
Winkelsummen  in  zwei  Dreiecke  verwandeln,  die  eine  Seite  und  einen  an- 
liegenden Winkel  gemein  haben.  Von  den  beiden  verwandelten  Dreiecken 
ist  jetzt  das  kleinere  ganz  in  dem  grosseren  enthalten  und  hat  daher  eine 
grössere  Winkelsumme  als  dieses.  Die  Betrachtungen  des  Testes  sind  also 
in  Ordnung,  wenn  man  für:  „und  den  rechten  Winkeln"  setzt:  „und  den 
anliegenden  gleichen  Winkeln". 

Die  übrigen  Entwickelungen  des  ganzen  §  25  sind  allerdings  zunächst 
nur  auf  solche  Dreiecke  anwendbar,  deren  Winkelsumme  >  ^  Jt  ist,  die  sich 
also  in  flächengleiche  rechtwinklige  verwandeln  lassen.  Da  man  aber  jedes 
beliebige  geradlinige  Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  zerlegen  kann,  so  zeigen 
diese  Betrachtungen  doch,  dass  der  Betrag,  der  der  Winkelsunune  eines 
Dreiecks  an  jt  fehlt,  als  Mass  für  den  Dreiecksinhalt  genommen  werden  kann. 

8.  35,  Z,  13—9  V.  ü.  (30,  Z.  8—13).    Vgl.  die  Anm.  S,  249,  Z.  4  v.  u. 

S.  35,  Z.  8—5  V.  u.  (30,  Z.  14—11  v.  u.).  Man  muss  sich  erst  y 
aus  der  zweiten  Gleichung  bestimmt  denken  und  dann  c  ans  der  ersten. 
Das  rechtwinklige  Dreieck  mit  den  Katheten  a  und  c  hat  die  Winkelsumme 
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«  —  ()*:  m)  .  s  =  n  —  s'  und  ist  daher  nach  dem  Früheren  dem  Dreiecke 
A'  flüehengleich. 

S  35,  Z  ^  V  u— '6,  Z  2  (30,  Z  b  v  u)  Die  Worte  ,glei«he" 
und  „von  denen  in  m  gleiche  Theile  sind  in  den  (r  A  ausgefallen. 
Das  letzte  ,^Ieiche '  ist  ein  Zusatz  der  Ueberset^iing  und  Iwtte  in  eckige 
Klammfm  eingeschlossen  weiden  sollen 

S  3b,  7  13—15  {31,  Z  If)  J  ist  dasselbe,  was  auf  S  24  (8.  20) 
mit  2  c)  bezeichnet  ist  Die  Ableitung  des  Werthes  von  tg  w  ist  in  der 
zugehörigen  Anmeikung   S   2J9,  Z  4  v  u   auaemanderge setzt 

Da  Lobatschefski]  hier  blos  die  Winkelsummo  des  iLclitwinkligen 
geradlinigen  Dieiecks  durch  dessen  Seiten  auadiufkt  S3  scheint  es  ange- 
hiaebt,  die  Ableitung  mitzuth eilen,  die  ei  apjtei  ib  einer  andern  Abhandlung 
für  die  Winkelsumme  eines  btliehigcn  geradlinigen  Dieiecks  entwickelt  hat. 
Man  hndet  diese  Ableitung  m  der  I  b  E  ,  s  K  d  S  18^5,  I,  1 6  ft"., 
G.  A.  I,  b.  7S  und  n  dei  I.  (.  F.  s.  f. eile,  M  \\  II,  b  >U11.,  G.  A.  II, 
S.  588  f. 

Aus  der  Gleichung  17II  auf  S.  21   folgt; 

1  sinJ-(«)-3mF(&).siiiJ.-(c) 

siaF{a)'  cosJ-(&).cosJ'V) 

oder  nach  S,  243,  (I): 

mithin,   wenn   man   <i  '\-  h  -^X  ^  a  setzt: 

ä  ,    A  (e'-^"— 11(1-'  — 1) 

cos"  \A  =  -  -J--  ■  -  ~     —- 

(e"_i)(e"_i) 

Da  diu   Winkel   .J  J,    J  Jf,  ^6'  notfawendig  apit/,  siud,  m  findet  mau  leiebt; 


>-!<-■ 


sintU+B)-''' 

1{A  +  l:+  V)~"- 
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und  somit  schliesslich.: 
(IS)   cos^(X  +  5  +  C)  = 


_l/(/~l)(e— 


(e''  +  l){e'+l)(e'+l) 


Hierbei  sind  einige  Druckfehler  der  G.  A.  berichtigt. 

Setzt  man  A-\- B -{-- C^-n  — J,  so  liefert  diese  Formel  den  Flächen- 
inhalt J  des  Dreiecks,  ausgedrückt  durch  die  Dreiecks  Seiten  a,  6,  c;  für 
unendlich  kleine  Seiten  o,  1>,  c  verwandelt  sie  sich  in  die  bekannte  Formel 
der  Euklidischen  Geometrie; 


i  hat  Taurinus,  dieselbe  allgemeine  Formel  für  J  schon  1826  in 
seinen  „Geometriae  prima  elementa     ver  ffentlicht    s   P   Th    S    2"  ' 

Eine  andre,  viel  umstandhi-hcie  Ableitung  der  Formel  für  Ä-^  B  -\-  C 
giebt  Lobatschefskij  m  der  P  G  B  und  F  s,  G  A  I  &  5oGff.,  II, 
S,  666  ff.,  und  zwar  ist  die  Ableitung  deshalV  so  umständlirh  weil  er  dort 
nicht  die  Exponentialfunktion  einfuhrt  sondern  stets  mit  den  Funktionen 
sin  n(a)  und  so  weiter  arbeitet  die  Endformel  für  los -if  {A -\-  B  -j-  Cj 
bekommt  daher  auch  eine  andre    bei  Weitem  nicht  S)  einfache  Gestalt. 

S.  36,  Z.  11—7  A  u  (31  Z  12— Ib)  Man  erh&lt  nämlich  nach 
S.  244,  (II): 

■af(p).sinr(c) 


.  (Ä  +  Ä)  =  - 


a  FC«)  - 
■  tg  F{ß  - 


da  die  Winkel  Ä -\-  Ä'  und  F(ß  —  «)  beide  <  tc  sind,    die  Glei 


statt :   TT  ■ —  Ä  — 
-32,  Z,  1),    In  Fig.  22'  ist  nach  14IV: 


tg(«  +  ^ 


-  sin  F(r) 

n  F{r) 


tg  c  {1  —  sin  F(r))         ti 
denn  A  ist  gleich:  {n  —  (a  -\-  ß).    Per 


iF(r), 


nX=cos(. 

.in  «  _  «i^yi 


+  n- 


"s  '-'  ünF(r)  ,mF(r) 

S.  37,  Z.  16f.  (S2,  Z.  2f.).     Beide  Ausdrücke  nehmen  für  \ 
dendes  a  den  Gränzwerth  an: 


S.  37,  Z.  11  V.  u.  (32,  Z.  8).  Erst,  bei  Vergieichung  der  beiden  im 
Gaussschen  Nachlasse  vorhandenen  Hefte  des  K.  B.  habe  ich  bemerkt,  dass 
der  Origiaaldmck  hier  und  im  Folgenden  überall  dS  und  S  hat,  wofür  in 
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Ci^bor  die  AnfangEgninJe.     S,  SS— 

-len    (i,    A.    hilchst    iinnöthigni-  WpIsp    zum    Theile 
Lobatscliefskij    wendet  durehgehRiids  .«  und  ds  h 
FlächenrUmnen  dagegen  S  und  ilS.     Von  g  ü2    an 
das  riebtige  S. 

S.   37,  Z.  12—.')  V.  u.  (32,  Z.  7—14).     Es  wii-d: 


fs'  UTid  .1  gesetzt  ist. 
i  Eogenlängen  an,  liei 
haben    auch    die  (i.  A. 


=  cot  {  F{a) 


i- 


1  +  « 


S.  37,  Z.  2  V.  u.— 38,  Z.  10  v.  o.  (32,  Z.  12— :j  v.  u.).  Nach  Gl.  (35), 
S.  31  ist  der  Winkel  a'  zwischen  der  Kurven tangente  und  der  Ordinate 
£  (s.  Fig.  23')  durch: 


nF{y) 


bestimmt,  während  nach  S.  263,  Z.  11)  a^n — m 
ist,  wenn  man  unendlich  kleine  Grossen  erster 
Ordnung  vernachlässigt.  Nach  Gl.  (24),  S.  27 
ist  ferner; 
cosf(^)  = 


TfÜ  -  '^"^^^^  ■  cot«  .cotPtrf^) 

=  cos  F{i,)  +  sin*  F(ß)  du 

=  cos  F{y  +  dti) 

=  eosF(»y'), 
wobei   die  unendlich   kleinen  Grössen   zweiter 
Ordnung  vernachlässigt  sind. 


Der  K.  : 


bat: 


bestimmt,  folglich  ist;  e  =  y." 

8.  38,    Z.   15  f  (33,    Z.  2  f.) 
ün^  F{x)  .  dx^du,  also: 


Setzt    man:    cos -/■'(.«)=  m,    so    wird: 


,,,,_;'lS^T/-ir:»---_i 

1  —  M-  r   Em'  F\,r) 


sin7'»ycos'F(.r)-«» 
eite  Differential  aber  verwandelt  sich  bei  der  Substitution: 


_smF(r)^»^_^      _ 
M')]/«ia*jP(j-)—  «"' 


das  heisst:  v  =  cot  F{t), 
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sin  F(r)  dv  =  _  _  tg  F(r)  dv    _ 

y^l  +1,«)  cös^  i\r)  -  ^'  ~     yn^"^j>^"".  «*  * 

Integrirt  wird  von  x  ^0  an,  wo  Fix)  ^  -^  sr  wird. 

8.  38,  Z.  14  T.  u,— 39,  Z.  3  v.  o.  (33,  Z.  4—18).     Nach    IUI,  III 
ist  in  Fig.  24': 


'  tgJ-(aV 


und   nacli    §  25    ist   der  Flächeninhalt   des   Dreiecks    OÄB    gleich 


W 

X 

Werden  die  ic  nicht  mehr 

von  0   aus   nach   rechts, 

^             sondern  von  0'  aus  nach 

\            links  gerechnet,  so  muss 

\         man  r  —  a;  an  die  Stelle 

,,.     \        von    X    setzen    und    den 

\       so  entstehenden  Ausdruck 

\      von  dem  Viertelkreise; 

abziehen,  um  den  Kreisa 
Gleichung  des  Kreises  je 
sinf 
so  wird: 

/ 

V 

Für  .•  —  oo   wM  schlie 

0                  ^ 

jsehnitt  zu 
tzt  folgende 
{r  -x).si 

A 

erhalt 

en.     Da  überdies  nach  S.  27   die 
n  lautet: 
=  sinFO-), 

— 

cos.F(r) 

tg  F{r) 
tg  F(y) ' 

— 
slich 

ot'  F(r  —  X) 
cot'  F(r, 
F(r)  =  0, 

cos  Fii,) 
co.F(,r/ 
also: 

-  sin  F(i/)  dl) 


S.  3H,  Z.  1  V.  u.  (33,  Z.  15)  hat  der  K.  B.  cos  F(x)  statt:  cos  F(ß). 
S.  39;  Z.  4—6   (33,  Z.  8,  7  v.  a.)-      Aus    sin  Fit/)  =  e"'    (s.  S.  27, 
Ul  (-27))  und  aus    8.  263,  (V)  folgt  ja:   dx  =  cos  F(y)  .  dy,  also  wird: 
_  coa'F(y)rf>/  _  _Jy 
"*-       sinF[3/)  "  — 8inF{y) 
^d{cotF(j,))  +  dF(p). 
S.  39,  Z.  6—12  (33,  Z.  7—2  v.  u.).     Denkt    man    sich    in    Fig.   24' 
den  Punkt  0'  fest  und  lässt  0  auf  der  Geraden  O'O  ins  Unendliche  rücken, 
so  geht  der  Punkt  B,   dessen  Ordinate  ^  ist,   in  einen   bestimmten  Punkt 
des  GrSmzkreises  durch  0'  über,  der  O'O  zur  Äxe  hat;  <p  wird  dabei  =0, 
ifi  =  F(*/),    also  der  FlSlehenraum  des  Dreiecks  BAO   gleich    -^  jt  —  F{y)- 
Man    kann    aber    auch    so    verfahren:     In   Fig.  25'  sei    B£'  parallel  AA\ 
dajin  ist  nach  Gl.  (19),  S,  25: 

cos  ^"(2)  =  e-".  cos  .f  ■(.'.') 
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und  demnach   der  von  AB    und 
I  Plächenraiim  gleicli: 


Ueber  die  AiifangsgrüiKle,     S.  3S,  3i).  273 

den   beiden  Parallelen  AA'  und  BB' 


Ist  überdies   CB  ein  Grilnzkreis  mit  der  Axe  CA',  so  ist  der  Pläclienraum 
CAB  naoli  dem  Früheren  =  cot  F(ff)  —  ^ra  +  F(v) 

S.  39,  Z.  12  (33,  Z.  2  v.  u.)  hat  dei  KB  (39)  stdtt  (29) 
8.  39,  Z.  16  (34,  Z.  3).  Diese  Gleichung  tragt  im  K.  B  de  Nummer  (J9  ). 
S.  39,  Z.  20—24  (34,  Z.  7—9).  Der  K  B  hat  (26)  statt  (ot  )  Eine 
solche  Ableitung  der  Gleichung  (36")  findet  bth  in  !?  117  der  N  A  hier 
S.  189  f.  Die  Gleichung  (39a)  wird  ganz  Ihalich  abgeleitet  Man  denki 
sich  za  diesem  Zwecke  (Fig.  26',  S.  274)  zwisuhen  zwei  parallelen  I.  eiaden 
als  gemeinsamen  Axen  eine  unendliche  Reihe  vnn  Gran/kieisbcgpa  derart, 
dass  je  zwei  aufeinanderfolgende  wie  in  Fig  1  I  S  265  auf  den  \sei  die 
gleichen  Stücke  (  abschneiden.  Der  erste  uni  grösste  d  eser  Giduzkreis- 
bogen  sei  gleich  s,  die  folgenden  also  der  Euhe  nach  glPich  '  i~  , 
s  .e~"^',  ....  Ist  dann  S  der  Inhalt  des  Flächenstucks  zwischen  den  beiien 
ersten  Gränakreisbögen  und  den  beiden  Axen  so  ist  S  augenscheinlu  h  dem 
S  proportional,  und  die  übrigen  Flächenstucke,  die  'von  den  bellen  Axen 
und  von  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Grdnzkreisbogpn  begrduzt  weiden, 
sind  daher  der  Eeihe  nach  gleich;  S .  e~',  S     e~  Die  Su  ime  aller 

dieser  Flachen  stücke : 


S.(l  +  e-'  +  e 


■)■ 
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ist  der  Inhalt  des  Fläehenraums  zwischen  dem  Bogen  s  und  den  beiden 
Äsen;  da  aber  dieser  Inhalt  nicht  mehr  von  (  abhängen  kann,  so  ist  noth- 
wendig: 

S=  c.  s(l  —  e-'). 


Hier  ist  c  eine  Konstante ,  d 
und  die  gleich  1  wird,  wenn 
leien   Äsen  bekränzten  Flächt 


von    der  Wahl   der  Flächeneinheit    abhängt 
nan  den  vom  Bogen  1  und  von  zwei  paral- 
ur  Fliltheneinbeit  wählt. 


Man  findet  diese  Betraclitungi 
und  II,  S.  622.    üebrigens  wendet 
in  §  37,  S.  46  f.  (S.  40  f.),    ganz 
von  Eauminhalten  an. 

S.  33,  Z.  3  V.  u.  — 40,  Z.  4  (.34,  Z.  10—15), 


der  P.  G.  R.  und  F.,  G.  A.  I,  S.  494 

obatschefskij  schon  bald  nachher, 

Weise    auf  die   Berechnung 

Ins    Fig.  27'  liest   man 
die  Gleichung: 

unmittelbar   ab.     Nach 
S.  244,  (II)  ist  nun: 

sin  F(r)  = 


i-  —  ^9- 


S.  40,  Z.  9—16  (34,  Z.  11—7  v.u.).  Der  Flächenraum,  der  zwischen 
der  ar-Axe,  der  y-Axe  und  der  durch  den  Endjitunkt  von  x  gezogenen  Paral- 
lelen   zur    H'Ase   Hegt,    ist  nach   S.  273    gleich    in:  —  iXx),    woraus   der 
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Ueber  die  Anfangsgründe.     S.  39,  40. 
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Werfct:  —  dF(x)  für  den  im  Teste  beschriebenen  unendlich  schmalen 
Flächenraura.  folgt.  Als  Gränze  dieses  letzteren  kann  man  sich  statt  der 
.i!-Axe  auch  einen  unendlich  kleinen  Gränzkreishogen  denten,  der  Ton  dem 
Endpunkte  von  x  ausgeht  und  die  YOn  x  und  x  -^  dz  aus  gezogenen 
Parallelen  zu  Axen  hat.  Nach  S.  39,  Z.  9  — 12  ist  dann:  —  dF{x)  zu- 
gleich die  Länge  dieses  UrUnzkreisbogens.  Denkt  man  sich  femer  das  un- 
endlich kleine  Kurrenstüct,  das  zwischen  jenen  beiden  Parallelen  liegt  und 
von  dem  das  Plächenelement  ds  begränzt  wird,  ebenfalls  durch  einen  un- 
endlich kleinen  Gränzkreishogen  ersetzt,  der  die  Parallelen  zu  Äsen  kat,  so 
hat  dieser  Gränzkreia bogen  nach  Gl.  (36),  S.  33  die  Länge:  —  c~''.dF{x), 
und  durch  denselben  Ausdruck  wird  das  zwischen  ihm  und  den  beiden 
Parallelen  liegende  Flächenstück  dargestellt.  Hiernach  ergiebt  sich  der 
Werth  von  ds  unmittelbar. 

S.  40,  Z,  15  (34,  Z.  8  v.  u.).     Der  K,  B.  hat  hier:  „Formel  (37)". 

S.  40,  Fig.  17.     Es    erschien   aweckmüssig    diese   Figur   so    zu    stellen 
wie  hier,  während  sie  aller- 
dings im  K.  B.  und  auf  der 
von  Lobatschefskij  eigen- 


tafel  des  A.  P.  umgekehrt 
stebt,  also  die  a^-Äxe  oben 
und  das  ^X^)  verkehrt. 

S.  40,  Z.  9,  H  V.  u.  (35, 
Z.2,  3).  DerKB.hat:  e-"' 
statt  C'  und :  Fig.  1 1  statt  1 7 . 

8.40,  Z.  2  Y.  u.  — 41, 
Z.  6  (35,  Z.  7—13).  In 
Fig.  28'  sei  AÄ'  parallel 
00',  dann  liefei-t  Gl.  1711, 
S.  21  auf  das  Dreieck  OAB 
angewendet  die  erste  Glei- 
chung des  Testes  und  ebenso 
erhält  man  für  das  Dreieck 
OÄC  die  Gleichung: 


~  cos^  F{cc)  .  cos  F{iO  + 

\ 

,     maF{u').smFix) 

\ 

die   übrigens  aus    der  Glfi 

\ 

thung  fm  ii  entsteht,  wenn 

\ 

man  ii  durch  —  u    ersetzt 

V 

Die   Gleichung  fui    H    käst 

\ 

siuh   nun   nach   &    J43,  (!) 

schreiben 

e''    sm^Fi7)- 

^'    sin  Fir) 

und    ea   erjiibt  sKh   tur  t 

der  Werth   d 

das  Pluszeichen  trtheilt  ist, 

weil  sich  für 

,s'F(x), 


dby  Google 


e»  =  cot  I  F(r) 
Dagegen  wird : 

e-"'  .  !iiiiF{x) 


Anmerkungen. 

±oo^F(r) 


]/cosVF(r)  —  sinVF(r)cosVF{£) 
-diTFiri 


weil  für  a;  ™  0  auch    u' =  r  wird,   und   dieser  Ausdruck  lässt  sieb   leicht 
auf  die  Gestalt  des  Testes  bringen.     Der  K.  B.  hat  irrthümüch: 

.  _  siaF{sü)  1 4- yi^ii^F^fii^Fy, 

amF{r)  l  +  cos^F(^) 

S.  41,  Z.  7—10  (35,  Z,  14—17).     Es  ist: 

/•  .      ■,./   X     ,  r  sin  F(r).  sin' F(x).dx 

I  e-"  .  sin  FM  .dx  ^  j  -^     -  ^  i  ^      -_- ■  - , 

J  y  1  +  Ycos^Fif)  -  ?iD'  Fyv) .  cos'n-c; 

oder,  wenn  cos  F(x)  i^  i?  =  sin  qi  gesetzt  wird: 


^   /'        sin F(r).d9 

^J  1  +  y^^-^F(ry^^^' 


I 


Hier  ist  das  zweite  Integral  in  der  Klammer  gleith: 

J  (1  +  &^  )/cos=  J'(r)  -  sin  ^F{r) .  ^^  "  ',/  Vi  -  tg'  J-« .  Ö^ 

und   von   diesen    beiden  Integralen    verwandelt    sich  das  erste  bei  der  Sub- 

^  _  J/cob'  >'M  -  sii^  Ffr)  ._sin=  er 
sintp 

^^-|/o.,.=  7--(r)-sin'j'('T,smV^ 
">  sin  .j. 

fthlt  das  Glied: 


-2      sinF(,-) 

S.  41,  Z.  10—12  (;-{5,  Z.  10,  1)  V.  u.)-  Dor  eben  gefundene  Plächen- 
raum  s  ist  gleich  der  Summe  aus  dem  Dreiecke  OAli  uud  dem  Kreis- 
ausschnitte  OBB  (Pig,  28').     In   dem   Dreiecke   ist   nach    Gl.   171,  S.  21: 

tg  F{x)  .  sin  ![.  =  tg  F{r)  .  sin  F{x)  =  ig  F{u)  .  üin  m  , 
also: 


stitution : 

,K« 

.8'J=-(r)-Bin: 
9 

«F 

(r). 

3  = 

=  - 

In 

dem  Aosdrueke  des 

K. 

B. 

fl 
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sin  ifJ  =  tg  F(r') .  cos  Fix) 
.  .i.FW.tgy(0 


%  F(ij  —  = 2—  •  sin  J^  (»)  -  tg  F(r) 


„m-r(i]  +  yoo,-r(r)-. 

n-y(r)..o 

■  ■J.'« 

co,F(,).ll+m 

s-i-M) 

eos'JM  +  Veo.'i-M- 

.m-f(,).. 

osTW 

tg  a , 

cos  F{x) .  { 1  -  -f/coa»  P(r)  -  sin'  F(r)  cos' F{a;) 

für  positives  x  nothweiidig  spitz  ist.     Hieraus 


'lIKr'^- 


<'F{f).c, 


cos  F{x) 


sich: 

~iM. 


a  =  arctg  (cos  Fix))  -j-  aretg 
Der  Inhalt  des  Dreieeks  ist 

und  der  des  Kreisausschnit- 
tes (s.  Gl.  (38),  S,  37): 

e«-")(.rn-W)-i). 

also  der  ganze  Inhalt 
»  =  i-«  -  F(x)  -  ♦  + 

was  mit  dem  vorhin  abge 
leiteten  Werthe  überein 
stimmt. 

S.  41,  Z.  :>  V,  u,  — 4'2 
Z.  2    (3ö,    Z.   5  —  8).     Di 
Quadrate  der  Abstände  zwi- 
schen den  drei  Punkten: 
X,  jj,  s     x-^-dx,  ij,  ^ 
x-j-  dx,     ij  ~\-  dy,  s 
haben  für  ^  =  0  die  Werthe : 
dx*  dx'     I     ,  fl       ,   ^ 

WT'      sin'r  +  ''^'      ''■'" 


(s.S.  31,  Gl.(34)ondS.  26;i, 

Gl.  (VI)).     Ist    -s  =1=  0,    so 

müssen  diese  Werthe  noch  durch  sin^  Z  dividirt  werden.     Ganz  ähnlich  i 

hält  man  hieraus  die  Ausdräcke  des  '('estes. 

S,  42,  Z.  3— H  (36,  Z.  !)— !l).     Setzt  man  die  im  Texte  angegeben 
Abstandsiiuadrate  der  Reihe  nach  gleich: 

h^  =  ß.df,     a^  =  a.dx^,     c^  =  a.dx^  -\-  ß.df 


ty-^^-ci;/, 
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SO  erhiilt  man  für  den  Inhalt  des  unendlich  kleinen  Dreiecks,  der  auf  Grund 
von  §  26    nach   den  Regeln    der  Euklidischen  Geometrie  zu   berechnen  ist; 

S.  42,  Z.  14  (S.  36,  Z.  6  v.  u.).  Diese  merkwürdige  Schreibweise  für 
eine  Gleichung,  die  man  sonst  durch  ein  Doppelintegral  ausdrückt,  erseheint 
nicht  gerade  empfehlenswerth. 

a.  42,   '/..  10  V.  u.  (36,  Z.  1  V.  u.).     Im  K.  B.  lautet  die  Formel: 

KilXdY/ 

wofür  in  den  G.  A.  höchst  überflüssiger  Weise  die  Formel  des  Textes  gesetzt 
ist.     Beide  Formeln  sind  allerdings  gleichbedeutend,  weil: 
dX=  —  smX.dx,     rfr=  — sinY.  t/y. 
S.  i-2,  Z.  7—1  V.  u.  (37,  Z.  3—7).     Mit  4  dY  wird  multiplieirt,  weil 
Jängs   der  x-Axq   vier   Oktanten    zusammenstossen.    Die    unbestimmte    Inte- 
gration ergiebt: 

J  yeln=ic7sin'"X"— "sin'  R~        ^'"        '  ^''^^'"  i/sin^  X  —  sin'^ ' 

WOZU   noch   die  Integrationskonstante   kommt.     Man  beachte,    dass  bei    den 

Integrationen  nach  Y  und  nach  X  jedesmal  ^-  tc  als  obere  Grande  genommen 

wird,  also  die  Werthe,   die  den  Werthen:   y  ^0   und  a;  =  0  entsprechen. 

S.  43,  Z.  6—9   (:■!?,  Z,  13— lö).     Nach  S,  244,  (II)  ist  nämlich: 

cos  li  —  cos  F(r  —  ■'")  ^  j  _  cosX'cös  If 

S  43  7  14—1  (  /  4—1  T  u  )  In  33  war  zuerst  nach  Y 
nd  3ann  nach  \  ntegr  rt  w  rd  n  Integr  rt  an  zuerst  nach  X,  so  stösst 
ma  1  gen  h  nl  h  auf  e  n  eil  j  t  sches  Integ  al  Das  Verfahren,  das 
Lol  at  hefsk  1  hei  e  ns  hUgt  hat  ke  hph  and  m  Zweck  als  den,  das 
Doppel  utegral  aut  e  n  solches  zuruckz  t  hren  be  dem  die  Integrations- 
rdn  Hf,   »le    hgi  It  "    st 

Fs  h  ndelt       h  un    d'xs  Integral 

IX  dY 


JJ  .n'Jf     yrn'\ 


oder: 

"    "     -sJR  «hi''X.dX.dY 


im 


Man  setze:  ■     tj        ,  v  7> 

Sin  JE  .  cot  i  =  cos  Jl  .  cos 

dY  =  cot  j; .  sin  if  .  sin^  Y . 

dann  erhSlt  das  Doppelintegral  die  Gestalt; 

i'B.sin'X.rfX.Himfp 


'E(l+Cüt,'BcOi 

(»yeos'ü";sin'ii.-co 
a-0.eia'X,dX.d^ 

.s=X 

B     (l-co.'Ji. 

sin'i^)ycos"JI.3in>- 

cos'X 
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bcr  die 

S.  42-44 

jetzt 
cos  X 

(;hr  nahe  liegt: 
=  ms  li  .sin  ip 

.sinq. 

(IX 

cosR.s 

n  V' .  COS  9. 

sin' 

t  ■ 

in^9> 

cos="X 

= — yi~—~^ 

=  Jt .  sin^ 

(f9- 

der  W 

g   sein,    auf  äi. 

m   Loba 

seh 

fskij 

.ur 

führung  von  91  und  7J1  gekommen  ist. 

"  rens   kann  man  ip  und  i()    auch   geometrisch    ; 


Mittelpunkt   der  Kugelflächi;    und  A 


deuten.  Es  sei  (Fig.  29')  0  dei 
Punkt  im  Innern  der  Kugel, 
dessen  Koordinaten  x  und  j/ 
beide  positiv  sind,  während 
2  =  0  ist.  Macht  man  dann 
AC  ^  r,  so  ist  in  dem  Drei- 
ecke ABC  nach  14II,  III: 

cos  i()  =  tg  7^ .  cot  Y, 
cos  F(x  +  ?)  =  cos  E  .  sin  if., 
und,  wenn  man  ISD  =  x-\-  l 
macht,  so  ist  in  dem  Dreiecke 
JiOH  nach  14111: 
cos  X  =^  cos  F(x  -{-  l)  .sin  (p. 
Da  sich  X  und  y  von  Null  bis 
)■  ändern  können ,  so  können 
^p  und  <p  augenscheinlich  alle 
Werthe  zwischen  0  und  -^tc  an- 
nehmen. Insbesondere  wird  für 
r  =  |jc:     TC  =  -J  TT     und     für     X  =  ^  w:    gi  =  0. 

S.  43,  Z.  10—7  V.  u.  (;(8,  Z.  1—3).  Mit  8  <li>  .  <?ip  wird  multiplicirt 
wegen  der  acht  Kugeloktanten.  Das  Minuszeichen  füllt  weg,  weil  sich 
für  X  ^  \-7i  ergiebt:  ip  =  0  und  weil  also  nach  tp  eigentlich  von  ^tc 
tia  0  zu  integriren  wäre. 

S.  4a,  Z.  7—3   v,  u.  (38,  Z.  4—7).     Man  setze  in  (46): 
eos  li  .  sin  i[j  =  .r,     cos  K  =  «, 


S.  41,  Z-  1  — i  (38,  Z.  10—13),  Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung: 
V  =  sin  li .  sin  jfj  und  erstreckt  man  die  Integration  nach  ^  von  0  bis  ^  «, 
50  ergiebt  siib  die  erste.      Die  Bexiebutig: 


'"i-^-f?^ 
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selbst  ist  bewiesen,  sobald  die  andre; 


«//■(.)  + ff(.)  =  jSi, 


ist.     Nun  aber  wird: 


H(,:,  +  ,H-(,)-  f '^ — - 

/cos'  ip  .d<p       ___     /*    sin'ip  ,  (fip 
^      (1  -  ai'  Bin'  q>)i        J  (1  -  X'  sin'<p)' 


In  der  That  findet  man  für  das  letzte  Integral; 


/*     cos'  <p  dtp 


S.  44,  Z.  5—7  (36,  Z.  6—4  v.  u,)-     Man  erhält  zunächst: 
"Ä  r,       ('  ,      /*ri-S.cos£.Bini;;j/r^in'HT^in'^irrSS>"i 

--=j  dtj  itj i-.i.-ii..i.-T i 

aber  das  Integral  nach  q>  und  R  nimmt,  wenn  man;  sin  iJ  sin  ifi  ^  a:  setzt, 
die   Form: 

j  dip  j  '^'^     j^^'/'"' ^  =  sin  ^  .  sin i(/ ,  i/(sin  Ä  sin  ^) 

an,  woraus  die  Formel  des  Textes  unmittelbar  folgt. 

S.  44,  Z.  8—10  (38,  Z.  3—1  v.  u.).     Durch  die  Subsf itution : 
sinB^Hng^cos^    ^ 

erhält  man: 

/*  RJn  .R .  sin  i/i .  <7t)i 1__     /'     du, 

J    yi"^r-sb'Jirsi.i»'^.sin>l,  ^  sin  q,  J  yi  ^"^t 

=  ^logf.-^i^iM^V 
sin  qi  \^|/i  —  sin'Bsm'y/ 
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Uebet  die  Anfangsgründe.    S,  44,  45.  281 

S.  44,  Z-  11  f.  (aS),  Z.  If).     Dann  wird  nämlich: 

dw  =  —  sin  <p  .  dx ,     sin  F(x)  =     ,^^--  ■ 

md   für    9  =  0;    x  =^  oo,    für    93=^71:    a:  =  (J. 

S.  44,  Z,  13f.  (a9,  Z.  3f.).     Es    ist    nämücb,    wie    die    Substitution: 
^1  =  2/  äofort  erkeiinen  lässt: 

S.  44,  Z,  1  V.  u.  (39,  Z.  9).      Man  erhJilt  ja  für  1^  =  nr  —  ip: 
J  (l^i^  .  log  sin  ^-i(.  =  —  J  (i(p  .  log  sin  |  (;t  —  <p) 

=  J  rfi|j  .  log  cos  ^ijj. 

S.  45,  Z.  2  f.  (H9,  Z.  11  f.).     Der  K.  B.  hat  dy  statt  difi  und: 

c-^  ^  e""  .  cot  ^ifi. 
S.  45,  Z,  9-5  V.  n.   (40,  Z.  1—5).     Nach  S.  42,  Gl.  (44)  wird: 


cot.«..i„T.Q>c, 


■\üid,J  sin'i-- 


-  +  , 


.siii-/;(i  — tg^Ä.cot'i')' 

ausserdem  erinnere  man  sich  der  Gleichungen: 

rfX  =  —  sin  _X  .  d^,     dY=  —  sin  T  .  dy. 
Bei  der  Integration  ergiebt  sich: 

I  Vi- tg'ic.coFy  ~  /  -»r'^'^^Y 


t/Ä' __2n_cosJJ_    "l/i     1     /''■'^V 

Der   K.  B.  hat:    ,, Durch  .  .  .  und    Integration    von   Y  ''=  Ji    bis    1'=  ^3t", 
was  der  Integration  von  ^  =  j-  bis  j/  =  0  entsprechen  würde. 
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V.  u.  — 46,  Z.  ö  (40,  Z.  G— 13).  Die  Gleichungen  des 
X,  A,  L  und  R  (s.  Fig.  80')  crLält  man  c!ni-ch  Bennt/.ung 
von  S.  20,  Gl.  14V,  IIJ,  n,  ausserdem  nehme  mau 
noch  aus   14l  hinzu; 

sin  L  ^  sin  X.  .  sin  li. 
und  eiitmei'C  sich  an:  dX  =  —  sin  X  .  i/^. 
S.  46,   Z.  Sf,  (40,  Z.  ICf.).     Hier  wird: 


dS 


=  —  tg  i?, 


dS 


''  E 


S.  4e,  Z.  1'),  14  V.  u,  (40,  Z.  4,  3  v.  u,).  Weil  nümliüh  auf  der 
Gränifläche  die  Eukl'd's  he  Ceonet  "  ^'It  ^  '  S  l"»  (G  A  S.  lOf,). 
S.  47,  Z.  1—3  (41  /  —  1  iu  =  rKi  vrd  d  eser  Ausdruck 
gleich  -^  S,  das  ist  als  der  Baum  nl  il  de  1  ejfrclnzt  v  rd  von  e  ne  n  Flächen- 
stüeke  S  einer  Grän  kugel  nd  on  den  sammt]  hen  dur  h  d  e  Begrünzung 
dieses  Flächenstücks  gehend  n  i  a  allel  n  Axe     d  pser  (.  ran  kuge 

S.  47,  Z.  11—26  (41    Z   1    — ^  V  E     s      -4£   de     TrEm  bogen  b 

mit  den  beiden  parallelen  Äsen  AA  und  Bli  (iig.  .j1  ).  Auf  der  Ebene 
dieses  Gränzbogens  denke  man  sich  in  A  und  ß  die  Lothe  AD  =  BC  =  a 
^  errichtet  und  von 

T>  und  C  aus  die 
Parallelen  DD' 
und  CC  zu  AÄ 
gezogen,  die  nach 
g  8  auch  zu  DB' 
und  unter  einan- 
der parallel  sind 
und  also  in  einer 
Ebene     liegen. 

Denkt  man  sieb 
femer  durch  den 
Bogen  AD  eine 
Gränzliugel  mit 
den  Äsen  A  A', 
BB\CC',DD'ge- 
legt,  so  wird  diese 
die  vier  dureh 
diese  Äsen  be- 
■^D  stimmten  Ebenen 
in    einem    Gränz- 

bogenviereeke 
A  DE  Fschneiden, 
und  zwar  wird 
AF  =  DE=  s 
sein  und  die  Winkel  FAB  =  EBA=  ^tc.  folglich  nach  §  9  auch 
FE^AB  =-})  und  L  AFE  ■^^  DEF  =^  {k.  Das  GrUnzbogenviereck 
ist  also  ein  Keehteck  und  das  bedeutet  nach  §  9,  dass  die  vier  vorhin 
erwähnten  Ebenen  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Da  AD  auf  ÄÄ  und  BC  auf  BD'  senkrecht  steht  und  da  ausserdem 
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Ueber    1       ^nfi  ga„r  nde      <^   45—47, 


283 


ÄI)  = 


BC^'fi,  ÄF 
also    in    der  Ebene  D'DCt 
hat    und    durch   I)   und    C 
Denkt  man  sich  jetzt  h  yen 
.¥  and  y  konstant,  und  es  v 
bogen  EF  durchlaufen, 
sich  also  ebenso  w 
CE=  DF  bleibt, 


i-  =  s  ist  so  fol^t  DF  =  GE  =  !/,  es  giebt 
eine  Gianzlinie  die  D3'  und  CC  zu  Axen 
[eht  Fs  se  das  der  Gränzhogen  1)C  =  u. 
[derlich  wihiend  a  konstant  bleibt,  so  bleiben 
id  B  den  dranybogpn  BA  und  E  den  Gränz- 
(  eiade  EC  bleibt  parallel  zu  DB',  bewegt 
der  Punkt  J  in  der  Ebene  B'BCC,  und  da  überdies 
bljuft   der   Punkt  C    den    Gränzkreisbogen  CJ). 


Denkt  man  sich  daher  auf  dpr  Fben  4  iBB  m  allen  Punkten  des  Gränz- 
bogens  AB  Senkrechte  von  der  Länge  a  errichtet  so  liegen  die  Endpunkte 
(lieser  Senkrechten  sämtlich  auf    lem  Cunzbogen  VC. 

Der  im  Teste  betraehtPte  K  rjenaum  J  ist  nun  begränzt  von  den 
vier  Ebenen  durcli  AA\  BB\  CC\  BD'  und  von  einer  Cyünderfläche,  die 
auf  der  Ebene  A'ABIi'  senkrecht  steht  und  durch  den  Gränzbogen  AB 
«eht.  Es  ist  klar,  dass  diese  Cylinderfläche  auch  durch  den  Gränzbogen 
BC  geht  Lässt  man  jetzt  «  uin  da  wachsen,  so  wächst  P  um  ein  un- 
endlich kleines  Stück  dP,  das  begränzt  wird  von  den  vier  Ebenen  durch 
BB\  CC,  GG',  HH'  und  von  der  Fortsetzung  jener  Cjlinderflache.  Unter 
Vernachlässigung  einer  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung  kanu 
man  aber  das  begrUnzende  Cylinderftächenstück  BCGH  ersetzen  duich  ein 
unendlich  kleines  Stück  einer  durch  BC  gelegten  Gränzkugel,  die  auf  den 
vier  begränzenden  Ebenen  das  Gränzbogenrechteck  T>CKJ  mit  den  Seiten; 
BC=JK=-u,  D.T=CK=iU  aussehneidet.  Nach  S.  33,  Gl.  (36) 
ist  aber  u  =  h  .  iß^  rftf  =  (is .  e<-',  also  wird  der  Flächeninhalt  dieses 
GrftnzbogeiiTeehtecks  gleich:  u  .  da  ^=b  .  ds  .  c"^,  und  aus  Gl.  (40),  in  der 
jetzt  c  =^  oo  zu  setzen  ist,  ergiebt  sich:  dP  =  ^  b  .  c^>' .  ds  wie  im  Teste. 
S.  47,  Z.  9,  8  V.  u.  (41,  Z.  4,  3  v.  u.).  Es  sei  M  der  Punkt,  in  dem 
der  durch  B  gehende  Gränzbogen  mit  der  Ase  DJ)'  die  Axe  AA'  trifft 
und  B3f=-<S,  dana  ist  AM^FD^ij  und  nach  Gl.  (29),  (30)  und  (36): 
0  =  cot  F{a) ,  s  =  cos  F{^n), 
ß  =  .t .  c", 
demnach  wird  wie  im  Texte; 

S,47,  Z.5— I  v.u.(4a,  Z.  i— 4). 
In  der  That  ist  nach  S.  39,  Z,  9—12 
der  Fläehenraum  zwischen  dem 
Gränzbogen  AB  =  h  und  den  beiden 
Axen  AA'  und  BB'  gleich  h,  Ist 
andrerseits  in  Fig.  32'  du  ein  un- 
endlich kleines  Bo genstück  einer 
durch  -B  gehenden  Gränzlinie  mit 
den  parallelen  Äsen  AÄ,  BB',  CC 
und  ist  die  Gerade  CBA  senkrecht 
zu  AA',  so  unterscheidet  sieh  der 
unendlich  kleine  Flächenraum  zwi- 
schen ds  und  den  beiden  Pai-allelen 
BB'  und  BC  nur  um  eine  unend- 
lich kleine  Grösse  zweiter  Ordnung 
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von    dem    Flächenraume    zwischen    dx    und    den    beiden    Parallelen    BB' 
und  CC     San    aber  ist  der  Flächenraum   zwischen   AA',  AB   und    BB' 


nach  S.  39,  Z.  6—9  gleich 
unendlich  kleine  Plächi 


F{x\  also  wird  der  vorhin  beschriebene 

ihr  —  dF{x). 

S.  48,  Z.  2—11  (42,  Z.  5—12). 
In  Fig.  33'  sei  ÄÄ  senkrecht  z« 
der  Ebene  FÄG,  femer  seien  DJ'.' 
und  G-F  senkrecht  zu  ÄF,  und 
EE',  T>D',  FF\  GG'  seien  parallel 
zu  AA:,  also  die  WiHkel  E'EI)  und 
fi'G  Eechte.  Das  dP  des  Textes 
ist  die  Pyramide  mit  der  Grund- 
fläche EFGD  und  den  parallelen 
Kanten  EE\  FF\  G  G\  DD'.  Nach 
§  38  ist  der  Rauminhalt  dieser  Pyra- 

^     mide  unter  Vernachlässigung  unend- 
lich kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung 
gleich  ^  a  muitiplicirt  mit  dem  sich 
ins  Unendliche  erstreckenden  Flächen- 
•"<e-  R:''.  räume  E'EFF',  der  seinerseits  gleich; 

—  dF(b)  ist. 
—15   (42,  Z.  K!  — 16).     Nach  S.  20,  Gl.  14V  ist: 


cot  J^(^)  =  cot  ^  .  cos  F{a)  =  cot  A  ■ 


.^  +  e 


2„ 1  +  tg  yl .  cot^  _  sin_(5_-|-  ,1) 

^'    ~  i~~tgA.iotB~' ün{Ii^A')' 
S.  48,  Z.  IC— 26  (42,   Z.  17  —  26).     Der  Ausdruck; 

[^4  '^-^]        =  —  J^  ■  -^-'^  .  cot  Ä  =  jr  .  f/^  .  cos  F(h'} 

ist  der  Kaam,  der  entsteht,  wenn  das  unendlich  kleine  P!iii;henstäck  E'EFF' 
eine  volle  Umdrehung  um  AA'  als  Axe  beschreibt  (s.  Gl.  (ö4)).    Demnach  ist; 


f7tdbf.osF(h)^ 


.  log  sin  F{h} 


der  Eauminhalt  des  im  Texte  beschriebenen  Kegels. 

Versteht  man  jetzt  unter  P  wieder  den  Inhalt  di'i-  Pyramide  mit  der 
Grundfläche  AED  und  den  parallelen  Kanten  AÄ^  F.F.',  J>D\  und  lü,sst 
man  den  Winkel  A  um  dÄ  wachsen,  so  wächst  /'  um  ein  Stück  dP,  das 
sich  auffassen  lässt  als  ein  Stück  eines  Kegels,  dessen  Gi'undkreis  den 
Halbmesser  AD  =  c  besitzt  und  dessen  Erzeugende  zu  AA'  parallel  sind. 
Aus  der  Forme!  (53)  für  den  Kauminhalt  dieses  Kegels  ergiebt  sich  für 
■■  !  Pyramide  P  die  später  mehrfach  benutzte  Gleichung: 


dP  _ 
d'A  ~ 


„j-V), 


in    der  man    c   durch  . 
trachten  muss. 


und    h   ausdrücken    und    dann    li    als   konstant  be- 
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Ueher  die  Anfangsgründe.     S.  47—49.  285 

Es  ist  em  Mangel,  dass  Loba tschefskij  hier  den  Buchstaben  A  für 
einen  Winkel  benutzt,  der  muht  gleich  F(a)  ist,  während  B  =^  i''{p)  ist. 
Dieselbe  Bemerkung  ist  bei  §  40  und  41  zu  machen.  Von  §  43  an  werden 
dagegen  die  Winkel  stets  mit  griechischen  Bachstaben  bezeichnet.  —  Im 
K.  B.  fehlt  bei  Gleichung  {ö3)  das  zweite  it. 

S.  49,  Z.  8—14  (43,  Z.  7—13).  Die  zu  7?^'  parallele  Gerade  Bli' 
(Fig.  34')  hat  nach  S.  25,  Gl.  (19)  die  Gleichung: 


cos  F{y)  = 


SJ'CO, 


weil  hier  x  nach  der  Seite  des 
Parallelismos  hin  negativ  gerechnet 
wird.  Auf  FJ  ^=y-\-dy  schneidet 
BB'  das  Stück  FH^y  -\-  Sy 
ab,  wo  Sy  durch: 

sin^  F{y)  .-£  =  c-  .  cos  F{l) 

=  cos  i''(.'/) 

bestimmt  ist.  Demnach  ibt  Sy 
gerade  der  Ausdruck,  in  den  das 
dy  des  Testes  für  j;  =  oo  über- 
geht. Dasselbe  folgt  auch  daraus, 
dass  die  Gleichung  des  Textes  für 
dy  von  A  frei  ist  und  also  auch 
für  .4  =  0,  das  heisst  für  x  ^  iX) 
anwendbar  bleibt.  Man  findet  jetzt 
sofort: 

.  2(?;c.sin=i,X.cosr 

dy  —  Sy  =  — ^^jc."siii'r~  "  ■ 

S.  49,  Z.  14—18  (43,  Z.  13 
— 16).  Die  Kegelschale,  die  durch 
Drehung  des  Fläch  enraums.ß '.ff  J/' 
um  die  Axe  FE'  entsteht,  hat 
nach  Gl.  (54)  den  Inhalt: 

7t(äy  —  Sp)co&F(y)  = 


Die    Summe    aller    dieser    Kegel- 

schaien  für  x^^=0  bis  a;  =  k,  also 

für  X'^^Tt  bis  X=X  ist  von  dem  Kegel  abzuziehen,  der  durch  Dreiiui 

des    Flächenraumes    F'FJJ'   um    AA'    entsteht    und    der    nach    (54)    di 

Inhalt:  nfdy  cos  F(i/)  hat. 

S.  49,  Z.  10  y.  u.  (43,  Z.  9  v.  u.).     sin  X .  sin  r  =  sin  C  nach  S.  2 
Gl.  141. 

S.  49,  Z.  6  V.  u.  (43,  Z.  6  v,  u.).     Aus:    cos  i  =  cos  ^  .  cos  C    ui 
aus  (55)  ergiebt  sieh  bei  konstantem  c: 

LobaKobflfikij,  geonictr.  Abhandlungen.  10        ;4.  VI.  188 
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\aA/^^^ 


Anmerkungen. 
-  —  sin  4  .  cos  C 


Andrerseits  ist  bei  konstantem  Ä  (s.  S.  49,  Z.  14  y.  u.,  4  v.  o.): 
(^)         =  «  .  cot^  Y^Tt.sin^A.  cot*^  C. 

Sind  P  und  U   die   Inhalte    der  Körper,   die   dui-ch   Drehung   des  Dreiecks 

DFÜ   und    des    Kreisausschnittes   I)FK  (Fig.  35')   um    die    Axe  KI)   ent- 

jf    stehen,  so  ist,   wie  ein  Blick  auf 

die  Figur  zeigt,  bis  auf  unendlich 

kleine  Grössen   zweiter   Ordnung: 


wo    das    zweite  Glied   das  Minus- 
zeichen  hat,    weil    DE  =  x    mit 
wachsendem  A  abnimmt.  Demnach 
ergiebt  sieh; 

^ 

=  .( 

—  c  sin  A  + 

+ 

coaM 

^  + 

M. 

cot^C 

.in^.™C, 

Für  Ä=-\7t 

S.  49,  Z. 
oder: 


J7=^(4^-^v—  c)(l  —  cos^). 
vird  n  gleich  der  halben  Kugel  (vgl.  8.  ÖO,   Gl.  (5G))i 

''(S^~  c)  =  |-(e*^  — c-ä'^  — 4c). 
>  V.  u.  — 50,  Z.  2  (4:1,  Z.  5  V.  u.  — 44,  Z.  2).     Es  ist: 
cos  A  .  cos  (7  ^  cos  X 


^•+1 


3  +  (H 


■  +  l 
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üeber  die  Anfangagrilnde.     S.  49—51,  287 

also  bis  zur  dritten  Potenz  von  c  genau; 

S,  50,  Z.  6—9  (44,  Z.  C— 8).     tfacli  S.  243,  (I)  ist; 

„ot  r  -  — "^^' -  S  +  f"  +  ^  •  ^ , 

woraus  hervorgeht,  warum  im  Texte  nach  Potenzen  von  cot  Y  entwickelt 
werden  kann.  Die  erste  Gleichung  des  Testes  folgt  sofort  aus  der  Gl. 
S.  49,  Z,  4:  sin  ^  =  tg  C.  cot  Y;  sodann  ergiebt  sich: 


rosC-h  sin 
^os  C  +  i  sin 

cot'  Y\ 


C .  tgg.cot'r 
C"."i^C.  cot«  r 


S.  50,  Z.  10—14  (44,  Z,  9  —  12).  Die  Grundfläche  des  Kegels  hat 
Bach  S.  37,  Gl.  (38)  den  Werth;  in  .  cot^  F(^p),  wofür,  wegen  der  Klein- 
heit von  ^  hier:  n  .  cot^  ^iy)  gesetzt  werden  kann.  Ferner  ist  die  Kugel- 
oberfläche nach  8.  43,  Gl  (45): 

7t{^  —  e'^y  =  in  coi^  C , 
demnach  wird  der  Kugelinhalt  gleich : 


c  —  ic.tg'C.  cot'  Y—  c -f  — 
"""""jrTcot-r 


.  cot^  C, 


was  mit  dem  Werthe  des  Testes  übereinstimmt. 

S.  50,  Z.  15—7   V.  u.  (44,  Z.  16—10  v.  u.).    Man  vgl.  Fig.  36'.    Die 
Gleichung  der  zu  AA'  parallelen  Geraden  BB'  lautet  hier  (s.  S.  25,  Gl.  {19)): 

cos  F(ji)  =    e-'  .  cos  F(0, 
wenn  also  x  um  dx 
wächst,  so  wächst  2/ 

und  das  Stück,  das 
BB'  auf  der  Ordi- 
nate y  •}-  äi/  ab- 
schneidetwirdgleich: 
äy  — -  6y. 

S.  51,  Z,  IG 
(45,  Z.  5).  Der  K. 
B.  hat  sin  X  statt: 
cos  X 
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288 


Anmerkungen. 


S.  51,  Z.  13—16  (45,  Z.  7—9).  Der  Ausdnick  des  Textes  ist  auf 
S.  286,  Z,  5ff.  abgeleitet.  Man  erhält  ihn  übrigens  noch  einfacher,  -wenn 
man  bedenkt,  dass  die  sphärische  Geometrie  von  dem  Euklidischen  Parallelen- 
axiome  unabhängig  ist  und  dass  also  der  hier  betrachtete  kegelförmige 
Kugelausschnitt  zur  ganzen  Kugel  stets  in  demselben  Verhältnisse  steht, 
mag  nun  die  Lobatschefskijsche  Geometrie  gelten  oder  die  Euklidische. 

S.  51,  1.  17  —  20  (45,  Z.  10—12),  Hierbei  ist  die  Beziehung: 
cos  X  '=  cos  J- .  cos  2f  benutzt,  vgl.  S,  49,  Z.  3. 

S.  51,  Z.  4  Y.  u.  — 52,  Z.  11  (45,  Z.  11—1  v.  n.).  In  Fig.  37'  ist 
ein  Raumelement  der  hier  benutzten  Art  dargestellt;  vier  seiner  Kanten 
sind  geradlinig,  einander  parallel  und  alle  gleich  (i|,  die  übrigen  sind  un- 
endlich kleine  Gränzbögen.  Das  untere  Gränzbogenrechteck  hat  den  Flächen- 
inhalt: djj .  (?J,  das  obere  den  Inhalt:  Ai\'  .d%\   wo  nach  S.  33,  Gl.  (36): 

A-ri  .  (??'=  ^^^ .  dfi .  d^. 

Nach  S.  47,  Gl.  (50)  wird  daher  das  Eaumelement  gleich: 

^dri' .  rf£'  —  i^ drj  .  d^  ==  d^  .  dtj  .  d^. 


S.  52,  Z,  12—17  (46,  Z.  1— ö).    In  Fig.  38'  ist  nach  S.  29,  Gl.  (29): 
£  =  cot  Z,     i(  =  cot  ?'(,(/') 
und  nach  Gl.  (19),  (27)  und  (33): 

cos  F{y)  =  e-"  .  cos  F(/), 

sin  F{z)  =  e-",     sin  F{ii')  =  c"*" 

Hieraus  folgt; 
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üeber  die  Anfangsgründe,     S.  61 — 53, 
cot-Fl,-]  _  l-eo.'f(y').ra.-fM 


und  somit; 


cos'  P(i,-)  =  ^-J^Ci^^^,      ™.  F(,-)  . 


denn  i;,  y'  und  y  haben  stets  gleiches  Vorzeichen.      Endlich  wird; 

o„  _  _ 1 „£.  _  l-cos'.F(g).8in'J-(y) 

1  -  cos*  i\z) .  sin»  Fiy) '  sin'  i^'(y) .  sin'  F{zj     ' 

demnach: 

^=X-\-U-\'W 

=  j.'  —  log  sin  Y  —  log  sin  Z. 

S.  52,  Z.  18—20  (46,  Z.  6f.).  Nach  der  allgemeinen  Kegel  für  die 
Transformation  eines  dreifachen  Integrals  wird: 

(s.  z.  B.  Kroneckers  Torlesimgen  über  die  Theorie  der  einfachen  und 
der  vielfachen  Integrale,  hrsg.  von  Netto,  Leipzig  1894,  8.  229ff.).  Im 
vorliegenden  Falle  ist: 

■V4-  H8vH_ 1 

^  —  cx  dy  du         sin  r.  sin' Z* 

S.  52,  Z.  13—10  V.  u.  (46,  Z.  10—12).  Nach  S.  41  f.  (vgl.  die  Anmer- 
kung dazn,  S.  277)  werden  die  Seiten  des  unendlich  kleinen  Parailelepipe- 
dons,  das  die  Punkte  x,  y,  z;  x  -{-  dx,  y,  z;  ...  bestimmen,  gleich: 

sVl~  n  Z        ^Z 


f^. 


Dass  der  Inl  ilt  des  Parallelej  peduns  durch  das  Produkt  dieser  Seiten  dar- 
gestellt w  ri  geht  au  der  Anne  kung  auf  S  288  hervor,  da  man  jede 
Kante  des  Parallelep  pedons  durch  e  ne  unendl  ch  kleinen  Gränzbogen  und 
jede  Seitenfld  he  dur  h  e  n  Stuck  e  ner  (  riinzkugel  ersetzen  kann. 

S.  5-,  Z.  3  T.  u.— 53,  L  3  (46,  l.  11—7  v.  u.).     Für  die  Kugel  ist: 

sin  X  .  sin  r  .  sin  Z  =  sin  B, 


cot  r  =  sin  X  .  sin  Z 


^■KiS'Ä^EsxTij 
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S?/-vr 


S.  53,  Z.  4—8  (46,  Z.  6— a  v.  u.).    In  Fig.  39'  ist  nach  S.  20,  Gl.  141: 


P  .  sin  Z  = 


lit, 


wo  F(q)  =^  P  gesetzt  ist.  Dem- 
nacli  ergiebt  sich  durch  Be- 
nützung von  14  V,  II; 

/sinJJ  =  sinX.sin  F.  sin  Z 
(X)       tgB  =  eosr.tgX 

1  sin  ö  =  tg  li .  cot  Z. 
Nach  S.  33,  Gl.  (37)  und  nach 
S.  31,  Z.  2  V.  u.    oder   S.  263, 
Gl.  (VI)  ist  ferner: 
dv==cotIi.(W,  (iM  =  cotP.rf(i), 
.    .  du 

aber  aus  Gl.  14n,  V  folgt: 
tg  E  =  tg  ;^  .  sin  0, 
tg  ö  =  cos  Z  .  tg  P, 
also  wird; 

-.— 2  =  cos  Ö  -  cot  B,     du  =*  dfa  .  cos  6  .  cot  E. 
Da  endlich  dr,  du',  dv  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  kommt: 

dn'=dr.du'.dv  =  da.dd.dr.  cosö.cot^_B, 
wie  im  Tejte. 

Will    man    umgekehrt    von    den    Polarkoordinaten    zu    rechtwinkligen 
Koordinaten  übergeben,  so  kann  man  die  folgenden  Gleichungen  benutzen; 
( eos  X  =  cos  R  .  cos  ö  .  cos  m 


(XI) 


cotr- 


ibB.I 


[cot  Z  ^  cot  B  .  sie  0. 


Man  vgl,  hierzu  J.  G.  E.  in  den  K.  G.  S.  1835,  I,  S.  51,  G.  A.  I, 
und  J.  G.  F,  Grelle  XVII,  S.  309,  G.  A;  II,  S.  599. 
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Üeber  ilie  Anfangsgründe.     S,  fiS,  54.  291 

S.  53,  Z.  12—20  (47,  Z.  1  —  7).  In  Fig.  40'  ist  das  Elemeot  dl> 
durch  die  Pyramide  TNQ,0  dargestellt  Man  niuss  sieh  dP  als  Element 
des  geraden  Kreiskegels 
denken,  derentsteht,  wenn  ^ 
sich  das  rechtwinklige 
Dreieck  OTN  um  TO 
als  Axe  dreht.  Der  In- 
halt dieses  Kegels  hat 
nacli  Gl,(55)  denWerth: 
n  {r  cos  9D  —  A),  woraus 
dP  durch  Multiplikation 
mit  d^  :  2«  entsteht. 

S.53,Z.12— 9v.u. 
(47,Z.  10—12).  DaJfJV 
auf  der  Ebene  0  TM  senk- 
recht steht,  so  kann  man 
sich  die  Punkte:  T,  0, 
N,  M  der  Keihe  nach 
durch  Jl/,  JV,  0,  T  ersetzt  denken,  also  /',  6,  iji,  w,  <p,  ö  durch  &,  h,  a,  ip,  ■&,  9, 
während  a  und  )■  ungeändert  bleiben. 

S.  53,  Z.  6—4  T.  u.  (47,  Z.  14—12  v.  u.).  Nach  S.  20,  Gl.  14V,  III  ist: 

tg  qs  =  tg  ff  .  cos  J'(c),     COS  A  =  cos  F(c)  .  cos  if, 

die  beiden  andern  Gleichungen  (64)  folgen  auch,  aus  14V,  III. 
S.  54,  Z.  4—7   (47,  Z.  6—3  v.  u.).     Aus  641,  II  folgt: 


Ferner  aus  64II,  III: 

00s  iJ  =  - 


08'ip+COS'^.lB'Ä 

oos'iu.tg'» 

COB>-COs'^)tg'(a  +  si 

iiM 

iüa-^dn»>-:.hr"-^- 

osB        tgo).cot^ 

Die  Wurzeln  sind  positiv  zu  nehmen,  da  alle  vorkommenden  Wiakel  spitz 
sind.     Bei  Gl.  66 III  steht  im  K.  B,  die  Wurzel  im  Nenner. 

S.  54,  Z,  9—14  (47,  Z.  2  v.  u.  — 4B,  Z,  4).  Hier  werden  A  und  II 
als  fest  betrachtet  und  nur  B  als  veränderlich.  Aus  der  Gleichung  G6I 
folgt: 

cos  4.  sin  IT.  sin  B,  cos  it.  rfB 
—  S!n  ))'  .  «ijj  = 


(8il 


'if— si 


'iJ)^ 


sin  t(t  =  1/  — 
also  wird  aach  (64)  und  (66): 
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cos  q>  .  dib  = 7=i;~ 

^        ^  (ainä  H  —  sin«  i()  ysin«  1 

Aus    cot  ^  Ji■(/^)  =  e*    ergiebt   sieb   überdies:    h  = 


0  wird  endlich:  i 


(XII) 

ässt   man    daber  b 


sin  if  = 


og  cot  ^H  and  ebenso 
^:  MO  =  s,  also  nach 
S.  20,  Gl.  141: 
sin  H  =  sin  .1  .  sin  E, 
S.  54,  Z.  13—4  V.  u. 
(48,  Z.  5—13).  Da  9),  1(1 
und  ra  in  (67)  nicbfc  vor- 
kommen, so  bat  man 
nacb  S.  291,  Z.  19f.  nur 
H  durcb  JFÜ  xa  ersetzen. 
Aus  S.  20,  Gl.  141  folgt 

sin  ^  .  sin  B  =  sin  C, 
sin  C  .sia  H  =  sia  R, 
mitbin  ist: 
B  .  sin  11; 


bis  ö   wachsen,    das   beisst,   B   von    ^re   bis   . 

■ntsprechenden  Werthe  von  11  die  Gränzen  A.i 
einen  Integrals;  die  Gränzen  des  andern  entsprechen  den  Wertben  h  = 
und  7i  =  ft.     Bndlich  ist  we^en  (Ml): 


arccos  - 


=0''^     ■ 


1/7" 


yi-.inM,.i 
^  arctg  (tg  A  .  cos  B) . 


8.  .14,  Z.  8  V.  u.  (48,  Z.  9)  hat  der  K.  B.  log  cot  \  11  statt:  log  cot  \  B. 
S.  54,  Z  S  u  —  5  Z  13  (48,  Z.  12—1  v.  n.).  Da  MO  die  Go- 
rade TO  und  TY  d      G      d    JfV  trifft,  so  ist:  A  =  l'{a)  >  d>  und  >TfT, 


Man  hat  sich  n  spit^ 
auch  eine  geometrische  ] 
g  (68)  mit  6ßIII,  so  kommt 


also  der  Wink  1        mm 
§  46  zeigt  s    h  üb    d 
Verbind  t  man  d 

(XIII) 

(XIV)  „„„_'21^»J2'-. 

Hierin  liegt  die  Gleichung  des  Textes  für  r. 

Andrerseits  folgt  ans  (68),  wenn  man  A  und  w  als  konstant  betrüchtet: 
,    simo  .  cos  ■>!> ,  rfiji 

oder  wegen  (XIV) : 

tg  (i>  .  (?i(i  =  ig  j4  .  cos  Jf .  da, 
also  nacb  64II: 

cos  H  .dip  =  cos  B  .  da 
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und  durch  Benutzung  von  64 III  erhält  man  schliesslich: 
(XV)  cos  ij>  .  (Jif'  =  da. 

Demnach  verwandelt  sich  (63)  in; 


2P. 


=  1  r  .  da  —  ijr .  h  ^  a  .  r  — ■  ip  .  h  —  fad 


wie  im  Teste. 

Um.  hier  r  durch  a  auszudrücken,  denken  wir  uns  wieder  co  und  A 
und  also  auch  H  konstant  und  betrachten  blos  c,  r  und  if>  als  veränder- 
lich, aber  r  und  ijj  als  Punktionen  von  a.  Dann  bekommen  wir  aus  (64), 
(66)  und  (68)  : 

=  GosB. 


«A.c. 


cos  H  .  sin  A  '^^  ms  B  .  "(/sin^  m  —  (sin^  A  ■ — ■  sin^  ra)  tg^  i 
also,  da  H,  A  und  a>  konstant  sind; 

sin'  R  -T-  (sin^  a  —  sin^  «  sin^  A)  =  cos  li  tg  a  (sin^  A  —  sin^ 

Aber  aus  (XIII)  und  (68)  folgt: 

p                   cos«,  cos  ^.  sin  0. 
COS  li  = -^-  --= 


^  B  = 


«.(si. 


(XTI) 


in^aj/sh 
Ä  ._C0Bra 

t»«)c(rs^ 


Endlich  ist  nach  (64),  (65); 

cos  7/  ^  tg  ra  .  cot  J! ,     cos  £  ^=  tg  i|/  .  cot  A , 
mithin: 

n_(£+^) 


.n{A~^)>  sir,{A~^) 


(XVII) 

Hierzu  ist  noch  zu  bemerken,  dass  man  nach  S.  291,  Z.  16ff.  in  allen  For- 
meln D>  mit  t);  vertauschen  kann,  wenn  man  gleichzeitig  h  mit  h  vertauscht 
und  A,  B,  tc  unge ändert  lässt. 

Die  Formeln   des  Testes   sind  hiermit  alle   abgeleitet.     Uebrigens  bat 
S.  55,  Z.  1  (48,  Z.  9  V.  u.)    der  K.  B.  jadr,  was  unverständlich  ist,  wenn 

nicht  etwa  a  statt  a  zu  lesen  ist  und  das  a  bedeuten  soll,  dass  nach  a 
integrirt  wird.  Femer  hat  S.  55,  Z.  3  (48,  Z.  7  v.  u.)  der  K.  B,  im  Nenner 
cos  .,4.  cos  w  statt:  cos  ^  .  cos  «.  Auf  8.  55,  Z.  5  (48,  Z.  5  v.u.)  tj/Ji 
und:  sin^a  —  sin^  m  statt;   2ifiA  und:  sin^w  —  sin^a.    Auf  Z.  7  (Z.  3  v.u.) 
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fehlt  der  Faktor  cos  A  und  steht;  sin^  a 
sin^  ip  ^  sin^  a  .  sin^  A  statt:  sin^  m  -—  sii 
fehlt  ebenfalls  der  Faktor  coSjI  und  steht:  s: 


r  a  mit  A  vertauschen;  also  wird: 


CO  statt:  sin*  ca  —  sin^  or, 
^  A.  Auf  Z.  8  (Z.  2  r.  u,) 
fin^T/;  statt:  sin^ifi — -sin^K. 
S.  55,  Z.  9—5  V.  u. 
(49,  Z.  7—10),  Vorhin 
haben  wir  den  Difieren- 
tialquotienten  von  r  nach 
a  berechnet,  indem  wir 
A  und  fii  als  konstant 
und  »',  i(j  als  Funktion 
von  K  betrachteten.  Sehen 
wir  jetzt  i\)  und  r  als 
Funktionen  der  beiden 
Veränderlichen  a  und  ^1 
an,  so  erhalten  wir  den 

D  iffe  rential  quo  tienten 
von    r    nach    A    augen- 
scheinlich   aus   dem   von 
r  nach  «   (s.  Gl,  (SVI)), 


dÄ        (sin*ü,-sin'^)c( 
:  verseh windet; 


-ik 


y  (smä4-sin'^)cosV 
Das  Integral  auf  S,  55,  Z.  5  v,  u.  ist  daher  =  2j  rda. 
S,  55,  Z.  5—3  V.  u.  (49,  Z.  JO- 12).     Es  ist: 


J.. 

'  J.  — s 

ferner,  da  ijf 

als  Fu 

nktion 

von  A  und  c  betrachtet  wird,  nach  (68): 

c^  c 

n^_ 

OS  TP 

coä  A     ,s'oA.  sin  i>     sin  K .  cos  ^ 
cos  ^p  ■+'       cos'>       ■  sin  0. .  cos  t 

das  heisst: 
(XVIII) 
und  ebenso: 

cosj.         Bin'1/..cos^ 

3     sinjl          cos^ 
O  oost(.  ~  cos' IC' 

(XIX) 

-,^   sina  ^  _£*>««.. 
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Man  beachte  überiües,  dass: 

/„  .v.iA-  ujv  ^  äA  +/{l^f'  ■  ")"■ 

S,  55,  Z.  4  T.  u.  — 56,  Z.  1  (49,  Z.  11—15).  Das  erste  Doppelintegral 
ist  nnmjttelbar  ein  Produkt  zweier  einfacher  Integrale,  weil  von  den  darin 
vorkommenden  Grössen  nur  ifi  von  a  abhängt.  Das  Integral  nach  A  ist 
schon  vorbin  angegeben.  Das  Integral  nach  a  findet  man  sofort,  wenn 
man  bedenkt,  dass  aus  (68)  folgt: 


es  wird  a!so: 


Andrerseits  sind  in  dem  zweiten  Doppel  integrale  die  GrUnzen  von  einander 
unabhängig,  man  kann  also  die  Integrationsordnung  umkehren.  Bomck- 
sichtigt  man  (SIX),  so  findet  man: 


Die  Endgleicbung  S.  56,  Z.  1  (49,  Z.  15)  ergiebt  sich  jetzt  ganz  von  selbst. 
Im  K.  B.  fehlt  bei  dieser  Gleichung  der  Faktor  2  vor  J räa. 

S.  56,  Z.  2—9  (49,  Z.  7—1  v.  u.).  Werden  nur  A  und  ^  als  ver- 
änderlich betrachtet,  alle  übrigen  Grössen  dagegen  als  konstant,  so  ist 
°'^°^  (^^)-  rf>  _sinc<^cos^ 

also: 


lifi'-' 


,n(^-»)' 


da  der  Logarithmus  für  ^  =  ^  jr  verschwindet.     Demnach  e 
2  frd.^  sin  2 0,    r .  ^,^^—7 ."  — ^ 

J  J    sin  (J,  +  a,)  .  8m  (^  —  0)) 

und  damit  die  Gleichung  (71). 
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o(^  +  »).sm(4-«)  = 


-  (sin^  Tf>  —  sin^  «)  . 


Im  K,  B,  fehlt  die  GleichuDgsnummer  (71);  ferner  steht  dort  in  der  End- 
gleichung  für  P  ^  cos  ra  .  sin  a  statt:  -jf  cos  w  .  sin^  «  und  im  Nenner  unter 
dem  Integrale  beide  Male  sin^  «  statt:  sin^  «. 

S.  56,  Z.  11—7  V.  u.  (50,  Z.  4—8).  Was  auf  8.  48  bei  Ableitung 
der  Gleichung  (51)  mit  A,  b,  a  bezeichnet  worden  war,  das  heisst  jetzt: 
0),  a,  h,  das  damalige  F(b)  =^  B  wird  also  jetzt  gleich  F(aj  und  unter 
der  hier  gemachten  besonderen  Voraussetzung  gleich  i/^.  Der  aus  (64) 
folgende  Werth  von  h  ist  der  auf  S,  293,  Gleichung  (XVIl)  gefundene. 

S.  .56,  Z.  6  y,  u.  — 57,  Z.  2  (50,  Z.  9  —  15).  Nach  einer  zu  S.  48 
gemachten  Anmerkung,  s.  S.  284,  Z.  10 — 1  t.  u.,  ist: 

f^=^ilogsinF(.), 

wenn  man  sich  in  Fig,  40'  die  Kanten  TN  und  OM  zu  MN  parallel 
denkt  nnd  MO  mit  s  bezeichnet.     Nach  S.  20,  Gl.  141  ist  aber: 

sin  F{s)  =  sin  .^  .  sin  H, 
und  andrerseits  folgt  aus  Gl.  6411: 

sin^  ^  .  sin= // =  1  —  ^^-^^. 

Dass  die  beiden  Ausdrücke  (73)  und  (74)  mit  einander  identisch  sind,  er- 
kennt man  daraus,  dass  beide  ei^eben: 

CÄS^  ~~  2"    COsäfl,- C03=^ 

und  dass  beide  sowohl  für  A  ^  ^  re  als  für  m  ^  0  verschwinden. 

Bei  der  Gleichung  hinter  (73)  fehlt  im  K.  B.  das  Minuszeichen  vor 
dem  Integrale  und  bei  der  Gleichung  hinter  (74)  ist  als  untere  Gränze 
des  Integrals  0  angegeben  statt  A. 

S.  57,  Z.  9—11  (50,  Z.  3—1  v.  u.).  Man  wird  dazu  die  Gleichung 
(XVII),  S.  293  benutzen.  Bei  Gleichung  (75)  fehlt  im  K.  B.  der  Faktor  2 
vor  cos  2w.    Die  Seitenzahl  [60!i  gehört  nicht  an  Z.  11,  sondern  an  Z.  13. 

S.  57,  Z.  13  —  58,  Z.  10  (51,  Z.  1—25).  Man  sehe  Fig.  41'.  Addirt 
werden  die  Pyramiden  mit  den  Grundflächen  O'TM  und  OVU,  abgezogen 
die  mit  den  Grundflachen  OTU  und  NVU. 

S.  58,  Z,  10,  9  y.  u.  (52,  Z.  3—5).     Man  denke  sich  D  in  der  Form: 

B  =  F({c  +  (f)  -  c) 

geschrieben  und  bilde  sin  Z*,  cos  Z>  nach  S,  244,  Gl.  (ll). 

S.  58,  Z.  5,  4  V.  u.  (52,  Z.  8f.).  In  der  That  wird  bei  Benutzung 
von  Gl.  78IV,   I: 
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S.  59,  Z.  1— i  (52,  Z.  12—9  v.  a.).     Dies  ist  die  schon  auf  S.  292 
angekündigte  geometrische  Deutung  des  in  §  44  eingeführten  Hülfswinkels  «. 


Pig.  u'. 

S.  59,  Z.  13—16  (53,  Z.  2—5).  Man  beachte,  dass  in  der  Formel  (75) 
7*  und  M  gegenüberliegende  Stücke  des  rechtwinkligen  Dreiecks  Ml'O  sind, 
das  die  Grundfläche  der  Pyramide  F'  mit  den  parallelen  Kanten  Jlili',  TT\ 
00'  bildet,  und  zwar  ist  h  die  Kathete  des  rechtwinkligea  Dreiecks,  die 
auf  einer  Seitenfläche  der  Pyramide  senkrecht  steht.  Bei  der  Pyramide  1'" 
mit  der  Grundfläche  OT  U  sind  die  entsprechenden  Stücke  h  und  /.  OUT=L 
Bei  der  Pyramide  P^,  die  0 FC/  zur  Grundfläche  hat,  sind  es  OV=^r-\-l  =  h' 
und  LOUV=  k-\-  fi^^n—  (a  —  k).  Bei  der  Pyramide  P^  endlich, 
die  iV y  P  zur  Grundflache  hat,  sind  es:  NV^l  und  i.jVf7F=^fi=^jr— «». 
S.  59,  Z.  10—5  Y.  u.  (53,  Z.  6—11).  In  der  Gleichung  (73)  ist  der 
Winkel  a  derselbe  wie  bei  (75),  aber  die  untere  Gränze  A  des  Integrals 
ist  gleich  F(a),  wo  a  die  dem  Winkel  a  anliegende  Kathete  des  recht- 
winkligen Dreiecks  MTO  ist.  Bei  den  übrigen  Pyramiden  P",  P,,  Pg 
treten  daher  an  die  Stelle  von  »  die  vorhin  angegebenen  Winkel,  während 
a  der  Reihe  nach  durch:  TU  ^=  c  -\-  d,  YU^=g,  YU  ^^  g  zu  ersetzen 
ist,  also  die  untere  Gränze  A  des  Integrals  durch: 

F{c  +  a)-A^i,,     F(j,)_e_i,-«,     Ky)-ä»-.. 
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Zunächst  wird  daher: 


".-/"■ 


n(^-J«  +  W-l)J 


i-fä. 


Da    die  Winkel    J  w  —  (ca 
und  beide  kleiner  als  Flff) 
Man   kann    daher  in    den   vorh 
die  VerSnderliclie  Ä  durch  ^jt 
des  Testes. 


i)  =  A  +  fi    und    -^  jt  —  w  =  (t    beide    spitz 

Cf=|7r  — a  sind,  so  ist  m>a  and  w — i>K. 

angegehenen  Ausdrücken   für  P-,   und  P^ 

-  a  ersetzen   und  erhält  so  die  Ausdrücke 


Bei  allen  vier  Gleichungen  (8l)  fehlt  im  K.  B.  links  der  Faktor  4 
und  in  der  dritten  Gleichung  steht  a  —  o»  +  *  statt:  »  —  «  —  l. 

S.  59,  Z.  4—1  Y.  u.  (53,  Z.  11,  10  v.  u.).  Dass  der  Werth  von  F 
uugeUndert  bleibt,  weun  man  h  mit  6  und  gleichzeitig  w  mit  i(j  vertauscht, 
ohne  A  t.\x  ändern,  ist  nach  S.  291  unmittelbar  klar;  auch  a  bleibt  dabei 
nach  S.  54,  Gl.  (t)8)  ungeändert.  Bei  der  genannten  Operation  bleibt  auoh 
r  ungeSndert,  während  L  =  FQ)  in  L' =  F{l')  übergeht,  wo  L'  nach 
(79)  aus: 

cos  L'  =  cot  Tf  .  tg  c! 
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zu   bestimmen   ist;   demnach,  bekommt  h'  den  neuen  Werth:  h    =  r -\- l , 

Andrerseits    tritt    an    die    Stelle    von    i    eia    neuer    Winkel  l\    der    nach 
(79)  au.: 


Nach  S.  293,  Z.  12  v.  u.  Ist: 
tg  A  =  tg  M  .  cot  4  .  tg  (ji  —  lij) 

tgr=tgt.cot^.tg(A  — »). 


Da   nun    A  =  F{a),    a 
besondere  Gestalt  hat, 


und  ifj,    solange    die    Pyramide  P  nicht  eine   ] 

on  einander  unabhängig  sind,  so  wird  A'  im  a 

und  ebenso  V  von  l,  li"  von  h'. 


i  l  verschieden 

S.  60,  Z.  2—6  (53, 
Z.  9—6  V.  u.).  In  Fig.  42' 
ist  LMNO  die  Grund- 
fläche der  betrachteten  Py- 
ramide, die  Kante  MM' 
steht  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  und  die  übrigen 
LL\  00\  NN'  sind  zu 
MM'  parallel.  Auf  Z,  4 
(Z.  9,  8  V.  u.)  hat  der 
K.  B.  h,  a,  h\  a  statt: 
7i,  a,  ß',  A', 

S.  60,  Z.  8  f.  (Ö3, 
Z.  4,  3  V.  u,).  Wächst  a 
nm  dra,  so  wäcbst  die  vier- 
seitige Pyramide  um  ein 
unendlich  kleines  Stück 
(iP,  das  man  unter  Ver- 
nachlässigung einer  unend- 
lich kleinen  Grosse  zweiter  Ordnung  ersetzen  kann  durch  den  Zuwachs  (7/7, 
den  die  dreiseitige  Pyramide  mit  der  Grundfläche  MLO  und  den  parallelen 
Kanten  MM',  LL',  00'  erhält,  wenn  a  um  da  wächst,  während  LOML=a 
konstant  bleibt.  Dieser  Zuwachs  dU  hat  aber  nach  S.  48,  Gl.  (51)  den 
Werth:    ilR  ^  ~  ^h  .  dF(a)  ^  —  ^li  .  äA. 

Aus:    sin  ^  .  oos  Zf  ^  cos  Ä'  folgt: 


\  j  h.dA^\    jdA. 


S.  eO,  Z.  10  V,  u.  — 61,  Z.  7  (54,  Z.  8—20).     Es  ist  ja: 
sin  A  —  cos  A-         cos  ({  « +'i  (^  -  ^'))  ■  sin  (J  (A  +  J.')  — "■  "n 
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und  63  wird  gesetzt: 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  man  x  ^  \7t  —  u  setüt: 


/  rfar.logtg«==  —  /  <hi 


Endlich  erhält  man  bei  der  Suhstitution :    logcotx  =  Ä; 

dx  =  —  (/?.  sin^  X  .  cot  a;  == ,—  , 

1  -F  fi^=  ' 

dx  ,  log  ig  X  '^  — ^^  - 

S.  61,  Z.  2(54,  Z,  11  v.u.)  steht  im  K.  B.:  +2cosm  statt:  +2cos2w. 

S.  Cl,  Z.  14—16  (55,  Z.  3—5).  Die  Gleichung  (83)  ergiebt  sich, 
wenn  man  noch  die  frühere  Gleichung:  cos  A'  ==  sin  -4  .  cos  //  nuzieht. 
Aus   tg  if'  ^^  tg  M  .  tg  7/   oder: 

_    e^  _  ^     „  .        ^ 

^''^^''  ,.._^/(^-_,-.)eot«=l. 

S.  61,  Z.  17  (55,  Z.  6).  Ausser:  cos  ^'=- sin  ^.  cosif  besteht  offenbar 
auch  noch  die  Gleichung:   cos  J.  =  sin  A' .  cos //',    die  übrigens   auch  aus: 

cos  //'.  tg  Ä'  =  cot  tö  =       -,, 
unmittelbar  folgt.     Also  ergiebt  sich: 

cos^  Ä'  +  sin^  A' .  cos^  R .  eos^  R'  =  cos^  // 


.in  H- 

cos  A  =    , 

n  7f  .  cos  ir 

-'         )/l-cos=ff.cos=//" 

cos'  H .  cos'  !!■ 

wo  die  Wurzel   positiv  zu  nehmen  ist,    da  die  Winkel   A,  A',  If^  R'  alle 
spitz  sind.     Nunmehr  wird  (vgl.  S.  244,  {II)): 

CO,  (A  -  A-)  _  i^j^^f  ^  -  sin  F(l,:  ~  I,) 

cos  (A  +  A)  =  i^^^inr  -  -  ''"  *'("'  +  ') 
sin  (A  —  A)  —  —  cos  F(k'  ~  lij ,     sin  (A  +  A)  —  cos  F(b'  +  i), 
mitliin ; 

A  -yl'=i'(»'— »)  — -r«.     J  +  ^' —  1 «  + -f'Ci' +  ») 
cot  (J  I  +  ä  (A  —  A'})  —  «•'-•,     cot  (i  U  +A~)~{^)~.  c*'+' . 
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S.  6],  t.  12—8  V.  11.  (Ö5,  Z.  7—9).  Der  Fall  ft  =  oo  tritt  ein,  wenn 
in  Fig.  42'  J.O  zu  MO  parallel  wird,  also  F{ä)  ^  ta  ist,  dann  aber  wird 
auch  "NO  zu  MO  parallel,  und  es  ist  also  fe' ^  oo,  F(a')  =  ^  ti  —  o». 
Man   kann   in   diesem  Falle   in   der  Gleichung  (82)   h'^^li    setzen   und  be- 


rtit: 


")rffe 


h_  _     _1 /     jdz_ 


=  oo  geht.     Ersetzt  man 
1  auf  die  Gleichung  (84) 


wo  das  Integral  rechts  vou  z  =  log  cot  w  bis  i 
hier  1i  durch  ^7*  und  a  durch  \it>,  so  kommt  i 
des  Testes. 

S.  61,  Z.  5,  3  V.  u.  (55,  Z,  12,  14).  Im  K.  B.  steht  beide  Male  rechts 
\  statt  2.  Da  bei  der  Pyramide  mit  der  Grundfläche  MNO  die  Grössen: 
A'  und  i«  ^  M  an  die  Stelle  von  Ä  und  w  treten,  so  ergiebt  sich: 


/,. 


(7.A' .  log  — - 


Hier  ist  aber  cos  (j4'-{-(b)  negativ,  weil  A'^^n — to  und  also  A'-\-  ta'^ ^le 
ist.  Im  Teite  ist  das  Minuszeichen  vor  cos  (j4' -j- o»)  weggelassen;  man 
mnss  daher  die  auf  S.  62,  Z.  3 — 5  gemachte  Bemerkung  auch  auf  die  vor 
(85)  vorhergehende  Gleichung  beziehen. 

S.  62,  Z.  7  (55,  Z.  2  v.  u.).  Auch  hier  steht  im  K.  B.  rechts  |  statt  2. 
Man  hat  sich  wiederum  die  Zalil,  von  der  der  Logarithmus  genommen  wird, 
stets  positiv  gewählt  zu  denken. 

S.  62,  Z.  11—7  V.  u.  (56,  Z,  9—1.1). 
In  Fig.  43'  ist  der  Gmndkreis  des  Kegels 
dargestellt;  die  Axe  steht  in  0  auf  der 
Kreisebene  senkrecht.  Denkt  man  sich  durch 
alle  Punkte  auf  der  Begränzung  des  un- 
endlich kleinen  Flächenraums  LMNP  Pa- 
rallele zur  AxG  gezogen,  so  erhält 
ein  Raumelement,  das  nach  8.  48,  Gl.  (51)  ' 
gleich  — '  ^y  ■  ^^  ist.  Den  Eauminhalt 
des  ganzen  Kegels  erhält  man,  wenn  man 
Dach  X  von  ^w  bis  JR  integrirt  und  dann 
mit  4  multiplicirt. 

S.  62,  Z.  6  V.  u.— 63,  Z.  5  (56,  Z,  13 
bis  5  V.  u.).  Aus  sin  Z  .  sin  T  =  sin  li- 
folgt  nach  S.  24.1,  (I): 


"-2^^^^'+! 


=  0 


und  andrerseits: 


sin  R .  cot  Y_^Y 
ysin'T  -  sin^je 
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AnmerkungeD. 
i  Texte  erwähnte  partielle  Integration  t 


t  .  log  sin  ß  =  —  li 


•ä-f^-' 


i'M 


Von  Legendres  Exercices  de  Calcul  Integral  ist  Band  I  in  Paris 
1811  erschienen.  Ein  besonderes  Bändchen  von  50  S.  4"  trägt  die  Bezeich- 
nung: „Exercices  de  Calcul  Integral.  Supplement  ä  la  premiere  partie", 
ohne  Jahreszahl  und  Erscheinungsort.  Die  Worte  „premiere  partie"  beziehen 
sich  wohl  darauf,  dass  das  Werk  in  „parties"  eingetheilt  ist;  Band  I  ent- 
hält deren  drei.  Auf  S.  35^50  des  Supplement  wird  eine  Table  generale 
des  fonnules  gegeben,  in  der  die  beiden  hier  von  Loba tschefskij  abge- 
leiteten Integrale  Torkommen,  das   eine  auf  S,  43,  Z.  T4  in  der  Gestalt: 


ß 


=  -ä».log(l+cos.), 


das  andre  auf  S,  46,  Z.  2  in  der  Gestalt: 


/. 


wo  £1  die  Bedeutung: 

il=  \  log 

hat.     Im  ersten  Falle  ist  also:  X  ^  « 


B  =  iit  —  ß. 

S.  63,  Z.  7—16  (56,  Z.  4  v.  u.— 
57,  Z.  3).  In  Eig.  44'  ist  eine  solche 
Pyramide  dargestellt.  Man  hat  sich  die 
Spitze  1'  dieser  Pyramide  LMNP  als 
Anfangspunkt  der  Polarkoordinaten  c,  w,  0 
zu  denken  und  die  Ebene,  in  der  h  und 
X  liegen,  als  die  Anfangsebene,  so  dass 
also  2  die  Projektion  des  Radiusvektors 
c  ist. 

S.  63,  Z.  17f.  (57,  Z.  4f.}     Es  ist 


-logcot^^C. 


S.  63,  Z.  13—10  V.  u.  (57,  Z.  6—9). 
Das  Dreieck  MNP  ist  bei  N  recht- 
winklig, da  NM  auf  der  Ebene  NLP 
senkrecht  steht.    Nach  S.  20,  Gl.  14III 
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ist    daher:    cos  $  =  cos  C  .  cos  Ö    und   somit,    wenn    man   sich    q    konstant 
denkt: 

'^~"       sin'C 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  log  cot  }jC  =  c  ist,  und  schreibt 
4rf^I'  ia  der  Form: 

4.d^P=dm  .  dB  .  cosö{^^,-~  —  2cj, 

so  ergieht  die  Integration  nach  Ö: 


-i,IJP 


,       /'2co3fl.cüsr.rf0         ,        ,         ■    a    <    .,       r , 
^  oft)    I r—^. da  .  2c  .  sm  0  -\-  dfo    j    ' 

r  2 cos c .de       ,      ^^      .    „ 

J    cos  ö  .  sin   G 


Nach  S.  20,  Gl,  14V,  I  ist  aber: 

tgÖ  =  cosr.tg(?, 
mithin   bei   konstantem   q: 


dO  ■    2,r    ,     ^      ,  sin'O.rf« 

e.cosy 


=  7  .  tg  (?  .  <?-/ 
oder  wegen:  cos  (^  ^  cos  C  .  ■ 


cosC.rfa    _    dji 
cose^in'C-iiny- 

S.  G3,    2.  9  —  5  V.  u.  (57,  Z.   10—15).     Nach    S.   20,    Gl.   14II    ist; 
tg  C  =  tg  7  .  sin  fl .     Verbindet  man  damit  die  Gleichungen : 

sin  C  =  sin  (?  .  sin  Y,     sin  Q  =  sin  H .  sin  X, 
so  kommt: 

gin  0  _  cos  y_.  sin  e  _  sinX.cosr.EinJf  _ 

Ferner   ergiebt    sieh    aus:    tg  w  =  tg //.  cos  X,    wenn  man  /;    als   konstant 
betrachtet : 

dca  =  —  cos^  oj .  tg  7/^ .  sin  X .  (7  X 


—  _  sinff.cosJf.sinX^dX 
~        "    1— "sin>Ä"".sm'X~ 

und  damit  sofort  die  Gleichung  (87),  wenn  man  noch :  sin  $  ^^  sin  H  sin  X 
und  den  vorhin  gefundenen  Werth  von  sin  6  bei-ücksichtigt. 

In  der  Gleichung  (87)    ist  nur  H  konstant,  und  man  hat  sieh  C  als 
Funktion  von  X  und    Y  zu  denken, 

S.  64,   Z.  8  (57,  Z.  1   V.  u.).     Der   K.  B.   hat   sin  A   statt   sin  li.    — 
Wegen  dX  ==  ~  sin  X  .  dx  und:  sin  jß  ^  sin  X  ,  sin  Y  ist  hier: 

20' 
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f  cosY  .  dX^ainli  .J  cot  Y  .  dy-, 


wo  rechts  der  Paktor  von  sin  B.  nach  S.  ;-{7,  Z.  3  v,  u.  den  Inhalt  des 
Vierteiltreises  vom  Halhmesser  r  darstellt  und  also  nach  S.  38,  Z.  VA — 11 
V.  11.  angegeben  werden  kann, 

S.  64,  Z,  9— U  (58,  Z.  1  f.).  Um  den  ganzen  Kegel,  dessen  Eaum- 
inhalt  P'  sei,  zu  erhalten,  muss  man  4(77'  entweder  nach  X  von  ^je  bis  li. 
oder  nach  Y  7on  li  his  -l^jt  integriien  und  dabei:  sin  /^  =  sin  X  .  sin  F 
annehmen.  Andrerseits  ist  nach  S.  49,  Gl.  (55): 
P'  ^  jt(c  cos  ip  ■ —  Ji), 
wo  A,  c,  5)  konstant  sind  und  (p  der  Werth  ist,  den  der  frühem  Winkel  w 
für  X  ^  r  annimmt;  es  ist  also: 

tg  (p  =  tg  H  .  cos  J{,     sin  H  ,  sin  H  =  sin  6', 
cos  H  cos  Jf 


Die  besprochene  Integration  liefert  wegen: 

_  _  sin Ä ,  cot r.rfF 

~  ~  V""^!'  — an'  J) 

1 _  1 _       sin*r 

1  —  sin^H.mu^X  ~  1  — sin'y  ~  sin«  i' -  sin'Ö 

nach  (87)  den  Ausdruck:  ^ 

4P--C0S//    sinK      ri    li^'^^-eo^-ff   Ao«r.sinlXj[_X 
il    —COS  11.  sin  K.J  -\  -^^-^  ^,      ■  -  J   j  l:  sinOrv^^vX  ' 

wo    J    das   Integral    auf  der    Unken    Seite    der  (rleichung    (88)    bezeicl 

sin'if.eosr.sin'X.rfX  ,,     ,^    ,  cosY.dX 

"." — Zi^Tin.lZsY = —  ™S  )   .  dX  -j-  ,-----i  v--—r-r-ä, 

1  —  sin  H  .  Bin  JL  '    1  —  am  A  .  sin  Ji ' 


(cos«  C—  cos»  r)/co9' "ä  —  cob'  Y 
an  Ä .  siM  YdY  du  R .  cos'  C.  sin  Y  .  </r 


V^s»  B  ^-  cos»  Y  (cos'  C  -  cos»  r)ycos»'ü  —  cos*"r  ' 
was  nach  Y  von  li  bis  ^  ti  au  integriren  ist.  Der  erste  Theil  liefert  bei 
der  Integration:    |  ti  .  sin  Jf;   der   /.weite    aber    nimmt  bei    der  Substitution; 


rM 


cos^  C  —  cos-  y  ~ 


■'C+(.ii 
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die  Gestalt  an: 

cosT  siiyE.cosH_^v 

er  liefert  also  bei  der  Integration  von  y  ^  30  bis  ii  ^  0  den 


Demnach  wird; 

iP'— eos7/.sin7(./+  |-~°'g"(l  ~  sin  ü  +  sin  ü  -  ?^^j 
__,(eosJf_     I 

oder: 

cosÄ.siaJ!./-|-(c-/.), 
was  eben  die  Gleichung  (88)  ist. 

Im  K.  B,  fehlt  die  Gleichungsnummer  (88). 

S.  64,  Z.  11—13  (58,  Z.  3—5).  In  dem  auf  S.  302  näher  bezeich- 
neten „Supplement"  zu  seinen  Exereiees  de  Calcul  Integral  betrachtet 
Legendre   unter  andern  auch  die  folgenden  beiden  Arten  von  Integralen; 


(XX) 


(='^■1  Ji'; 


wo  (t  <  ^  ist,  A  und  [i  positive  oiier  negative  ganze  Zahlen  bedeuten  und 
unter  M,  N,  Sl  3ie  Ausdrücke: 


3/  =  -j/sin^  ra  —  sin"^  « ,     .V  =  >/siE^  ,3  —  sie"  m 

Ü  =  i  log  j^^---  =  log  cot  (1  ;t  —  -i-  wj 

verstanden    werden.      Insbesondere    zeigt    er,    auf    Grund    der    Betrachtung 
gewisser  Doppelintegrale,  dass  die  beiden  Integrale: 


durch  elliptische  Integrale  und  durch  Logarithmen  ausdrückbar  sind;  setzt 
man  bei  den  betreffenden  Formeln  im  ersten  Falle  |3  =  ^7t,  im  zweiten 
n  =  0,  so  fallen  die  elliptischen  lutegrale  weg  und  man  erhält  die  auf 
S.  303   angegebenen  Ausdrücke, 

Lobatschefskij  meint  nun  offenbar,  dass  aus  der  Gleichung  (88) 
alle  die  Integrale  folgen,  die  sich  bei  Legendre  als  besondere  Fälle  ge- 
wisser dui-ch  elliptische  Integrale  und  durch  Logarithmen  ausdrückbarer 
Integrale  ergeben,  wenn  man  die  betreffenden  Integrale  so  specialisirt,  dass 
dif   m  ihiem  Ausdi-ucke  vorkommenden  elliptischen  Integrale  versehwinden. 
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In  der  That,  da  naeli  S.  304,  Z.  12  die  Gleichung:  sinC^sinH.sinR 
besteht  und  da  aus  dieser  folgt: 

I.  1  ^    i.     1  IT        1  +  vT—  sin'  ffT^iiT'"« 
cot  4-  C.  tg  4  Zf  =  — — -v— ■   v^^  r^  , 

SO  kann  man  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (88)  nach  Potenzen  von  sin  H 
entwickeln.  Indem  man  dann  die  Koefficienten  der  Potenzen  von  sin  H  auf 
beiden  Seiten  vergleicht,  erhält  man  unter  den  Integralen  von  der  Form 
■  (XXI),  bei  denen  «  =  0  ist,  eine  unendliche  Keihe  von  solchen,  die  in  end- 
licher geschlossener  Form  durch  Logarithmen  ausdrückbar  sind;  man  braucht 
zu  diesem  Zwecke  nur  X  ^  -^vc  —  oi,  i?  =  .J  ji  —  |3  zu  setzen.  Insbeson- 
dere erhalt  man  aus  (88)  für  if  =  0  das  Integral  auf  S.  63,  Z.  1  wieder. 
Wie  man  von  der  Gleichung  (88)  ausgebend  auch  zu  gewissen  Inte- 
gralen von  der  Form  (XX)  gelangen  kann,  das  zeigt  Lobatschefskij  in 
dem  hier  weggelassenen  Abschnitte  seiner  Abhandlung,  den  er  hinter  §  49 
vor  dem  „Schlüsse"  eingeschaltet  hat.  Er  kommt  da  (K.  B.  1850,  Theil  28, 
in  dem  Hefte  für  Juli  und  August,  S.  629fE.,  G.  A,  I,  S.  65)  auf  das 
Integral  (88)  zurück,  das  er  nunmehr  so  schreibt; 


äj  .  sin  |_  cos  g- log  cot  U  _   „  «>g  («ot  i  a_Ag_U) 


(102)        /'-  ^'''^L.s?i3^_^^li....  _ 

^         ^  J   (.in'l  -  rin'«)  Vsinq-  sin'ö 

unter  der  Voraussetzung; 

sin  a  ^  sin  b  .  sin  c. 
Setzt  man:  __^_ 

wo    y    der   Werth    von    ip    ist,    der    dem    Werthe:    |=-^7C    entsjiricht, 
ergiebt  sich; 

^  ^         Bin&Tcösc'       '^"^    "         1  —  sin'c.  sin'y 

sia  I  .  COS  I  .  rfS  =  — „—  dm  .  sin"  h  .  cos^  c 
cos  ep 

ysin*  %  —  sin^  ö  =  sin  fc  .  cos  c  .  tg  y 


und  das  Integral  (102)  bekommt  die  Gestalt: 

Durch  partielle  Integration  erhalt  man  hieraus: 
}     __      /"«P  -il  _  cos  e.  sin  V     !''_   _ 


,'q,)l/sii 
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(103) 


/  q> .  dqi .  sin  ( 


Entwickelt  man  hier  beide  Seiten  nach  Potenzen  von  sin^  e,  so  erhält  man 
durch  Vergleichung  der  Koefiicienten  eine  unendliche  Eeihe  von  Integralen 
von  der  Form  (XX),  die  in  endlicher  geschlossener  Form  ausdrückbar  sind, 
aber  allerdings  nur  solche,  bei  denen  d  den  Werth  Null  hat.  Setzt  man 
c  =^  0,  so  bekommt  man: 


/'     qn  .  dip  .  sin  qp      ^ 


-x,r  —  i 


und  durch  die  Substitution:  (p  -- 
dem  Integrale  S.  63,  Z.  3. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  nach  einer  Bemerkung  Lobatschefskijs  das 
integral  (88)  oder  (102)  durch  Betrachtung  eines  Doppelintegrals  abgeleitet 
werden  kann,  das  den  von  Legendre  benutüten  sehr  ähnlich  ist,  es  lautet: 


ff, 


von  j)  =  0  an  und  von  rp  =  0  bis  93  =  -^Tt;  man  hat  die  Integration  in 
der  einen  und  in  der  andern  Reihenfolge  auszuführen  und  nach  der  Inte- 
gration zu  setzen : 


"<P  = 


cosi' 


In  Gleichung  (103)  hat  der 
K.  B.  im  Nenner  des  Logarithmus 
cos  a  statt:  cos  y. 

S.  64,  Z.  17—7  V.  u.  (58,  Z.  6 
bis  13).  Nach  S.  20,  Gl.  141  ist 
(3.  Fig.  45'),  wenn  man  NF  =  u  setzt 
und    Ü  für  J'(m)  schreibt: 


1  X .  s 


und  wegen;  s 

sin  C  =  I 

Ferner  wird: 


I  ff  ^  sin  U, 
sin  U  =  sin  C, 

n  //  .  sin  X  .  sin  Y 
iX.eosY  =  cosÄ 
dH  .oosÄ.  tg  Y. 

sin^  X  =  ^^V=r^  = 
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ü.cosy.smäj!:, 
cobC{1  — sin'Äl 

.dX 
m'"X)  —  c" 

OBffcOB 

IS  Ä .  »il 

xX.dX 

m 

1,  um 

noch  X  dnrch  C  auszudrücken: 

sin  X  .dX-- 

sin  C.CO 
"    cosX. 

31 

xC.dC 
sin' ff 

nC.cOB 

C.dC 

in'ff.s 

inM- 

"sm'C 

Zu   iDtegriren  ist  nach  X  von  \m  bis  X,    während  gleichzeitig  Y  von  ^ 
bis  Y  geht;   man   erhält   daher   für   die  Integration    nach  C   die    im  Teste 


mdre  Theil  der  Formel  (89)  erj 
Man  bat  zu  diesem  Zwecke: 


ys^s'r-cos'. 


1  —  Bin'  H .  sin'  X         cos'  r  —  sins ^ .  cos'  A 
zu  setzen.     Bei  Gl.  (89^    hat  der  K.  B.  als  Faktor    vor  dem    zweiten  Inte- 
grale: —  cos //.  sin^  if  statt:  +  cos  Zf .  sin  ff .  cos  A  und  in  dem  Nenner 
unter  dem  zweiten  Integrale  fehlt  der  Wurzelausdruck. 

S.  65,  Z,  14—17   (67,   Z.  11—13).    In  der  That,  ersetzt  man  a,  6,  c 
durch  die  im  Texte  angegebenen  Werthe,  so  erhält  man  (vgl.  S.  243,  (II): 

sin  F(a  ]/-  l)  =  ^^,     cos  F(a"|/^T)  =  ^^^  tg  « 


y-  1  »in  .  ' 

und   die  '  leithungen  (  17)     S    21    lerwandeln   sich   dei   Reihe    ni  h    ii     die 
(  leichunjen   16 II    I    HI    I\ 

S  Ü6  Z  5—13  ("6"  Z  6—1  V  u  )  In  der  Mecanique  Celeste  lere 
partie  livie  I  Nr  o  geht  Laplace  aut  die  Möglichkeit  ein  das  die  te 
schwindigkeit  die  durth  eine  momentan  wirkende  Kraft  hervorgerufen  wird 
eine  1  eliebige  Funktion  dieser  Ktalt  «ein  könne  und  er  beweist  dass  die 
4.nnahn  e  einer  solchen  Möglichkeit  durch  die  Erfahiung  nicht  bestätigt  wiid 

Unter  i  versteht  er  die  fieschwind  gkeit  der  Frde  die  allru  Korpern 
an  der  ErdoberSdche  geraein  am  i-it  /  nennt  er  die  Krift  von  dei  einer 
3ieser  Ktr^er  Jlf  vermöge  dieser  Geschwin  ligkeit  getrieben  wiid  und  end 
lieh  setzt  er  i  =  f  ip{f)  wi  die  Funkton  <p(t)  durch  die  Erfahrung  zu 
bestimmen  ist  lerner  denkt  er  sich  Tf  durch  eine  andre  Kiaft  /  bewegt 
und  nennt  >  die  aus  /  und  f  resultirende  Kratt  so  da  b  J'  <p(I' )  =  [ 
die  lei  Kratt  F  entspiecbende  i.  esthwmdigkeit  ist  ^a  h  lern  Parallele 
gramme  der  Kiälte  werden  /  und  /  [aiallel  drei  zu  emandei  senkiechten 
A\en    m    die  Komponenten  a     '     <   und  a     b  /erlegt     und  es  ist  also 

und. 

(.  +  «■)£'■ 


=  (,.  +  .. ^„(J-, - 
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ist  die  Komponente  der  relativen  Geschwindigkeit  parallel  der  ersten  Axe. 
Da  man  f  im  Vergleiche  mit  f  als  unendlich  klein  hetrachten  moss,  so 
sind  auch  a',  b',  c'  unendlich  klein,  und  es  ergiebt  sich: 


überdies  wird: 
(o  +  o') .  ,,(F)  -  ,  .  ,,(f)  _  „'.  „(f)  +  f  („■+U-+  cc') .  »-(/) 

die  relative  Geschwindigkeit,  die  31  an  der  Erdoherfläche  parallel  der  ersten 
Axe  hat.  Kimmt  man  endlieh  an,  dass  die  Richtung  der  Kraft  f  der 
ersten  Axe  parallel  ist,  so  werden  b'  und  c'  null,  und  die  Komponenten 
der  reliitiven  Geschwindigkeit  von  3t  erhalten  die  Werthe: 

••'{■r{n  +  y-p'(r)\,     °,.'<.-.T-(f),     °-fa.v-(f). 

Fallen  daher  die  Eichtungen  von  f  und  f'  nicht  zusammen,  sind  also  b 
und  c  nicht  beide  null,  so  würde,  faDs  (p'(f)  nicht  null  und  also  ^(f) 
nicht  konstant  wäre,  vermiige  der  Kraft  f  ^^  a  eine  relative  Geschwindig- 
keit auftreten,  deren  Eichtung  zur  Richtung  dpr  Kraft  f  senkrecht  stände. 
Das   aber   widerspricht   der    Erfahrung,    die   gemachte   Anoabnie   ist    daher 


;  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  Lobatsoliefakij  mit  den 
im  Teste  erwähnten  „Verände rangen  in  der  Mechanik"  ehec  das  Auftreten 
einer  soleheu  relativen  Geschwindigkeit  gemeint  hat.  Bei  der  von  Laplace 
gemachtes  Annaime  ist  Dämlich  das  Trägheitsgesetz  auf  die  relative  Be- 
wegung so  gut  wie  gar  nicht  mehr  anwendbar,  wilhrend  es  doch  sonst, 
wenn  die  Kraft  proportional  der  Geschwindigkeit  ist,  unter  Voraussetzung 
der  Eiiklidischen  Geometrie  wenigstens  auf  den  Fall  anwendbar  bleibt,  dass 
ein  im  absolut  ruhenden  Räume  gewähltes  Koordinatensystem  einer  Trans- 
lationsbewegung  von  konstanter  Geschwindigkeit  unterworfen  wird.  Genau 
ebenso  verhält  es  sich  nun  in  der  Lobatachefskijschen  Geometrie,  auch 
da  verliert  das  Trägheitsgesetz  für  die  i-elative  Bewegung  seine  Bedeutung. 
Man  denke  sich  zum  Beispiel  in  der  L oh atschefskij sehen  Ebene  zwei 
rechtwinklige  Kooi-dinatensjsteme,  ein  festes  der  x,  y  und  ein  bewegliches 
der  I,  i;,  and  das  zweite  bewege  sich  so,  dass  seine  |-Axe  immer  mit  der 
x-Ase  zusammenfällt,  während  sein  Anfangspunkt  |  =  ij  =  0  die  iC-Axe 
mit  konstanter  Geschwindigkeit  durchläuft.  Dann  ist  augenscheinlich  für 
jeden  absolut  festen  Punkt  x,  y,  dessen  i/  nicht  verschwindet,  die  relative 
Bahn  in  Bezug  auf  das  Sjstem  der  |,  ri  eine  krumme  Linie,  nämlich  die 
Kurve,  deren  Punkte  |,  tj  von  der  |-Äxe  den  Abstand;  ij  =  ?/  besitzen. 
Das  Triigheitsgesetz  gilt  demnach  in  diesem  einfachen  Falle  sogar  dann 
nicht  mebr  allgemein  für  die  relative  Bewegung,  wenn  man  einen  in  ab- 
soluter Ruhe  befindlichen  Punkt  betrachtet,  und  es  bleibt  nur  für  die  Punkte 
einer  bestimmten  Geraden,  nämlich  für  die  der  a^-Axe  in  Kraft. 

Allerdings  darf  nicht  verschwiegen  werden,  dass  sich  gegen  die  La- 
placeschen  Betrachtungen  zweierlei  einwenden  lässt  Erstens  kann  man 
bei  den  Bewegungen,  die  auf  der  Erdoberfläche  relativ  zur  Erde  stattfinden, 
keineswegs  in  voller  Strenge  sagen,  dass  das  Koordinatensystem  blos  einer 
Translationsbewegung     mit     konstanter    Geschwindigkeit     unterworfen     ist. 
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Zweitens  aber  benutzt  Laplaee  die  Zerlegung  einer  Kraft  nacl»  der  Kegel 
des  Parallelogramms  der  Kräfte,  die  anf  die  Euklidische  Geometrie  zuge- 
schnittsn  ist  und  für  die  niehteuklidische  augenscheinlich  einer  Umgestal- 
tung bedarf.  Der  erste  Einwand  hat  aber  hier  keine  besondere  Bedeutung, 
da  die  Voraussetzung,  die  Laplaee  stillschweigend  macht,  innerhalb  der 
kurzen  Dauer  der  Versuche  sicher  mit  grosser  Annäherung  erfüllt  ist. 
Andrerseits  ist  auch  der  zweite  Einwaud  nicht  von  Belang,  da  auch  in  der 
nichteuklidischen  Geometrie  jede  Kraft  nach  drei  paarweise  auf  einander 
senkrechten  Äsen,  die  durch  ihren  Angriffspunkt  gehen,  in  drei  Komponenten 
zerlegt  werden  kann,  deren  Quadratsumme  gleich  dem  Quadrate  der  Kraft 
ist,  so  dass  also  die  Laplaceschen  Formeln  für  die  nichteuklidische  Geo- 
metrie   gültig    bleiben. 

lieber  die  Zerlegung  der  KrBfte  in  der  nichteuklidischen  Geometrie 
vergleiche  man  die  vortreffliche  Darstellung  in  dem  Werke  von  Jules 
Andrade,  Le^ons  de  mecanique  physique,  Paris,  Societe  d'editions  seienti- 
fniues,  1898,  S.  360ff. 

Andrade  geht  von  folgenden  Voraussetzungen  aus;  Zwei  Kräfte  mit 
gemeinsamem  Angritfsp unkte  haben  eine  nach  Grösse  und  Eichtung  ein- 
deutig bestimmte  Resultante.  Kräfte,  deren  Richtungen  in  dieselbe  Gerade 
fallen,  addiren  sieh  algebraisch.  Für  die  Zusammensetzung  zweier  und 
mehrerer  Kriifte  mit  gemeinsamem  Angriffspunkte  gelten  die  Gesetze  der 
Addition.  Endlich:  die  Resultante  ändert  sich  stetig  mit  ihren  Komponenten 
und  ihre  Lage  zu  diesen  Komponenten  ist  unabhängig  von  der  Lage  des 
ganzen  Systems  im  Räume. 

Sind  dann  X  und  Y  Kwei  zu  einander  senkrechte  Kriiite,  deren  Re- 
sultante li  mit  X  den  Winkel  a  bildet,  so  ist  X^R.ip(a),  Y=E.<p{^n-^c!), 
wo  die  Funktion  <p{ii)  gerade  und  ^(ü)^!,  qp(^re)  =  0  ist.  Ferner 
haben  zwei  Kräfte  von  der  Grösse  ß,  die  den  Winket  2«  bilden,  augen- 
scheinlich eine  Resultante  2Ü  .  ip{a),  die  den  Winkel  2k  lialbirt.  Be- 
trachtet man  daher  vier  Kräfte  von  der  Grösse  1,  von  denen  zwei  den 
Winkel  2  k  bilden,  während  die  andern  mit  den  ersten  die  Winkelhalbirendc 
gemein  haben  und  den  Winkel  2u  -\-  iß  bilden,  und  setzt  man  diese  vier 
Kräfte  auf  zwei  verschiedene  Arten  zu  einer  Resultante  zusammen,  so  er- 
hält man  die  schon  von  Poisson  aufgestellte  Fun ktionalgl eich ung: 

<!>(«)  +  vi«  +  2«  -  ^VW  .  vi'  +  P), 
die  also  von  dem  Euklidischen  Parallelenaxiome  unabhängig  ist,   Macht  man 
jetzt    noch    die    Voraussetzung,    dass    ip(a)    positiv    ist,     so    ergiebt    sich; 
<p{<i)  =  cos  a,  demnach  ist  in  dem  vorhin  betrachteten  Falle;  X  =  Jicosor, 
Y=R.siRa. 

Auch  sonst  enthält  das  Andradesehe  Bach  interessante  Beiträge  zur 
nichteuklidischen  Geometrie. 
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II.    Zu  der  Abhandlung; 

Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie. 

S.  67  Z  1  I  1^1  Z  1)  Übe  den  iusdn  k  Antangsgrunde  gl 
S.  238,  Z    3—5 

S.  67    7    4—1  V         Clt    Z    6  —  3  v   u)       Vgl    fe      38     7    6  —  10 

S.  67  Z  b  5  V  u  68  /  1—6  (  19  Z  9—7  v  u  2^0  /  1—3) 
Es  ist  d  &  d  e  4.  be  t  dp  nach  '^  23  von  ans  n  t  J  C  E  beze  chnet 
wird  und  de  s  ch  von  der  m  Grelles  ben  Jou  -nale  rs  h  neuen  J  C  F 
nur  unwe  entlob  nt  sehe  d  t  Lobats  befsk  j  nimmt  dan  dre  (.  le 
cbungen  an  d  z  ¥  cbe  den  ^e  t  n  nd  W  nlv  In  e  nes  rechtw  nkl  gen 
geradlinii'  n  Dre  ecks  bestehen  soll  n  le  tet  da  aus  d  e  die  cbungen  für  d  e 
Seiten  und  W  nkel  e  nes  bei  eb  gen  gnradl  n  gen  Dre  ks  ab  nl  e  gt 
dann,  da  s  d  ese  le  te  en  C  le  cbungen  e  n  v  de  p  chsl  e  es  by  ten  b  Iden 
und  eine  neue  f  eometne  seine  mag  näre  (  eo  netr  e  debmren  i  s  deF 
die  Euklid  che  &e  etne  hervorgeht  wenn  man  d  e  Dre  eckss  ten  nend 
lieh  klein  ann  mn  t 

S.  68  /  12—6  V  u  ('>'>0  Z  17—12  v  }  De  tollend  n  Mi 
theilungen  über  die  die  ersten  Anagaben  de  Elements  de  Geometrie  von 
Leg'endre  beruhen  theils  auf  Auszügen  die  ich  meinem  Freunde  A,  Tresse 
in  Paris  vei danke  tbeils  aut  den  eigenen  Aeusserungen  Legendres  in 
den  „Reflexiuns  sui  difterentes  manieies  de  demjntrer  la  theorie  des  paral- 
leles ou  le  tbeoreme  sui  la  somn  e  des  t  ois  angle  du  triangle",  in  den 
Memoiies  de  1  Academie  Eoyale  des  Seien  e?  de  1  Institut  de  France,  Bd.  XII, 
Paris  1833,  S.  367 — 410.  Durch  das  Folgende  werdea  zugleich  die  in 
der  P.  Tb.  212f.  gemachten  Angaben  über  Legendre  vervollständigt  und 
erweitert. 

In  der  ersten,  1794  erschienenen  Ausgabe  der  Elements  gewinnt  Le- 
gendre den  Euklidischen  Standpunkt  so;  Er  beweist  zunächst,  in  Pro- 
position XIX,  den  Sata,  dass  zwei  Gerade,  die  auf  einer  dritten  senkrecht 
stehen,  niemals  zusamm entreifen,  und  stellt  dann  in  Proposition  XX  den 
Hölfssatz  auf:  Steht  die  Gerade  BD  auf  AB  senkrecht  und  bildet  AC 
mit  AB  den  spitzen  Winkel  BAC,  so  schneiden  AC  und  BD  einander, 
wenn  man  sie  genügend  verlängert.  Um  diesen  Hülfssatz  zu  beweisen, 
denkt  er  sieb  von  C  aus  auf  AB  das  Loth  CM  getollt  und  zeigt,  dass 
AM  immer  grösser  wird,  je  mehr  AC  wächst;  daraus  will  er  dann  schliessen, 
dass  es  kein  letztes  Loth  CM  geben  könne  und  dass  also  AM  schliesslich 
einmal  gleich  AB  werde,  so  dass  AC  und  BD  einander  schneiden  Ans 
dem  Hülfssatze  ergiebt  sich  endlieb  leicht  der  Satz,  dass  zwei  Gerade  ein- 
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Qit    einer   dritten    Oeradpu 


andei    stets    dann    schneiden     wei 

Winkel  bilden    deren  Summe  kleiner  als  zwei  Hechte  ist. 

In  den  Notes'  zur  ersten  Ausgabe  bringt  er  dann  einen  analytisch- 
geometrischen  Beweis,  der  in  allen  folgenden  Ausgaben  und  auch  auf 
S.  '(72  ff.  dei  Keflexions  wiederkehrt  und  der  auf  Folgendes  hinauskommt: 
In  jedem  geradlinigen  Dreiecke  mit  der  Seite  p  und  den  anliegenden 
Winkeln  A,  .B  ist  der  dritte  Winkel  U  vollständig  bestimmt,  also  ist: 
C  =  tp{Ä,  Bjp) ,  wo  <p  eine  Funktion  bezeichnet.  Wählt  man  nun  den 
rechten  Winkel  zur  Winkeleinbeii,  so  werden  A,  B,  ü  durch  Zahlen  zwischen 
0  und  2  ausgedrückt,  und  wenn  dann  p  in  der  Funktion  (p  vorkäme,  so 
würde  sich  p  gleich  einer  Zahl  ergeben,  was  wegen  der  Willkür  der  Längen- 
einheit absurd  ist.  Demnacb  ist  ü  scbon  durch  A  und  B  allein  bestimmt. 
Zerlegt  man  jetzt  ein  rechtwinkliges  Dreieck  durch  das  vom  Seheitel  des 
rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  getUllte  Loth,  so  erhält  man  zwei 
rechtwinklige  Dreiecke,  von  denen  jedes  mit  dorn  ursprünglichen  einen  spitzen 
Winkel  gemein  hat  und  also  nach  dem  eben  Bewiesenen  auch  den  zweiten. 
Hierin  liegt,  dass  in  jedem  rechtwinkligen  und  also  überhaupt  in  jedem 
geradlinigen  Dreiecke  die  Winkelsumme  gleich  zwei  Rechten  ist. 

In  der  zweiten,  1799  veröffentlichten  Ausgabe  der  Elements  versucht 
Legendre  in  Proposition  XIX  direkt  zu  beweisen,  dass  die  Winkelsumme 


in  jedem  Dreiecke  ABC  gleich  zwei  Rechten  ist,  und  zwar  verfahrt  er  zu 
diesem  Zwecke  so:  In  Fig.  46'  mache  man  /.  CBD  =  LACB  und  BJi  =  CA, 
femer  /.  ßCE  =  /,  BAC,  (JE  =  AG  und  7)*'  =  CA,  .  .  .,  so  dass  also 
alle  Dreiecke  der  Figur  dem  Dreiecke  ABC  kongruent  werden  und  über- 
dies in  jedem  der  Funkt«  C,  D,  K,  F,  ...  drei  Winkel  zusammen s tos sen, 
die  den  Winkeln  k,  ^,  y  des  Dreiecks  ABC  gleich  sind.  Ist  dann  ti-\-ß-\-y 
nicht  gleich  zwei  Rechten,  so  ist  ACEG  ...  keine  gerade  Linie  sondern 
ein  Vieleck,  dessen  Höhlung  sich  entweder  nach  X  oder  nach  Y  hin  öffnet. 
Oeffnet  sich  diese  Höhlung  zum  Beispiel  nach  X  hin,  so  muss  das  Vieleck 
BT>I<'1I  notbwendig  eine  ähnliche  Krümmung  besitzen  und  daher  seine 
Höhlung  auch  auf  der  Seite  von  X  haben;  da  aber  andrerseits  die  Höh- 
lung von  ACEG  nach  X  hin  geöffnet  ist,  so  bewirkt  derselbe  Umstand, 
der  das  veranlasst,  zugleich,  dass  die  Höhlung  von  BDFH  sich  auf  der 
Seite  von  Y  befindet.  Demnach  kommt  man  in  jedem  Falle  auf  einen 
Widerspruch  und  a  -\-  ^  -\-  y  muss  gleich  zwei  Rechten  sein.  Auf  S.  38H 
bis  385  der  Reflexions  wiederholt  Legendre  diesen  Beweis  in  etwas  ver- 
besserter Gestalt. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  ,,Notes"  zur  zweiten  Ausgabe  schon 
die  Beweise  enthalten,  die  Legendre  in  der  dritten  Ausgabe  dafür  giebt, 
dass    die    Winkelsumme    nicht    von     zwei    Rechten    verschieden    sein    kann. 
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Dabei  fügt  Legendre  hinzu:  „Man  konnte  beweisen,  da^';  bei  jedem 
Dreiecke  das  etwaige  Deficit  der  Winkelaumme  dem  Dreiecksinhalte  propoi 
tional  ist,  eine  Eigenschaft,  die  dpr  der  siihänschen  Dreiecke  entspricht " 
In  der  dritten  Ausgabe  von  1800  endlich  beweist  Legendre  m  Pro 
Position  XIX  vollkommen  streng  den  Hultssatz  Die  Winkelsumme  im  Drei- 
ecke kann  nicht  grösser  als  zwei  Rechte  sein.  Lobatschrfakij  theilt 
diesen  Beweis  in  der  zweiten  Hälfte  des  §  90  seiner  Neuen  Anfangsgründe 
mit,  hier  S.  161,  Z.  r>  v  u  ff  In  l'ioposition  X\  fol^t  dann  1er  L«hr,atz, 
dass  die  Winkel  summe  stets  gleii-h 
zwei  Eechteu  ist.  Der  Beweis  ist  ful 
gender:  Es  sei  {Fig.  47')  «  dei  kleinste 
Winkel  des  Dreiecks  A  Ji  C,  und  es 
sei,  wenn  es  möglieb  ist 

«  +  (i  +  ?  -  SB  ~  ü, 

WO  /j  ein  positiver  Winkel  ist.     Man 

mache  das  Dreieck  BOT)  dem  Dreieck 

CBA   kongruent  und   ziehe   durcli  1> 

irgend  eine  Gerade  BI\   die  die  ver- 

lUngerten    Schenkel   des  Winkels  a   in 

zwei   Punkten  E  und  F  trifft.     Dass 

der  Winkel   a    der    kleinste   Dreie  ks  t^  i 

Winkel    sein    sollte ,    ist    vorausgeset7t 

worden,  um  die  Möglichkeit  einer  sjkhen  Geiaden  duich   1)  einleiiihtender 

(plus  sensible)  zu  machen.     Die  Winkelsumiue  de  Dreiecks    i.EF  ist  nun 

augenscheinlieh  jedenfalls    um  2/  kleiner  als    ^li    wendet  man  dabei   die 

selbe   Konstruktion    auf   das   Dreie  k  Ät  i    an    und  ft,hrt  man  so  fort     so 

kommt    man    zu    Dreiecken,    deren    Wiukelsumme    höchstens     2  ]    —  4/ 

2E  —  8/j,  ...  ist  und  schliesslich  zu  emem  Dreiecke  mit  negativer  Winkel 

summe,    was    widersinnig    ist.      Diesem   Beweise    gelten    die    Pemerkungen 

Lobatschefskijs  S.  68,    Z.  9 — b  v   u      T  egendro    hat    ul  rigens    später 

selbst  bemerkt,  dass  dieser  Beweis  auf  dem    Postulatum    beruht    dass  durch 

jeden  Punkt  in  der  Oeflhung  eines  Winkels  «gerade  gezogen  werden  können, 

die   beide  Schenkel    des  Winkels  schneiden      In    dei    Note    JI   dei    zwölften 

Ausgabe   der  Elements',   Paris  1823     glaubte    et    auch   dieses     schon    17<tl 

von   Lorenz  (s.  P.  Th.  S.  213)    ausgespi  ebene    ,PostuIatum     beweisen   zu 

können,    doch    kann    dieser    neue    Btweis    ebensowenig   befriedigen    ils   der 

ursprüngliche. 

S,  69,  Z,  2—5  (220,  Z,  9  —  G  v.  u.).  Dieser  Beweis  steht  in  den 
Reilesions  auf  S,  375—377, 

S.  69,  Z.  17  (221,  Z.  8).  Der  Originaldruck  (0.)  in  den  K.  G.  S. 
hat;  H'V  ^  A2i,  statt:  B'C  =  AC. 

S.  70,  Z.  3—17  (221,  Z.  10  v.  u.— 222,  Z.  3).  Da  v  die  grösste 
Seite  des  Dreiecks  ABC  ist,  so  ist  von  den  drei  Winkeln  A,  B  und  C 
höchstens  der  letzte  >  -J  jt,  aber  A  sicher  spitz  und  wegen  A  =  A'  -\-  B' 
auch  Ä  und  B'  spitz,  das  heisst,  die  Höhe  CD  =  h  (Fig.  48')  i^llt  noth- 
wendig  in  das  Innere  des  Dreiecks  AC'Ji'.  Nach  S.  21,  Gl.  17  1  ist  nun 
in  den  Dreiecken  ABC  und  AB'C: 
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tg  n{s) . 

sia  B  =  tg  n(c) 

.  sinC 

tg  n(s) . 

sin^'=tgJ7(.). 

sin  B', 

wir  n(li)  statt  J'^(ö)  gesebrieben  haben,  also: 

sin  C  .  sin  A'  ^  sin  B  .  sin  B' 


n  (A  —  ^')  =  sinB', 


n(^~_ß-)  = 


einlebt  sieb; 


cot  A'  —  cot  A  ^  ~'~A~^"Ä'  ^^  9'~Ä~'si~7{ 

,  _,,  ,     .  sin  A'  siii  £ 

cot  ü    —  cot  -4  =  -T— ^ — ^"b'  "^  -^~j— ^ — TT , 

i  Texte.     Ferner  ist: 

uot  A  =^  cot  ^j4  —  - ■-;  , 


cot  -4.'  - 


cot|^  =  -. 


da  aber  i7>  B  und  <  rt  —  Ji  ist,  so  ist  sin  C !>  sin  .B,  folgIicbcot.4'>  cot-^.A, 
und  da  A  und  A'  beide  spitz  sind,  Ä'f^i^A.     Ebenso  ist: 


cot  B'  —  cot  ^A  = 


11  CV 


also:    cot  B'^  cot  i^A  und  >  cot  A,  das  heisst:  ^^4  ^  B'  <C.  A. 

Zur   Berecbnung    von  h   erbält    man   nacb    S.  20,    Gl.  14  VI    aus    der 
Dreiecken  ABC'  und  B' HC  die  Gleichungen: 

sin  i7{/0  .  cos  X  =  sin  ü",     sin  JJ(ft)  .  cos  B'  =  sin  F, 
woKU  noch:   !7  +  T"  =  C  kommt.     Demnach  wird: 


cosC'=l/(l— siii^77(Ä)cosM')(l— sin^n(Ä)cos^B')  — sin^r/(fe)cos/Ccos7;' 
und  hieraus  folgt: 

■'  -f  cos'  0'  —  1  -f-  2  coa  a:  coa  B'  cos  (." 


'C 


//- 
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(vgl.   S.  243,  (I)),   was   mit   dw  Fuimul   de'!  Testes  ubcrfinstiniiiit.     Im  0. 
fehlen  bei  dem  Ausdnacke  für  e"  —  (~*  die  Accente  an  A,  B,  C. 

Die  abgeleiteten  Formeln  gelten  natürlich  auch  für  jedes  der  folgen- 
den Dreiecke,  also  bekommt  man  an  der  (Jr^nze  für  A  =^  J/  =  0  und 
€•■  =  S: 


,/'  —  ^-*  =  — .    J...  =  2  cot  ^S 
und,  da  (^  >  0  ist; 

fi*  =  ent  \S 

S.  70,  Z,  2C— 13  V  (  "  Z  4—9)  I  d  n  Eeflex  ons  agt  L 
gendre  auf  S.  3J0  La  analy  ant  an  le  tosiite  dela  lemon 
stration,   on   trouve -a   que     a    d  fhculte  eile  eiste     peut  au      ons  etre 

fort  attenuee",  e  ne  nt  also  d  e  b  hw  engke  t  könne  ehr  ahges  hwEteM 
werden,  was  Lobatsch  f  k  j  lur  h  Otkji  m  ablenken  bese  t  gen  wieder 
giebt.  Auf  S.  3i.O — 397  de  Refles  ons  unte  su  It  Legend  e  dann  we 
sich  die  Seiten  und  W  nkel  der  auf  e  nander  foli^enden  Dre  ecke  d  r  h  d  e 
Seiten  und  Winkel  des  ursprungl  hen  Dre  e  k  ausdn  cken  al  er  er  etzt 
dabei  die  Euklid  s  he  Geometr  e  vora  s  so  dass  al  o  d  esp  B  tr^cht  cen 
wirklich  vollkommen  zweckl  s  s  nd 

S.  70,    Z.  l''  — 1    V   u     (2'»     Z    IC— ]«|      h       st    das    d  r  d 

zweiten  Ausgabe  der  Flements  v    su  hte  Bewe       vgl    S    JI 

S.  70,  Z.  1  V.  u.~71,  Z.  4  (222,  Z.  18—21).  Zwei  solche  Linien 
sind  znm  Beispiele  die  beiden  Aeste  der  Kurve,  die  aus  allen  Punkten  einer 
Ebene  besteht,  deren  Abstände  von  einer  gegebenen  Geraden  gleich  sind. 

S.  71,  Z.  5f.  (222,  Z.  14,  13  v.  u.).  Louis  Bertrand,  geb.  1731, 
gest.  1812  hat  seine  Beweis  versuche  in  dem  Werke  veröffentlicht:  Deve- 
loppement  nouveau  de  la  partie  elementaire  des  matb^matiques,  Bd.  II, 
Genf  1774  (vgl.  P.  Th.  231),  Legeudre  berichtet  über  diese  BeweisYer- 
sache  auf  S.  397  —  400  der  Keflexions.  Der  eine  Versuch  beruht  auf  der 
Einführung  der  Zweiecke  (biangles),  das  beisst,  der  Flächenrttume ,  die  be- 
gränzt  werden  von  zwei  unendlichen  Geraden  A£,  CD  und  einer  endlichen 
Geraden  AC,  wobei  L  JiAC  +  L  ÄÜD  =  3Ä  ist.  Da  jeder  ebene  Winkel 
in  uneDdiich  viele  solcher  biangles  zerlegt  werden  kann,  so  ist  nach  Ber- 
trand der  von  den  Schenkeln  des  Winkels  begränzte  Flächenraum  unend- 
lich gross  von  zweiter  Ordnung,  ein  Zweieck  dagegen  blos  unendlich  gross 
von  der  ersten  Ordnung.  Denkt  man  sich  nun  von  A  aus  eini'  Gerade 
ÄX  so  gezogen,  dass  /.  XAG  +  L  ACT)  <  2K  wird,  bo  kann  dei  Winkel 
räum  BAX,  da  er  unendlich  gross  von  zweiter  Ordnung  ist,  nu,bt  in  dem 
Zweiecke  liACJ)  enthalten  sein,  das  ja  blos  unendlu.h  gross  von  erstei 
Ordnung  ist,  folglich  muss  ÄX  aus  dem  Zweiecke  BALD  hetaustreten 
und  CD  schneiden.  Den  zweiten  Beweisversucli  Bertrands  theilt  Lobat- 
achefskij  selbst  gleich  nachher  mit,  S.  73,  Z.  17  ff, 

S.  72,  Z,  4  (223,  Z.  14).     Das  0.  hat  nw«  statt  nn. 

S.  72,  Z.  7  f.  (223,  Z.  16f.),  Das  0.  liat:  „Wenn  wir  jedoch,  statt 
AB  =  na  anaunebmen,  AB  ^  CD  ^  n^a  machen,  so  .  ,  .". 

S,  72,  Z.  17  f.  (223,  Z.  9—7  v.  u.).  Es  ist  durchaus  unklar,  wie  sich 
Lobatsohefskij  den  Beweis  bierfür  im  Falle  5  >  tt  gedacht  hat.  Auf 
der  Kugelfläche,  die  ja  den  Fall  S'>  %  verwirklicht,  bekommt  im  Gegen- 
theil   der    Quotient    Y  -.X  für  »;  ^  c»    einen  endlichen,   vor 
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Gränzwerth  und  dasselbe  gilt  natürlich  in  der  Ebene,  wenn  Ä  >  w  voraus- 
gesetzt wird  Es  scheint  hieraus  hervorzugehen,  dass  Lobatschefakij  den 
Fall  Ä'>jc  lein«  eingehenden  Untersuchung  gewürdigt  hat,  jedenfalls  ist 
es  ihm  und  ebenso  Tohann  Bjlyai  entgangen,  dass  auch  dieser  Fall  zu 
einer  in  sieb  widerspruchsfrei ea  Geometrie  der  Ebene  führt,  in  der  nur  die 
Gerade  eine  endliche  Länge  hat.  Diese  Entdeckung  war  Riemann  vor- 
behalten (vgl.  jedoch  P.  Tb,  252), 

S.  72,  Z.  12—1  V.  u,  (223,  Z.  6—1  v.  u.  224,  Z.  1,  2  und  3—1  v.  u.). 
Die  Buchstaben  /  und  x  sind  Abkürzungen  für  Ilij")  und  JT(a').  Nach 
S.  38,  Z.  16  ist  für  na  =  )■: 


sin  mr) 


f.-,  ■  arcsm  - 


cot  n(«) 

"  cot  n"(r) 


(r) 


I  rc  cht  wink - 


woraus  sich  der  im  Test  angegebene  Werth  von  Y :  X  ergi 
die  Gleichungen  (I)  auf  S,  243  berücksichtigt.  Setzt  man  . 
der  Winkel  tf  in  Fig.  49'  durch  AFC  dargestellt,  und  in 
ligen  Dreiecke  CAF  wii-d  nach  8.  20,  Gl.  14  II,  HI,  IVi 

sin  ifi         =  tg  n(r)  .  cot  /7(«), 

cos  n{a)  =  cos  TJ{r)  .  sin  (p 

cot  (p         =  sin  II(r)  .  cot  i/f , 
also   wird  wie  in  der  Anmerkung  des  Testes: 

arccot  (sin  n(r)  .  cot  i(j)  —  if!. 

Im  0.  sind  bei  der  For- 
mel für  Y :  X  die  Aus- 
drücke: e^""  —  1  und 
fi^""  -^  1  vertauscht  und 
es  fehlt  der  Faktor  4  vor 
dem  zweiten  aresin ;  ferner 
steht  tang  x  statt  tang  x. 
Endlich  wird  im  0.  we- 
gen der  Ableitung  der 
Formel  S.  72,  Z.  1  v.  u. 
(224,  Z.  1  v.u.)  auf  die  „Ima- 
ginäre Geometrie,  S.  30" 
verwiesen,  das  heisst,  auf 
auf  die  I.  G.  E.  in  den 
K.  G.  S.  1835,  I.  S.  30, 
G.  A.  I,  S.  85.  In  der 
I.  G.  P.  findet  man  dasselbe,  Grelle  Bd.  37,  S.  307,  G.  Ä.  II,  S.  596. 
S.  73,  Fig.  3.  In  der  Figur  des  0.  sind  7/  und  D"  verwechselt. 
S.  74,  Z.  5—7  (225,  Z.  4  f.).  Die  Figur  4  ist  so  gewählt,  dass  Ji" 
zwischen  B'  und  S'"  fällt;  dazu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
CB'  =  r>AB'  wird,  dass  also  L  ACB'  <  i  CA^  ht.  Man  erreicht 
das  jedenfalls    immer  dann,   wenn    man  den  l_C'AB'^^7t  wählt.     In  der 
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Figur  4  des  0.  liegen  die  Punkte  B'  und  B"  nocli  etwas  weiter  aus  ein- 
ander als  in  Fig.  4  auf  S.  73. 

S.  74,  Fig.  5.  Im  0.  steht  ß'"  statt  B\  während  doch  OB'  =  r  ist, 
nicht  aber  CB'";  auch  ist  es  schon  deshalh  angebracht  B'"  durch  B'  zu. 
ersetzen,  weil  dann  ß"  und  B'"  auf  die  Verlängerung  von  AB'  üher  B' 
hinaus  zu  liegen  kommen. 

S.  75,  Z.  1,  3,  8  (226,  Z.  5,  3  v,  u,,  22»;,  Z.  2).  Im  0.  steht  überall 
I  statt  1:2  7t. 

S.  75,  Z.  13—20  (226,  Z.  6—13).  Im  0.  hat  das  (3  überall  falsches 
Vorzeichen;  die  letzte  Gleichung  lautet  daher:  A  -\-  B  -\-  ü  =  n  —  a  —  ß, 
30  dass  allerdings  in  dem  Bertrandschen  Beweise  « = /3  =  0  voraus- 
gesetzt zu  sein  scheint.  In  Wahrheit  ist  nur  c  =  j3  vorausgesetzt,  was 
freilich  schliesslich  auch  a  ^  jJ  ^  0  nach  sich  zieht. 

8.  75,  Z.  16  V.  u.— 76,  Z.  4  (226,  Z.  'JO— 7  v.  u.).  Auf  S.  400—403 
der  Eeflexiona  sucht  Legendre  den  Bertrandschen  Beweis  zu  vereinfachen, 
indem    er  nur  Zweieckc  (bian- 

gles)    benutzt.      Er    zeigt    zu-  ~ 

nächst,  dass  jedes  schiefwink- 
lige Zweieck  CABD  (Fig.  50') 
is  ein  rechtwinkliges  CGHJ> 
von  demselben  Flächeninhalte 
verwandelt  werden  kann.  Man 
braucht  zu  diesem  Zwecke  nur 
AB  in  F  zu  halbiren  und  von  . 

F  aus  die  Lothe  Ffl  und  FG  '"" "  ' 

auf  BB  und  AC  zu  Mlen;  aus  der  Beziehung:  L  GAB  +  /.  ABT)  =  '21i 
folgt  dann  sofort,  dass  die  Di'eiecke  FGA  und  FIIB  kongruent  sind  und 
dass  GFH  eine  gerade  Linie  ist.  Ferner  siebt  man  unmittelbar,  dass  das 
rechtwinklige  Zweieck  CGJIT>  durch  die  zu  HG  senkrechte  Gerade  FF 
in  zwei  gleiche  Theile  zeiJegt  wird. 

Nunmehr  denkt  sich  Legendre  ein  rechtwinkliges  Zweieck  CABD 
gegeben (Fig.51'),  er- 
richtet auf  AC  in  M  (f  I 
die  Senkrechte  jlf  A*", 
die  BT)  in  N  trifft, 
und  verbindet  N  mit 
der  Mitte  J  von  AB. 
Die  Verlängerung  von 
NJ  trifft  AC  in  F, 
und  die  Dreiecke /j4P, 
JBN  werden  kon- 
gruent. Folglich  ist 
LVrN-\-LP^'B  = 
=  2ß,  und  das  schiefwinklige  Zweieck  CT'NB  ist  dem  rechtwinkligen 
CABD  gleich.  Macht  man  endlich  NQ  =  BN  und  iNQG  =  iNBM, 
so  ist  das  schiefwinklige  Zweieek  CPQY  einerseits  doppelt  so  gross  als 
das  rechtwinklige  CABT)  und  andrerseits  gleich  dem  rechtwinkligen  Zwei- 
ecke CMG  Y,  wo  NG  das  von  N  aus  auf  Q  Y  gefäUte  Loth  ist,  das  nach 
dem  Früheren  die  Verlängerung  von  MN  wird.    Nun  muss  das  rechtwinklige 
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Zweieck  CÄBD  gleich  dei-  Hälfte  des  Zweiecks  GMGY  sein,  also  gleicii 
dem  rechtwinkligen  Zweieeke,  das  MN  znr  Giiindlinie  hat.  Da  aber  zwei 
gleiche  rechtwinklige  Zweiecke  angeblich  gleiche  GmndUnien  haben  müssen, 
so  schliesst  Legendre,  dass  MN  =^  AB  ist,  und  daraus  folgt  dann  sofort 
LBNM=Ii,  sodass  ABNM  ein  Kechteck  ist. 

S.  76,  Z.  5—7  (226,  Z.  C,  5  v.  u.).  Den  ersten  Versuch  dieser  Art 
bat  Wallis  (l6G;t)  gemacht  (vgl,  P.  Th.  S,  19  ff.). 

S.  76,  Z.  17—15  Y.  u.  (227,  Z.  10  —  12).     Vgl.  S.  43. 

S.  78,  Z.  10  —  3  V.  u.  (2^9,  Z,  8  —  14),  Vgl,  hierzu  S.  23f,  und 
S.  248£f.,  sowie  die  Bemerkungen  von  Saccheri,  P.  Th.  S.  79f. 

S,  79,  Z.  8—10  (229,  Z.  14—13  v.  u.).  Auf  S.  372  der  Keflexions 
sagt  Legendre:  „C'est  sans  doute  ä  riuiperfection  du  langage  vulgaire  et 
H,  la  difficulte  de  donner  une  bonne  definition  de  la  ligne  droite,  qu'il  faut 
attribuer  le  peu  de  succes  qu'ont  ohtenu  jusqu'ici  les  geometi-es,  lorsqu'ils 
ont  voulu  deduire  ce  theoreme  [über  die  Winkelsumme  im  Dreiecke]  des 
seules  notions  sur  l'egalite  des  triangles  que  contient  le  premier  livre  des 
Elements". 

S.  81,  Z,  1  V.  u.  —  8-i,  Z.  1  (232,  Z.  1,  2).  Lobatschefskij  Latte 
schon  im  Jahre  1825  der  physiko -mathematischen  Abtheiluug  der  Kasauer 
Universität  ein  Lehrbuch  der  Algebra  vorgelegt,  das  jedoch  erat  1833  in 
Kasan  erschien  und  zwar  unter  dem  Titel:  Algebra  ili  wytschislenijc  ko- 
netschnych  (Algebra  oder  die  Eeehnung  mit  endlichen  Grössen). 

S.  82,  Z.  17—23  (232,  Z.  14—18).  Man  findet  die  betreffende  Stelle 
in  der  2.  Ausgabe  von  1813,  II.  partie,  chap.  6,  Nr.  29,  in  den  Oeuvres 
de  Lagrange  Bd.  IX,  S,  241, 

S.  85,  Z,  9,  8  V.  u,,  86,  Z.  11  (236,  Z.  2  v.  u,,  237,  Z.  12),  Ueber 
diese  Benennungen  vgl.  S.  238,  Z.  20—22. 

S.  86,   Fig.  10.     Im  0.  steht  hier  lecht';  A\  F'  statt  A,  F 

8.  88,  Fig.  14,     Im  0.  fehlen  die  Buchstaben     a,  b,  c,  / 

S.  88,  Z,  11   V.  u.  (239,  Z.  3)      Das  0    hat     rd,  ih  statt    «</,  cJ 

8.  90.  In  Fig.  18  des  0.  fehlen  die  Buchstaben  a  h,  <.,  c?,  ß  an  dtn 
beti'effenden  8telleii,  und  an  der  Stelle  von  f  und  r  stehen  d  und  c  In 
Fig.  19  des  0,  fehlen  die  Buchstaben  a  ß,  y  S,  S  ,  S  und  an  SteÜP  von 
a  steht  cc.  Die  Buchstaben  l,  tu,  n  sollten  wohl  ursprünglich  die  Suhmtte 
bezeichnen,  die  Lobatsehefskjj  im   Texte    S    ''  ,   S     genannt  hat 

S.  92,  Z,  16,  15  V.  u.  (24),  Z  2,  1  v  u )  Dis  0  hat  so  muss 
man  die  Linie  im  Vergleich  mit  der  Glosse  dpr  Oberfläche" 

S,  93    (242).      Die    in    §  12    g  g  b         L  kl    u  g   d       \l    t.    d  t 

ganz  befriedigend,  nur  hätte  Lobat  h  f  k  j  n  h  au-druk!  1  i  \ 
aussetzung  hinzufügen  sollen,  dass  d  b  d  P  kte  l  nJ  Ji  h  A 
derung  ihres  Abstandes  mit  einande  t        ht  w    d       k  n  d 

dieser  Voraussetzung  macht  er  nachh  1      und  b      nd  n  0 

an  stillschweigend  Gebrauch. 

S.  93—154  (243—291).     In   d       m    ga      n  Ab    hn  tt      d       1      1 
pitel  II    bis   V  umfasst  und    in    Heft  II  d       K    G    S  1    ■)  th  It 

ist,    haben    die    Herausgeber    der    C     A     da     D  u  kf  hl  h  da 

Lobatschefskij  selbst  diesem  Heftt.  beigegeben  bat,  unberücksichtigt  ge 
lassen.  Zum  Beispiele  wird  im  Texte  des  0.  bei  Hinweisen  auf  die  Fi- 
guren 46 — 55    stets    eine   um    1   kleinere    Ziffer    angegeben,    zuweilen    fehlt 
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auch  der  Hinweis  auf  die  Figur  ganz;  alles  das  ist  aber  im  Druckfeliler- 
verzeichnisse  des  0.  berichtigt.  Die  Herausgeber  der  ti.  A.  haben  nun  die 
Figur  46  als  45 a  bezeichnet  nnd  dann  47 — -56  als  46 — -54.  Eine  im 
Texte  des  0.  erwähnte  Figur  55,  die  auf  der  zugehörigen  Tafel  feblt,  ist 
von  den  Herausgebern  der  G.  A,  neu  hinzugefügt  und  mit  55  bezeichnet 
worden.  In  der  gegenwartigen  Uebersetzung  habe  ict  die  von  Lobat- 
schefskij  beabsichtigte  Nunierirung  der  Figuren  wieder  hergestellt  und 
die  eben  erwähnte,  im  0.  fehlende  Figur  mit  55a  bezeichnet,  s.  S.  132. 

8.  93 — 109  (243 — 255),  Dieses  ganze  Kapitel  lässt  gar  Manchei 
zu  wünschen  übrig,  nicht  blos  weil  die  Darstellung  mehrfach  au  Unkln 
heit  leidet,  sondern  namentlich  deswegen,  weil  im  Laufe  der  Entwickelung 
stillschweigend  verschiedene  Voraussetzungen  gemacht  werden,  die  bei  der 
Erklärung  der  Grundbegriffe  nicht  zum  Ausdrucke  gebracht  worden  sind 
Allerdings  ist  es  eine  der  schwierigsten  Aufgaben,  diese  Voraussetzungen 
in  scharfer  Fassung  und  wirklich  vollständig  anzugeben ,  und  man  daif 
deshalb  den  Vei-sueb,  den  Lobatschefskij  hier  zur  Begründung  dei  deo 
metrie  macht,  nicht  zu  streng  beurtheilen. 

S.  94,  Z.  10  V.  u.  (244,  Z.  8),  Das  0.  hat:  „mit  dem  Halbmessei  »" 
In  der  Figur  21   des  0.  fehlt  der  Buchstabe  d. 

S.  95,  Z.  5—7  (244,  Z.  16  f.).  Vermuthlich  hat  Lobatschefskij 
das  so  gemeint:  Jede  Kugelfläche  mit  dem  Mittelpunkte  rf,  die  durch  einen 
Funkt  im  Innern  der  zu  S  gehörigen  Kugel  ginge,  hätte  nothwcndig  mit 
der  Kugelfläche  li  gewisse  Punkte  gemein  und  enthielte  daher  die  ganze 
Kugelfläcbe  B.  Demnach  lägen  überhaupt  alle  Punkte  der  zu  B  gehörigen 
Kugel  auf  einer  Kugelfiäche  mit  dem  Mittelpunkte  d. 

S.  95  f.  (244  f.).  Die  in  §  19  angegebenen  Merkmale  zur  Unter- 
scheidung zwischen  den  beiden  Seiten  der  Ebene  sind  durchaus  ungenügend. 
Es  müsste  heissen:  der  Punkt  C  liegt  ausserhalb  der  Ebene,  auf  der  Seite 
des  Poles  A,  wenn  er  ausserhalb  der  Kugelfläche  liegt,  die  um  B  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  AC  beschrieben  wird;  er  Hegt  dann  zu- 
gleich innerhalb  der  Kugelfläche,  die  um  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halb- 
messer BC  beschrieben  wird.  Entsprechend  hätte  man  den  Sachverhalt 
für  den  Punkt  I!  auszudrücken. 

S.  97.  In  Fig.  25  müssen  die  oberen  G  und  F  durch  G'  und  I<" 
ersetzt  werden.  Die  Fig.  25  des  0.  ist  unrichtig;  an  den  Stellen  von  C, 
C'  und  Ef  E'  stehen  die  Buchstaben:  F,  F'  und  C,  C\  und  der  jetzige 
Durehmesser  FF'  fehlt  ganz.  Diese  Fehler  sind  schon  in  den  G.  A.  be- 
richtigt. 

S.  98,  Z.  IC  (246,  Z.  2  v,  u.).     Dis  0    hat  BI  1)    statt    EBI 

S.  98,  Z.  5  v.  u.  (247,  Z.  14).  Der  §  23  fehlt  im  0  ol  wohl  si  iter 
auf  ihn  verwiesen  wird  (s.  §  30  und  44)  Er  muss  unter  'inderm  die 
Erklärung  enthalten  haben,  dass  jeder  erzeugende  Kieis  dei  Fbene  ein 
sogenannter  grösster  Kreis  ist  auf  der  durch  ihn  gehenden  KngelHache 
die  den  Ursprung  der  erzeugenden  Kieise  zum  Mittelpunkt  hat  daran 
konnte  dann  die  Bemerkung  geknüpft  weiden  dass  eine  Kugelfl  icho  über 
haupt  von  jeder  Ebene  durch  ihren  Mittel]  unkt  m  einem  sulchei  gr  ssten 
Kreise  geschnitten  wird.  Dadurch  wird  es  auch  ^erständlab  las«  I  obat 
schefskij  in  S  25  den  Ausdruck:  gri"sstei  Kreis  gebiaucht  hne  ihn 
vorher  erklärt  zu  haben. 
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S.  99,  Z,  11   V,  u.  (247,  Z.  2  v.  u.).      Das    0.  hat   §  20   statt   §  22- 
S.  100,  Z.  13  (248,  Z.  15).     Das  0.  bat  ÄBl)'  statt  AB'D'. 
S.  101.     In  Fig.  28  des  0.  steht  j5'  statt  li'. 
S.  106,  Z.  16  (2Ö2,  Z.  9  v.  u.).     Das  0.  bat  F'D'  statt  F'D. 
S.  106,  Z.  12  V.  «,  (253,  Z.  1).     Das  0.  bat  g  29  statt  §  27. 
S.   108.  In  der  Fig.  38  des  0.  feblt  der  Buchstabe  F,  und  der  Abstand 
FB'  ist  viel  grösser  als  FB. 

S.  111,  Z.  4  (257,  Z.  3).  Das  0.  hat;  „die  m-mal  so  gross  ist  wie 
&,  und  auf  diese  a  so  oft  zu  legen". 

S.  111,  Z,  25  (257,  Z.  18).  Wörtlicher  wäre:  „wenn  man  m  durch 
n  dividirt". 

S.  111,  Z.  10  und  5  V.  u.  (257,  Z,  10  und  6  v.  u.).  Im  0.  finden 
sich  hier  noch  die  Verweisungen;  (Algebra,  S.  127)  und:  (Algebra,  S.  1-^2), 
die  sich  auf  Lobatschefskijs  Lehrbuch  der  Aigebra  beziehen. 

S.  114,  Z.  23  (259,  Z.  10  v.  u.).  Im  0.  steht  hier  das  Zeichen:  L, 
das  aber  von  §  48  an  durch  das  Zeichen  i,  ersetzt  wird. 

S.  117,  Z.  5  (261,  Z.  14  V.  u.).     Das  0.  hat;    L  ÄaB  statt:    i  Aah. 
S.  118,  Z.  11   (262,  Z.  13,   12  v.  u.).     Wörtlich   übersetzt   würde    es 
statt  „Aussen wiukei"  heissen;  „der  ätissere  Winkel  von  der  Verlängerung  her". 
S.  118,  Z.  12—9  V.  u.  (262,  Z.  4—1  v.  u.).     Man  muss  sich  gleich- 
zeitig auch  den  grSssten  Kreis,  auf  dem  die  dritte  Seite  liegt,  fest  denken. 
S.  119,  Z,  1,  20  (263,  Z.  6,  18).     Das    0.  hat   §  40  und   46    statt; 
41  und  45. 

S.  120,  Z.  11—17  (264,  Z.  14—17).  Zu  diesem  Beweise  vgl.  P.  Tb. 
S.  9,  Euklid  I,  5. 

S.  122,  Z.  5—2  V.  u.  (266,  Z.  17  v.  u.).    Die  Worte:  „wenn  sie  von 
der  Mitte  .  .  .  den  Winkel  halbirt"  sind  in   den  G.  A.  weggelassen. 
S.  123,  Z.  9  V.  u.  (267,  Z.  4).     Das  0.  hat;  §  40  statt:  41. 
8.  125,  Z.  9  V.  u.  (268,  Z.  16  v.  u.).     Das  0.  bat:  AB'  statt:  A'B. 
S.  127,    Z.  10,   15    (269,  Z.  7,  4  v.  u.).     Im    0.    beide    Male    §    42 
statt  43. 

S.  128,  Z.  8  (270,  Z.  17).     Im  0.  BG  statt  FG. 
S.  129,  Z.  20  (271,  Z.  17).     Im  0.  §  43  statt  44. 
S.  129,  Z.  2,  1  V.  u.  (271,  Z.  8  v.  u.).     Das  0.  Iiat:    „Punkt  B  auf 
C  und  C  auf  B\"  was   erst  in  dem  folgenden  Falle,   wo  /.  i*  =  i.  C  an- 
genommen wird,  am  Platze  ist. 

S.  131,  Z.  1  V.  u.  (273,  Z.  13),  Deutlicher  wäre:  Die  um  einen 
Punkt  als  Mittelpunkt  mit  einem  Bogen  als  Halbmesser  auf  der  Kugel- 
fläcbe  entworfene  Linie, 

S.  132,  Z.  18  V.  u.  (273,  Z.  4,  3  v.  u.).  Es  soll  wohl  eigentlicli  „Im 
gei-adlinigen.  Vielecke"  heissen. 

S.  132,  Fig.  55a.  Diese  Figur,  auf  die  im  0.  unter  Nr.  .'J5  verwiesen 
wird,  feblt  auf  der  Figurentafel  des  0.  und  ist  den  (J.  A.  entnommen,  wo 
sie  die  Nr.  55  trägt,  vgl.  S.  319,  Z.  3  ff . 

S.  133,  Z.  19  (275,  Z.  11).     Das  0.  bat  AC  statt:  BC. 
S.  134,  Z.  2  (275,  Z.  1  v.  u.).     Das  0.  hat  FCF  und  FIlü  statt; 
EOG  und  EGC. 

B.  134,  Z.  7  und  10  (276,  Z.  4  und  6).  Das  0.  hat:  „das  von  B 
aus  auf  DE  gefällte  Loth  BH''  und:  AFFB  statt:  AFGB. 
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S,  134,  Z.  6—1  V.  «.  (27C,  Z.  17—20).  Der  Ort  der  Spitzen  aller 
fluchen  gleichen  sphiiriseben  Dreiecke  mit  gemeinsamer  Grundlinie  ist  zuerst 
von  Lexell  auf  analytischem  Wege  bestimmt  und  als  ein  Kreis  erkannt 
worden,  s.  dessen  „Solutto  problematis  geometrici  ex  doctrina  sphaericorum", 
Acta  Petropolitana  Bd.  V,  Theil  I,  ad  anmim  1781,  S.  112—127,  Peters- 
burg 1784  Euler  hat  dann  die  Lexellsche  Lösung  der  Aufgabe  verein- 
facht in  seinfr  Abhandlung  „Variae  speculationes  super  area  triangulorum 
sphaerieoi-um",  m  (.onventui  exhibita  29.  Jan.  1778,  erschienen  in  den  Nova 
Acta  Petropolitana,  Bd  X,  ad  annura  1792,  S.  '17—62^  Petersburg  1797,  und 
Legendre  h^t  die  Lsxel Ische  Lösung  in  seine  Elements  de  Geometrie 
aufgenommen,  m  dei  Note  X,  8.  Ausgabe,  Paris  1809,  S.  a20f.  Die  hier 
im  Texte  gegebene  rem  geometrische  Herleitung  und  Definilion  des  be- 
treffenden Ortes  findet  sieh  weder  bei  Lexell  noch  bei  Legendre,  dafür 
aber  genau  genommen  in  der  Arbeit  Eulers.  Euler  denkt  sich  nämlich 
auf  der  Eugelfläfihe  zu  beiden  Seiten  eines  grössten  Kreises,  des  Aequators, 
zwei  Parallelkreise  in  gleichen  Abstanden  vom  Aequator,  und  er  zeigt,  dass 
alle  sphärischen  Dreiecke  ABC,  bei  denen  A  und  B  feste  Punkte  des  einen 
Parallelkreises  sind  und  C  ein  beliebiger  Punkt  des  andern  Parallelkreises, 
gleichen  Elächeninhalt  haben.  Er  bemerkt  ausserdem  auch  noch  ausdrüek- 
liei),  dass  der  Aequator  dann  immer  die  beiden  Seiten  AC  und  SC  des 
Dreiecks  halbirt. 

Lobatschefskij  muss  seine  Herleitung  des  erwähnten  Ortes  schon 
vor  18Ü0  gekannt  haben,  denn  im  K.  B.,  hier  S.  34  f,  untersucht  er  den 
Flitcheninhait  der  geradlinigen  Dreiecke  der  nichteuklidischen  Geometrie 
ganz  auf  dieselbe  Weise.  Erwähnung  verdient  es,  dass  sich  auch  Gauss 
mit  jenem  Oiie  beschäftigt  hat,  vgl.  seine  aus  dem  Jahre  1842  stammen- 
den Briefe  in  dem  Briefwechsel  mit  Schumacher,  Bd.  IV,  S.  46  ff. 

S.  135,  Z.  15—17  (276,  Z.  10  v.  u.).  Die  Worte:  „und  zwar  ... 
AK  und  F(?"  entstammen  einem  Zusätze,  den  Lobatschefskij  selbst  im 
Di-uckf elller  Verzeichnisse  des  0.  (K.  G.  S.,  1836,  II)  hinzugefügt  hat,  der 
aber  den  Herausgebern  der  G.  A.  entgangen  ist.  Aber  auch  nach  Hinzu- 
fügung  dieses  Zusatzes  ist  die  Darstellung  des  Textes  noch  nicht  ganz  be- 
friedigend, denn  es  fehlt  vor  allen  Dingen  der  Nachweis,  dass  die  Ver- 
lUngerung  des  Bogens  AC  den  durch  B  gezogenen  Parallel  kreis  wirklich 
in  einem  Piinkte  F  schneidet  und  dass  überdies  der  Bogen  ACF  gleich  % 
ist,  was  doch  erforderlich  ist,  wenn  zwischen  A  und  F  mehr  als  ein  grösster 
Kreis  möglich  sein  soll.  Auch  die  Plächengleichheit  des  Kugelausschnittes 
ACFIIA  und  des  Dreiecks  ABC  hätte  noch  etwas  näher  begründet 
werden  sollen. 

Lobatschefskij  scheint  die  beschriebenen  Mängel  der  Darstellung 
des  Textes  selbst  empfunden  zu  haben,  denn  in  den  Q;  U.  giebt  er  eine 
Dai-stellung  desselben  Beweises,  die  von  diesen  Mängeln  frei  ist;  s.  G.  U. 
Nr.  27,  S.  28  —  31,  G.  A.  H,  8.  563  f.  Wir  wollen  jetzt  die  Lücken  des 
Textes  ergänzen  und  folgen  dabei  im  Wesentlichen  den  6,  U. 

Die  Bogen  AG  und  JiE  denken  wir  uns  verlängert,  bis  sie  in  M  zu- 
sammentreffen; da  AC<in  ist  und  also  nach  §  46  zugleich  der  Winkel 
ABC  und  der  Bogen  DF  beide  ■<  «  sind,  so  ftillt  M  sicher  weder  zwischen 
A  und  C,  noch  zwischen  JJ  und  F.  Wir  fällen  ferner  von  C  aus  auf  DM 
das    Loth    CL,    das   nacli    dem   Eiülieren    gleich    dem    Lothe   AK  ist,    ver- 
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längeni  sodann  LM  und  CM  über  31  hinaus  and  machen  MF  =  C3I, 
MG  =  LM.  Endlieh  verbinden  wir  die  Mitte  H  des  Bogens  KG  mit  A 
nnd  F  durch  die  Bogen  HA  und  HF. 

Nach  der  Konstruktion  sind  die  Dreiecke  CML  und  FMG  kongruent, 
es  ist  also  FG  =  GL  =  AK  und  GF  senkrecht  au  GB,  mithin  F  der 
Punkt,  in  dem  der  Bogen  AC  den  durch  B  gezogenen  Parallelkreis  schneidet. 
Ferner  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AKH  und  FGH  kongruent, 
da  die  Katheten  des  einen  den  Katheten  des  andern  gleich  sind.  IViglich 
ist  ^H=//Fund  LKHA  =  FHG,  worin  liegt,  daas  die  beiden  Bogen 
AH  und  HF  einem  grössten  Kreise  angehören. 

Da  ACF  und  AHF  zwei  verschiedene  Bogen  zwischen  den  Punkten 
A  und  F  sind,  so  sind  sie  beide  gleich  jt,  und  ACFH  ist  also  wirklich 
ein  Kugelausschnitt.  Diesen  Ausschnitt  kann  man  aber  als  ein  Dreieck 
mit  den  Ecken  A,  C,  F  auffassen;  bedenkt  man  daher,  dass  AH  =  HF, 
CM  =  MF  ist  und  daas  die  Lothe  AK  und  FG  gleich  sind,  so  erkennt 
man  nach  dem  Früheren  sofort,  dass  der  Ausschnitt  ACFH  dem  Dreiecke 
ABC  flächengleich  und  dass  die  Summe  seiner  Winkel  bei  Ä  und  F  gleich 
S  —  7t  ist. 

S.  136,  Z.  1  —  4  (277,  Z.  7—10),  Auf  diesen  Mangel,  der  sich  in 
den  Lehrbüchern  der  sphärischen  Trigonometrie  von  Kästner  und  Oagnoli 
findet,  hat  bereits  Mollwcide  hingewiesen,  ohne  jedoch  ihm  abhelfen  m 
kßnnen,  s.  v.  Zachs  Monatliche  CoiTespondenz  Bd.  XXYl,  1812,  S.  6Ü1. 
Kur/,  darauf  hat  dann  Oerling  in  Zachs  Corresponden/,  Bd.  XXVII,  1813, 
S.  297  und  in  seinem  „Grundriss  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie" 
Göttingen  1815,  S.  61  f.  einen  rein  geometrischen  Beweis  dafür  geliefert, 
dass  zwei  symmetrische  oder,  wie  er  sie  nennt,  entgegengesetzte  sphärische 
Dreiecke  stets  fläch engle ich  sind.  Er  benutzt  dabei  den  Umstand,  6ass  die 
den  symmetrischen  Dreiecken  umgeschriebenen  Kreise  gleich  gross  sind  und 
dass  jedes  der  Dreiecke  mit  seinem  umgeschriebenen  Kreise  drei  Oberflächen- 
segmente bestimmt,  die  den  beim  andern  Dreiecke  entstehenden  Segmenten 
gleich  sind.  Die  von  Lobatschefskij  angegebene  Zerlegung  des  sphilrischen 
Dreiecks  in  drei  gleichschenklige  Dreiecke,  aus  denen  sich  das  symmetrische 
Dreieck  zusammensetzen  lässt,  hat  Gerling  nicht. 

S.  i:-i6,  Z.  9—27  (277,  Z.  14—26).  Eine  andre  Zerlegung  des  sphä- 
rischen Dreiecks  in  Stücke,  aus  denen  sieh  das  symmetrische  zusammensetzen 
liisst,  theilt  Lobatschefskij  im  §  121   der  N.  A.  mit,  hier  S.  194. 

8.  136,  Fig.  öl.  Der  Bogen  CDA'  hat  den  Wendepunkt  bei  J)  schon 
in  der  Figur  des  0. 

S.  138,  Z.  15  ff.  (279,  Z.  5  ff').  Es  ist  merkwürdig,  dass  sich  Lobat- 
schefskij mit  der  Betrachtung  der  Vielecke  mit  zweifacher  Begrenzung 
begnügt  und  nicht  auch  zu  solchen  mit  mehrfacher  Begrenzung  übergeht. 
Man  sieht  daraus,  dass  ihm  der  Begriff  der  mehrfach  zusammenhängenden 
Fläche  noch  ziemlieh  fem  lag. 

S.  130,  Z.  4  f.  (270,  Z.  5,  4  v.  u.).  Das  0.  hat:  „die  Endpunkte  der 
beiden  Seiten  a  und  c",  während  doch  e  im  Allgemeinen  keine  Seite  des 
Vielecks  ist. 

S.  139,  Z.  15  V.  u.  (280,  Z.  14).     Das  0.  hat:  3«  —  »!=  2m. 

S.  141,  Z.  18,  17  V.  u.  (281,  Z.  6  v.  u.).  Die  Worte:  „und  die  auf 
ihnen   errichteten    Senkrechten,    von   denen"    sind   eingeschaltet,    weil    sonst 
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der  Text  des  0.  unveiatdndtn-h  ist  leiiepb  hsxhui  6u  ro  iin  uih  niii 
cwlwiiuHJi  i'iiaHH,  crt  o  it^HMi  Jin  Coiioin>  hjih  TOiihO  et  ot'iii.eh  TOUiOft, 
oiffi  HGcr,i,a  irpHiiauiftiiiiTB  Kt  oaioua  iJjeechomv  m»J    na\oifli.r  in  ortuoft 

IMOCKOCTH    CT.    OCbF)     ilt   ItOTOpOÖ    n    MOiyTI    TOIFKO  I  PpPCtKarf  Ol 

S.  142,  Z.  10  (282,  Z.  13).  Die  (Tleicbungsnummer  (4)  fehlt  im  0., 
was  aber  in  dem  früher  erwähnten  Druckfehlerverzeichnisse  berichtigt  ist. 

S.  142,  Z.  I3f.  (283,  Z.  15f.)  Der  Fall  « =  oo  führt  auch  zu 
regelmässigen  Körpern,  die  aber  sonderbarer  Weise  von  Lobatschefskij 
nirgends  erwähnt  werden.  Ist  n  ^  oo,  so  sind  die  Axen  der  körperlichen 
Winkel  des  regelmässigen  Körpers  und  die  auf  den  Mitten  der  Seitenflächen 
errichteten  Senkrechten  entweder  alle  zu  einander  parallel,  oder  sie  stehen 
alle  auf  einer  gewissen  Ebene,  der  Mittelebene  des  Körpers,  senkrecht. 

Im  ersten  Falle  Hegen  alle  Ecken  des  Köriiers  auf  einer  Gränzkugel 
oder  Gränzfläche  (vgl.  §  118  der  K  A.);  die  Gleichung  (4)  bleibt  anwend- 
bar, da  der  Mittelpunkt  des  Körpers  im  Unendlichen  liegt  und  der  Centri- 
winkel  gleich  Null  wird.  Es  ergjebt  sich  also:  4  —  (in  —  2)  (f  — 2)^0, 
das  heisst,  entweder:  m  ^  3,  r  ^  6,  oder :  m  ^  r  ^  4  oder  m  =  6,  r  =  :{. 
Demnach  giebt  es  nur  drei  Arten  von  regelmässigen  Körpern,  deren  Ecken 
auf  einer  Gränzkugel  liegen,  und  zwar  sind  die  Seitonflächen  dieser  Köiper 
entweder  regelmässige  Dreiecke  oder  Vierecke  oder  Sechsecke.  Man  er- 
hält sie,  wenn  man  sich  die  Euklidische  Ebene  in  lauter  regelmässige 
Dreiecke,  Vierecke  oder  Sechsecke  zerlegt  denkt  und  diese  Zerlegung  dann 
nach  §  120  f.  der  N,  A.  auf  eine  Gränzkugel  übertrügt.  Von  jeder  der 
drei  Arten  giebt  es  natürlich  imendlich  viele  verschiedene,  weil  zu  jeder 
Figiir  auf  einer  Gränzkugel  unendlich  viele  ähnliehe  gefunden  werden 
können. 

Im  zweiten  Falle  liegen  die  Ecken  des  Körpers  alle  auf  einer  Al)- 
standsflitehe,  die  dadureh  definirt  ist,  dass  alle  ihre  Punkte  von  der  Mittel- 
ebene des  Körpers  gleich  weit  abstehen.  Denkt  man  sich  die  Ecken  des 
Körpers  senkrecht  auf  die  Mittolebene  projicirt,  so  wird  die  Mittelebene  in 
lauter  kongi'uente  regelmässige  geradlinige  «(-Ecke  zerlegt,  von  denen  in 
jeder  Ecke  r  zusammenstossen.  Jeder  solchen  Zerlegung  der  Mittelebene 
entspricht  auf  jeder  der  unendlich  vielen  Abstandsflachen,  die  zu  der  Mittel- 
ebene konstruirt  werden  können,  ein  regelmässiger  Körper.  Da  überdies 
die  Winkelsumme  im  regelmässigen  geradlinigen  «»-Ecke  <  («i  -—  2)jt  ist, 
aber  dem  Werthe  {m  —  2)w  beliebig  nahe  kommen  kann,  wenn  nur  die 
Seiten  des  «»-Ecks  klein  genug  gewählt  werden,  so  müssen  die  positiven 
ganzen  Zahlen  m  und  *■  nothwendig  der  Bedingung  genügen  r(m—2)>'2vt, 
sonst  sind  sie  aber  ganz  beliebig.  Hat  man  m  und  r  so  gewählt,  dass 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist  die  Zerlegung  der  Mittelebene  vollkommen 
bestimmt,  denn  es  giebt  dann,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  stets  ein 
aber  auch  nur  ein  regelmässiges  »w-Eck,  dessen  Winkel  =2w:)'  sind. 

S.  142,  Z.  20  V.  o.,  4  V.  u.,  143,  Z.  13  v.  u.  (282,  Z.  9  v.  u.,  283, 
Z.  3  V.  0..  6  V.  u.).  Das  0.  hat  KjCn.,  Kubus,  was  hier  mit  Hexaeder 
wiedei^egebeii  ist,  weil  „Würfel"  ku  sehr  Euklidische  Vorstellungen  er- 
weckt. Ebenso  hätte  schon  auf  S.  9  Würfel  durch  Hexaeder  ersetzt  wer- 
den sollen. 

S.  143,  Z.  9  V.  u.  —  144,  Z.  6  (283,  Z.  2  v.  u.  —  284,  Z.  8). 
Euler   hat   seinen   Polyedereata   in    zwei  Abhandlungen   der  Novi  i 
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tarii  der  Petersburger  Akademie  veröffentHclil.  uud  Kwar  in  Bd.  IV,  ad 
annum  1752  et  1753,  erschienen  Petersburg  1758.  In  der  ersten  Abhand- 
lung: Pllementa  doctrinae  sohdonim,  S.  109 — 140  ist  der  Satz  aufge- 
stellt, aber,  wie  Euler  selbst  sagt,  nur  durch  Induktion  erschlossen,  noch 
nicht  bewiesen.  Die  zweite  Abhandlung  dagegen:  Demonstratio  nonnut- 
larum  insigmum  proprietatum ,  quibus  solida  Ledris  plauis  inclusa  sunt 
praedita,  S  140 — 160,  enthält  einen  Beweis,  den  Euler  bei  nochmaliger 
Unteiauchung  des  Gegenstandes  gefunden  hatte.  Der  Legendresche  IJe- 
weis  steht  im  VII.  Buche  der  Elements,  in  der  8.  Ausgabe,  Paris  1809 
auf  S  228  i,  Proposition  XXV.  Cauchys  Beweis  findet  man  in  der  Ab- 
handlung Recherchea  sur  les  polyedres,  Journal  de  l'Ecole  polytechniqiie 
Tome  IX,  Cahier  16,  Paris  18i:i  und  zwar  im  zweiten  Theile  der  Abhand- 
lung, S.  76 — 86.  Ueber  die  Fälle,  in  denen  der  Eulersche  Satz  nicht 
mehr  gültig  ist,  hat  Lhuilier  zu  derselben  Zeit  eine  Arbeit  veröflentlicht, 
s.  dessen  Memoire  sur  la  polyedrometrie ,  eontenant  une  demonstration 
du-eete  du  Theoreme  d'Euler  sur  les  polyedres,  et  un  examen  des  di- 
verses exceptions  ausquelles  ce  theoreme  est  assujetti.  Extrait  par  Ger- 
goune  in  Gergonnes  Annales  III,  1812  —  13,  S.  169—189.  Lhuilier 
unterscheidet  drei  Arten  von  Ausnahmen;  unter  die  eine  Art  fttllt  die  von 
Lobatschefskij  angegebene. 

8.  144,  Z.  18  (284,  Z.  15).     Das  0.  hat  §  70  statt  69. 

8.  146,  Z.  5,  6  (285,  'l.  9,  8  v.  u.).  Das  0.  hat  beide  Male  2 
statt:  —  2. 

S.  146,  Z.  14—12  V.  u.  (286,  Z.  10  f.).  Beim  Beweise  dieses  Satzes 
setzt  Lobatschefskij  stillschweigend  voraus,  da«s  alle  Seiten  des  betrach- 
teten Dreiecks  <  %  sind,  obwohl  er  das  in  dem  Satze  selbst  nicht  aus- 
drücklich hervorhebt.  Wäre  nämlich  zum  Beispiel  die  Seite  B' C  >  a,  so  wilro 
nach  §  46  auch  i  B'  iC  und  Bogen  BC  >  ^  die  beiden  Bogen  B'C  und 
BC  bitten  also  einen  zwischen  B  und  6  und  zwis  hen  B  und  6  hegenden 
Punkt  gemein  und  die  Schlüsse  de';  Textts  wlien  nicht  mehi  anwendbai 
Will  man  die  Lt,schritnkung  dass  xlle  leiten  <  w  s  in  sollen  veimeiieii 
so  muss  man  den  Satz  folgendermas  en  lassen 

Die  Sunme  zweiei  Winkel  eines  sphUis  hen  Dreiecks  ist 
stets  zugleich  mit  dei  Summe  der  he  den  „egenuboihegenden 
Seiten  >  )c,  =  tc,  <  «,  vorausgesetzt  dass  die  dritte  Seite  <  jt 
ist.  Ist  die  dritte  Seite  >  tc,  so  ist  die  genannte  Winkelsumme 
>jt,  =  ro,  <jc,  jenachdem  die  Summe  der  beiden  gegenüber- 
liegenden Seiten  <  ;t,  =71;,  >  jt  ist. 

In  der  That,  ist  in  dem  Dreiecke  BÄC  die  dritte  Seite  BC<7C  und 
die  beiden  andern  Seiten  auch  <;  m,  so  treten  die  üeherlegungen  des  Textes 
in  Kraft;  ist  aber  BG  <  tc  und  eine  der  andern  Seiten  BÄ,  CA  >  a,  so 
ist  nach  §  46  einer  der  beiden  Winkel  BCA,  CBA'^it,  also  der  Satz 
ebenfalls  richtig.  Ist  endlich  die  dritte  Seite  BC~>  «,  so  ersetzt  man  BC 
durch  eine  Ergänzung  zu  27t  und  erhält  ein  Dreieck,  in  dem  die  dritte 
Seite  <  jc  ist.  Wendet  man  den  ersten  Theii  des  Satzes  auf  dieses  Dreieck 
an,  so  erkennt  man,  dass  für  das  ureprüngliche  Dreieck  der  zweite  Theil 
des  Satzes  gilt. 

S.  146,  Z.  4  V.  u.  (286,  Z.  15).  Die  Verweisung  auf  §  Sli  ist  un- 
verständlich;   vielleicht   wollte   Lobatschefskij    auf    den   im    Dmcke    aus- 
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gefallenen  §  23  verweisen,  in  dem  er,  b.  S.  319,  den  Begriff  des  grössten 
Kreises  anf  einer  Kugelflache  erklärt  hatte.  Vermuthlicli  hatte  er  ia  §  23 
auch  bemerkt,  dass  alle  grösstea  Kreise  einer  Kugelfläche  kongruent  sind 
und  dass  KWei  verschiedene  grösste  Kreise  einander  stets  halbiren. 

S.  117,  Z,  1  (286,  Z.  17).     Das  0.  hat  ABC  statt  AGB. 

S.  147,  Z.  8  (286,  Z.  13  v.  a.).  In  §  68  ist  ja  bewiesen,  dass  die 
Wjnkelsumme  im  sphärischen  Dreiecke  >  n  ist,  obwohl  das  dort  nicht  aus- 
drücklich ausgesprochen  wird. 

S.  147,  Z.  12  (280,  Z.  10  y.  u,).     Im  0.  steht;  ACB  -f  ABC. 

S.  147,  Z.  15— li)  (286,  Z.  7—5  v.  u.).  Das  0.  hat  irrthümlich : 
>  jt,  =  7c,  <;  jt.  Selbstverständlich  ist  der  Satz  nur  richtig,  wenn  die 
Seite,  durch  deren  Verlängerung  der  Aussenwinkel  entsteht,  <  n  ist.  Ist 
diese  Seite  >  jr,  so  muss  man  allerdings  <  jt,  =  tb,  >  jt  durch :  >  ro,  =  je, 
■<  71  ersetzen. 

S,  147,  Z.  22—28  (28G,  Z.  4—1  v.  u.).  Das  0.  hat:  ABJ)>  ACB, 
■wenn  AB  -^  AC  >  n;  AB J>  <  ACB,  wenn  AB  -\-  AC <7t;  AB J)>  BAC, 
wenn  AC  -\-  BC>n;  Aß]J<BAC,  wenn  AC  -\-  BC<n,  Zu  be- 
merken ist,  dass  bei  den  drei  ei-sten  Ungleichheiten  vorausgesetzt  wird: 
BC<n,  bei  den  drei  letzten:  BA<n. 

S.  147,  Z.  11—7  v.  u.  (287,  Z.  1—3).  Spater  in  §  79,  S.  151, 
Z.  3 — 1  V.  u.  (289,  Z.  7 — 5  y.  u.)  wird  noch  der  im  Texte  nicht  bewiesene 
SatK  benutzt: 

Ist  in  einem  sphiirischen  Dreiecke  eine  Seite  <  tc  und  die 
beiden  andern  <  ^ji,  so  sind  die  Winkel,  die  den  beiden  letzten 
Seiten  gegenüberliegen,  spitz. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wi 
(Fig.  52')  sei  a<i^,  h<^ii,  h  <i  a,  aber 
auch  c  ■<  -.J-jt,  so  ergäbe  sich  die  Richtigkeit 
unsei-s  Satzes  schon  aus  dem  im  Texte 
Gesagten.  Wir  machen  CD  =  C B,  dann 
istnach§46BJ><jr,fernorist7it.'+7;C<7r, 
also  (s.l;74)  LJ>'fiC-\-LBDC<%,  oder 
da  L  I>BG  =  L  IIJ'C  ist  _(g  64),  i  DBÜ 
und  erst  recht  iABÜ  spitz. 

Wir  machen  fenier  BFj  =  BC,  dann 
ist  nach  §  46  wieder  EG  <  jt,  ferner  ist 
KB  +  OB  <JE,  also  nach  §  74: 

L  GEB  +  i  ECB  =  2  /.  CEB  <  n, 
das  heisst  L  GEB  spitz  und  GEA  stumpf. 
Endlieh  ist  BE<n,  L  EBG-\-LBEC<  x, 
also  BC  -\-  EV  <  71,  mithin:  EG  <  it  —  t 


C>\: 


dem  Dreiecke  ABC 
-,  <  7C;  wäre  nämlich 


Daraus  aber  folgt: 


EC-\-AC<7t  —  a-\-h<7t, 

wegen  EA<C.-!t  ergicbt  sich  daher  nach  §  74:  L  CEA  -\-  i  GAE  <in, 
und  da  i  CEA  stumpf  ist,  so  ist  /.  GAB  nothwendig  spitz. 

S.  148,  Z.  14  —  16  (287,  Z.  15f.).  Die  Entfernung  zwischen  dem 
Fusspunkte  des  Lothcs  und  dem  Scheitel  des  Winkels  ist  ja  stets  <  ji. 

S.  118,    Z.  18— 2Ü  (287,    Z.  17  f.)     Im   Beweise    dieses    Satzes   hätte 
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noch  bemerkt  werden,  sollen,  diss  einer  faeite,  die  >  ir  ist,  nach  §  46  so- 
wieso der  grösste  Winkel  dc^  Dieiecks  gegenuberbfgt,  da'-s  man  also  ohne 
Beschränkung  der  Allgemeinlieit  a  und  c  <  «  annehmen   kann 

S.  149,  Z.  11  — 1}  1'288,  Z  Sf)  Das  0  hat  ßÄG>BC' A, 
AC<n;  BC>  AB. 

S.  li'Ji.  %  78.  Die  Kreise,  von  denen  hier  gesi)roi;hen  wii-d,  sind 
sänntlieh  grösste  Kreise. 

S.  149,  Z.  4  V.  u,  (288,  Z.  17).     Das  0.  hat:    BA^tc,    BJi  <\7I: 

S.  150,  Z.  6f.  (288,  Z.  13,  12  v.  u.).  Das  bezieht  Bich  auf  den 
Schluss  von  §  66,  S.  132,  Z.  11—18. 

S.  150,  Z.  12—20  (288,  Z.  lÜ— 6  v.  u.).  Es  wird  natürlich  wieder 
vorausgesetzt,  dass  der  Bogen  DA  auf  dem  Halbkreise  ABC  senkrecht 
steht ;  I)  A  ist  also  der  kürzeste  Abstand  des  Punktes  1)  von  diesem 
Halbkreise. 

S  150  ff.  §  79.  Das  ist  der  bekannte  Satz  über  das  Polardreieck,  der 
hier  alleidings  in  einer  unvollkommenen  Form  erscheint.  Er  lässt  sich 
nämlich  m  der  Fassung  des  Testes  auf  solche  sphärische  Dreiecke,  in  denen 
eine  Seite  >  it  ist,  nicht  übertragen.  Eine  allgemein  gültige  Passung  des 
Satzes  kann  man  erst  aufstellen ,  wenn  man  nach  dem  Vorgange  von 
Mdbius  statt  der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  deren  Nebenwinkel  ein- 
führt und  mit  Buchstaben  bezeichnet.  Vgl.  darüber  E.  Study,  Sphärische 
Trigonometrie  u.  s.  w.,  Afah.  der  Leipz.  Ges.  d.  Wiss. ,  math.  phya.  Klasse 
Bd.  XX,  Nr.  II,  Leipzig  1893,  S.  92.  Sonderbar  ist  es,  dass  Lobat- 
schefskij  den  Begriff  des  Polardreiecks  gar  nicht  erwähnt,  obwohl  er  in 
§  25  den  Begriff  „gegenüberliegende  Pole  eines  grössten  Kreises"  ausdrück- 
lich einführt.  Vielleicht  hat  er  das  deshalb  gethan,  weil  er  auf  das  in 
§  79  angewendete  Beweis  verfahren  besondei-es  Gewicht  legte.  Dieses  Ver- 
fahren ist  zwar  etwas  umständlich,  aber  doch  entschieden  originell. 

S.  151,  Z.  13—38  (289,  Z.  16—28).  Diese  Betrachtungen  zeigen, 
dass  /.u  jedem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke,  dessen  Katheten  beide 
<  \7t  sind,  ein  andres  rechtwinkliges  Dreieck  von  derselben  Beschaffenheit 
gehört.     Sindi 


die    Seiten    und   Winkel    des    ersten    Dreiecks,     so    liaben    die    Seiten    und 
Winkel  des  andern  die  Werthe; 

\^-A         h         B 

^7t—a  c         i^Tt. 

Um    diese  Dreiecke    in   der  Fig.  71    besser  hervortreten   zu  lassen,    sind  sie 
stärker  ausgezeichnet,  was  im  0.  nicht  der  Fall  ist. 

Selbstverständlich   gehört  auf  ganz   dieselbe  Weise   zu    dem  uispiling- 
liehen  Dreiecke  noch  ein  zweites  mit  den  Seiten  und  Winkeln: 

a  \n  —  B  A 

c  i^-h  i^. 

Dieser  Satz   über   das   rechtwinklige   sphärische  Dreieck   ist  allem  An- 
scheine   nach    Lobatschefskij    eigenthümlich    und    bisher    vollständig   un- 
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bekannt  geWiehen  Ei  ist  deshalb  merkwürdig,  weil  er  den  icnern  Grund 
der  Nepeischen  Rejiel  aufdeckt  Diese  Regel  sagt  nllmlicli  ans,  dass  im 
rechtwinkligen  &ph  i,risi  hen  Dieietke  dei  Cosinus  jedes  Stücks  gleich  ist 
dem  Produkte  aus  den  C  otangunten  der  beiden  anliegenden  Stücke  und 
gleich  dem  Produkte  aua  den  Sinus  der  beiden  nicht  anliegenden  Stücke; 
der  rechte  Winkel  wird  dabei  nicht  mitge7ühlt,  und  die  Katheten  sind  durch 
ihre  Ergänzungen  zu  J^w  ?n  enet/ea  Denkt  man  sich  daher  aus  den 
Stücken  des  Dreiecks  den  Cjklns  gebildet: 

...,  Jm— i,  i«  — a,  B,  c,  A  ^7t  —  h  W  — «,  B,  c,  A,  ... 
so  ist  der  Cosinus  jedes  Gliedes  des  Cyklns  gleich  dem  Produkte  aus  den 
Cotangenteu  der  beiden  benachbarten  und  gleich  dem  Produkte  aus  den 
Sinus  der  beiden  nicht  benachbarten  Stucke  Ersetzt  man  nun  die  Stücke 
des  ursprünglichen  Dreiecks  durch  die  Stücke  eines  der  beiden  neuen  Drei- 
ecke, die  nach  Lobatschefskij  da/u  geh  rn  so  I  leibt  der  (.'yklus  ah 
Ganzes  ungeändert,  abgesehen  vom  Duii,hlaufun^ssinne  der  in  den  ent- 
gegengesetzten übergeht;  ausserdem  wird  aber  zugleich  r  durch  eines  doi 
benachbarten  Stücke  ersetzt.  Vertat  seht  n  an  andrerseits  a  mit  h  und  A 
mit  B,  so  bleibt  der  Cyklus  wieder  abgesehen  \otl  dem  Dun hlaufunga- 
sinne,  ungeUndert,  während  c  diesmil  in  seiner  Stelle  bleibt.  Wendet  man 
daher  die  beiden  beschriebenen  Opeiationen  nach  einander  an,  so  ist  das 
Ergebniss  einfach  eine  cjklische  Vertauschung  d  r  Glieder  unsers  Cyklus. 
Hierin  liegt,  dass  die  Gleichungen 

cos  c  =  cot  j1  .  cot  B,     cos  c  ^  sin  {^jt  —  a)  .  sin  (Jji  —  b) 
richtig  bleiben,    wenn  man  für  ^-tc  — ^  0,  B,  e,  A,  ^  jt —  h  fünf  aufeinan- 
derfolgende Glieder  des  Cyklus  setzt.  Das  aber  ist  eben  die  Nepcrsohe  Regel. 

Durch  die  Beti-achtungen  des  Testes  ist  allerdings  bewiesen,  dass  zu 
jedem  rechtwinkligen  sphürischen  Dreiecke,  dessen  Katheten  <  -J  js  sind, 
ein  ebensolches  Dreieck  gehört.  Es  ist  aber  kaum  anzunehmen ,  dass 
Lobatschefskij  das  Entsprechen  zwischen  beiden  Dreiecken  auf  dem  im 
Teste  angegebenen  Wege  gefunden  hat.  Vielmehr  wii-d  er  den  Beweis 
des  Textes  erst  nachträglich  entdeckt  haben,  nachdem  er  dieses  Entsprechen 
vorher  auf  einem  andern  Wege  erkannt  hatte.  Es  liegt  nahe  zu  vermuthen, 
dass  dieser  „andre  Weg"  durch  die  Beziehung  gegeben  ist,  die  Lobat- 
schefskij schon  1829  zwischen  den  rechtwinkligen  geradlinigen  Dreiecken 
der  nichteuklidischen  Geometrie  und  den  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecken helgestellt  hat,  s.  hier  S.  18  f.  In  den  N,  A.  entwickelt  Lobat- 
scheiskij  diese  Beziehung  erst  später,  in  §  136,  weil  sie  den  Begi'iff 
des  Parallel  Winkel  3  voraussetzt.  Wir  ziehen  aber  doch  vor,  gleich  jetzt  zu 
zeigen,  wie  lus  der  letztem  Beziehung  der  vorhin  besprochene  üebergang 
Von  einem  reihtwinkUgen  sphärischen  Di-eiecke  zu  einem  andern  abgeleitet 
werden  kann 

Nach  R    181    und  nach  §  136  der  N.  Ä.  entspricht  jedem  rechtwink- 
hgcn  gciadlinigen  Dreiecke  /i  mit  den  Seiten  und  Winkeln: 
{      l  m  n 

^  1  n(i')    n{m)    \n 
ein  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck  ^'  mit  den  Seiten  und  Winkeln: 
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j.  [  n{»)        n{i-)         n(„.) 

WO  /7(»)  der  zu  dem  Lothe  a  gehörige  Parallelwinkel  ist  (vgl.  S.  2S9  und 
N.  A.  §  113)  und  wo  also  die  Winkel  n(l),  n(m),  n(n),  i7{r),  n{m') 
sämtlich  <  ^w  sind.  Na«h  S.  241  f.  ist  überdies  auch  umgekehrt  das  Dreieck 
jj  durch  das  Dreieck  J'  vollständig  bestimmt,  und  man  kann  durch  geeignete 
Wahl  des  Dreiecks  J  erreichen,  dass  /t'  jedes  beliebige  rechtwinklige 
sphärische  Dreieck  wird,  dessen  beide  Katheten  <  ^m  sind.  In  den  Aus- 
diTicken  für  die  Stücke  des  Dreiecks  ■^'  treten  nun  oifenbar  die  Katheten 
und  die  spitzen  Winkel  des  Dreiecks  J  nicht  symmetrisch  avii'.  Zu  z/  ge- 
hört daher  noch  ein  zweites  rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck; 

^„j  2i(»)        UM       n(i) 
1  n(»)    i«-ff(r)     i«. 

Demnach  bekommt  man  zu  jedem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  ^  , 
dessen  Katheten  beide  <-i™  sind,  ein  ebensolches  Dreieck  J"  zugeordnet, 
Setxt  man  endlich: 

n(n)  =  a,     7I(r)  =  b,     n(m)  =  0,     n{t)  =  A,     l-x—  n{m')  =  B 
oder: 

n(n)  =  h,     J7(r)  =  «,     n(nf)  =  c,     n{l)  =  B,    4-nr  —  Jl(m')  =  A, 

so  findet  man  wieder  die  beiden  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke ,  die 
nach  dem  Früheren  au  dem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  mit  den 
Seiten  und  Winkeln:  u,  b,  C,  A,  B  gehören,  sobald  h  < -^^i,  (><^w. 

S  151,  Z.  3—1  V.  u.  (289,  Z.  7—5  v.  u.).  Vgl."  die  Anmerlmng 
zum  Schlüsse  des  g  74,  S.  325,  Z.  20ff, 

S.  152,  Z.  17,  15  und  14  v.  u.  (290,  Z.  11,  13  und  13).  Das  0. 
hat:  ii  <  ^re  statt:  ö  <  jt;  ^;t  —  B  und  \k — b  statt:  n  —  B  und: 
n  —  h. 

S.  152,  Z.  3,  2  V.  u.  (290,  Z.  17  f.).  Nach  §  78  ist  wegen  h  <  i^n 
und  c  —  -^ji  <  ^51  auch  fi  <  ^jt,  iind  nach  g  75  ist  wegen  B  <  ,J-jt  auch 
A  <  -^re.  Das  „folglich"  verweist  auf  den  S.  151  bewiesenen  Satz  über 
das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck. 

S.  153,  Z.  11  (290,  Z.  9  v.  o.).     Das  0.  hat  b  statt:  a. 
S.  153,    Z.  14—17  (290,    Z.  7—5  v.  u.).      Im    Vorhergehenden    sind 
nämlich  die  folgenden  Fälle  erledigt: 

zwei  Seiten  <  -^re,     eine  ■<  ji 

zwei  Seiten  =  ^re,     eine  <  jt 

eine  Seite     ^ -i-«,     eine<-^TC,     eine  > -^-re,     <re 

zwei  Seiten  >  ^jt,     eine  <  re, 

und  damit  sind  in  der  That  alle  möglichen  Fälle  erschöpft,  sobald  die 
drei  Seiten  sämtlich  <  tc  sind.  —  Dass  die  Summe  der  drei  Seiten  ■<  2« 
ist,  folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  n  —  u  -\-  n  —  h  -\-  7t  —  (.■>7r;  wer- 
den muss. 

S.  153,  Z.  9,   8  V,  u.  (291,  Z.  3 f.).   Ist  c<-}-,7t,  so  sind  a:  und  c  —  j; 
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vm  selbst  <  \-n  und  also  nich  t;  78  auch  h  und  u  <  ^ff  Ist  t  ^  '  jt, 
so  sind  wegen  der  im  Satze  gemachtpu  Voiausset/ung  n  und  h  beide  «C-J-« 
also,  wieder  Dach  i;  7fi,  auch  c  —  r  und   '   beide  <  \~t 

S  154,  Z  3—5  (291,  Z  5— !  v  u)  Hierbei  viud  selbstverständlich 
voi  ausgesetzt,  dass  die    Iritte  Seite  <  tt  ist 

S  l'J4,  /  12—1°,  (292,  Z  ^—8)  Es  dürfte  angebracht  sein,  aut 
einen  wesentlichen  Unterschied  aufmerlvsam  zu  machen,  dei  sich  bei  der 
RetiTchtung  der  Kon gruenzs ätze  /wischen  der  Eukbdischtn  unj  der  nicht 
euklidischen  <Teometiie  heiausstellt  illeidings.  haben  beide  de Dmetrieen 
das  gemeinsam,  dass  jeder  Kongraenzsat/  zugleich  einen  Satz  m  sich 
schliesst,  dei  aussagt  ein  geiadlmigea  Dieieck  ist,  abgesehen  von  semei 
Lige  m  der  Ebenp,  vollständig  bestimmt,  sobald  dtei  seiner  Stucke  gegeben 
sind,  vorausgesetzt  nui ,  dass  die  gegnbenen  btucke  überhaupt  einem  Drei 
ecke  angehl  ren  können  Wahrend  aber  m  der  Euklidischen  beometne  die 
Konstruktion  duich  die  das  Dieieet  aus  den  gegeben  n  Stucken  gefunden 
wild,  immer  unmittelbar  aut  der  Hand  liegt,  lut  das  in  dei  nichteuklidi sehen 
rreometrie  nur  bei  gewissen  dei  Ktngraenysätze  dei  Fall,  namlich  lei 
denen  dei  §5  81,  82,  84,  85  Bei  den  Sätzen  in  ^  87  und  12  dagegen 
ist  erbt  noch  em  rein  geomet  lisch  et  Beweis  dafui  eifoiderlich,  dass  das 
Dreieck  aus  den  betreffenden  drei  Stuiken  wirklich  mit  Zirkel  und  Lineal 
krinstniiit  werien  kann,  denn  man  w  id  skIi  doch  nicht  damit  begnügen 
wollen,  das^  das  ^  orhandeniiem  des  Dreiecks  aus  der  Stetigkeit  folgt  Es 
ist  ein  entschiedener  Mangel,  dass  Lobatschefski]  luf  diese  und  äbnliche 
Fragen  gai  nicht  eingeht  und  überhaupt  die  Konstiuktionen  der  nicht 
euklischen  <Veometiie  ganz  veinacbl6,SBigt  Derselbe  Voiwuif  ist  übrigens 
der  üblichen  Behandlung  dei  sphaiischen  Geometrie  zu  machen,  nur  das» 
da  die  Konstiuktionen  wesentlich  leichter  smii  als  m  der  hier  betrachteten 

fe.  154,  Z.  7—5  V.  u.  (292,  Z.  8,  7  v.  u.).  Das  muss  man  im 
Folgenden  immer  im  Auge  behalten. 

S.  155,  Z.  14,  13  V.  u.  (293,  Z.  16  v.  u,).  Das  0.  hat:  „Im  Kreise 
liegen  gleichen  Sehnen  gleiche  Winkel  gegenüber",  was  keinen  Sinn  hat,  so 
lange  der  Satz  des  §  82  noch  nicht  bewiesen  ist. 

S.  155,  Z.  4  V.  u.  (293,  Z.  12  v.  n.).     Das  0.  hat  AC  statt:  AB. 

S.  157,  Z.  3  (294,  Z,  9).   Das  0.  hat:  AB  =  AB'  statt;  BC  =  B'C. 

S.  157.  §  85.  Der  Satz,  ist  noch  nicht  scharf  genug  gefasst,  es 
müsste  eigentlich  heissen;  „und  überdies  entweder  beide  Dreiecke  spitz- 
winklig sind  oder  beide  stumpfwinklig,  jedoch  so,  dass  der  stumpfe  Winkel 
in  beiden  Dreiecken  entweder  zwischen  den  gleichen  Seiten  liegt  oder 
gegenüber  der  grösseren".  Beim  Beweise  wird  in  der  That  stillschweigend 
diese  Yoraussetzung  gemacht.   Dass  sie  nothwendig  ist,  liegt  auf  der  Hand. 

8.  158,  Z.  12  V.  u.  (295,  Z.  16).     Das  0.  hat:  =  n  statt:  =  \%. 

S.  158,  Z.  10—4  V.  u.  (295,  Z.  18—16  v.  u.).  Hier  ist  der  Fall 
BA  =  BC^^n  übersehen;  dann  ist  nämlich  der  beschriebene  Kreis  eben 
der  Bogen  ÄC  In  den  Satz  hätte  daher  noch  die  Bedingung  aufgenommen 
werden  sollen,  dass  die  gleichen  Seiten  nicht  beide  gleich  \n  sein  dürfen. 
Will  man  aucli  den  Fall  berücksichtigen,  dass  eine  der  Seiten  >  n  ist,  so 
muss  noch  die  Möglichkeit:    .BA  = -^w,  BC^^n  ausgeschlossen  werden, 

S.  159,  Z.  1   (295,   '/..  14  t.  u,).     Das  0,  hat:  Ä,   C  statt:  A.  C. 

S.  159,  Z.  12—15   (295,  Z.  6—4  y.  u.).    Hierbei  wird  vorausgesetzt. 


dby  Google 


330  Anmerkungen, 

dass  die  dritte  Seite  in  beiden  Dreiecken  <  n  ist,  vgl.  die  Anmerkung  zu 
§  74,  S.  324,  Z.  24  ff. 

S.  159,  'l.  18  V.  u.  (296,  Z.  l).     Das  0.  hat  Fig.  83  statt  81. 

S.  160,  Z.  4   (296,  Z.  13).     Das  0.  hat  Fig.  84  statt  82. 

S.  160,  Z.  17—22  (290,  Z.  15—11  v.  u.).  Ist  nimüch  /.  C=  4« 
und  LA  spitz,  so  kann  BC  nicht  gleich  ^Jt  sein. 

S.  160,  Z.  16  T.  u.  (296,  Z.  9  v.  u.).     Das  0.  hat  Fig.  85  statt    83. 

S.  161,  Z.  11   (297,  Z.  9).     Das  0.  hat  Fig.  46  statt  47. 

S.  161,  Z.  17   V.  «.  (297,  Z.  17).    Das  0,  hat  /,  J^CJ.  statt  VAC. 

S.  161,  Z.  5  y.  Tl.— 162,  Z.  10  y.  u,  (297,  '/..  ö  v.  «.—298,  Z.  17). 
Das  ist  eben  der  Beweis,  den  Legendre  1600  in  der  dritten  Ausgabe 
seiner  Elements  de  Geometrie  veröffentlicht  hat ,  Proposition  X  [X ,  vgl. 
S.  313. 

S.  162,  Z.  U   V,  u.  (298,  Z.  16).     Zunächst  findet  man: 

S.  162  ff.,  §  91.  Diesen  Satz  hat  Saccher!  bereits  1733  bewiesen, 
s.  P.  Th.  S.  67,  Lehrsatz  XV,  ebenso  Lambert  1766,  s.  P.  Th.  S.  185,  §  51. 

S.  163,  Z.  18,  13  und  2  v.  u.  (299,  Z.  5,  7  und  14).  Das  0.  hat 
ABCD  statt:  ABFE;  ABC  statt  BAC  und:  ABC  statt  ABi;. 

S.  164,  Z.  7  (299,  Z.  17  y.  u.).  '  Man  findet  den  Legendreschen 
Beweis  in  den  EeÜesions  von  1833  an  der  auf  S.  313,  Z.  10—9  v.  u.  an- 
geführten Stelle.     Vgl.  P-  Th.  S.  320. 

S.  164,  Z.  14—12  V.  u.  (299,  Z.  3—1  v.  u.).  Weil  nUmlich  nach 
§  68  und  80  die  Winkelsumme  des  sphärischen  Dreiecks  gleich  n  wird, 
sobald  der  Inhalt  des  Dreiecks  veisctwindet 

S.  164  f.  §  92.  Auch  diesei  '^atz  findet  sich  im  Grunde  schon  bei 
Saccheri,  denn  Saceheri  beweist,  dass  Dreiecke  mit  gleichen  Winkeln 
aber  ungleichen  Seiten  nicht  möglich  sind,  sobald  die  Winkelsumrae  im 
Dreiecke  von  n  verschieden  i^t,  b  P  Tb  S  84  f.  Dieselbe  Bemerkung  hat 
auch  Lambert  gemacht,  s.  P.  Th.  S.  200  f. 

S.  166,  Z.  19,  20  (302,  Z.  I,  l).  Das  0.  hat  EG  statt  CG  und 
EG'  statt  CG: 

S.  166,  Z.  8,  7  V.  u.  (302,  Z.  9,  10),  Da';  0  hat  beide  Male  AD 
statt  DA.  Ueberhaupt  legt  Lobatschefsklj  keinen  Werth  darauf,  bei 
parallelen  Geraden  die  Buchstaben  in  der  Anordnung  zu  nennen ,  dass  die 
Seite  des  ParalJelismus  (vgl.  §  109)  hervortritt.  Ebenso  nennt  er  bei 
kongruenten  Dreiecken  die  Ecken  sehr  häufig  in  einer  Eeihenfolgp,  die  nicht 
erkennen  lässt,  welche  Ecken  einander  entsprechen. 

S.  167,  Z.  llf.  (302,  Z.  12  v.  u.).  Ueber  die  Benennung  „Parallel- 
winkel" Vgl.  S.  239. 

S.  168,  Z.  7,  6  V.  u.  (303,  Z.  9,  8  v.  n.).  Der  Winkel  T>A€  ist 
vollkommen  willkürlich  innerhalb  der  Oeffnung  des  Winkels  BAB,  der 
nach  §  53  grösser  ist  als  BE'K'. 

B.  169,  Z.  12  V.  u.  (304,  Z.  15).  Hier  hätte  bemerkt  werden  sollen, 
dass  FE  sicher  weder  AB  noch  C'I)  sehneiden  kann. 

S.  170f,,  §  98.  Dieser  Satz  findet  sieh  schon  1825  hei  Taurinua, 
B,  P,  Th.  S.  263. 
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S.  171,  Z.  5  (305,  %.  11  f.).  Das  0.  hat  §  91  statt  90  und  (JI>'  =  AD 
statt:  Gjy  =  AD'. 

S.  171,  Z.  16—21  (305,  Z.  19—21)  Dass  Jei  LDaF^'  \n  ist, 
ergiebt  sieÜ  eigentlich  erst,  sobalil  bewiesen  ist,  dass  &/>  und  ü'  parallel 
sind.  Hier  ist  es  übrigens  gleichgültig  denn  es  kommt  nur  darauf  an, 
dass  CD  das  Loth  A^  schneidet,  das  aber  wurde  auch  dann  dei  Fall  sein, 
wenn  iBAF.>  L^-AC  wäre.  Dann  bestimmten  nK,mli(,h  die  Lotbe  AC 
und  J  7^7  zusammen  mit  dem  vom  C  aus  auf  FJ  geftillten  Lothe  CE'  ein 
Viereck  ACE'E,  aus  dem  DG  nicht  wiedpr  heraustreten  kennte,  ohne  AE 
zu  schneiden,  denn  DG  und  FE  können  keinen  Punkt  gemein  haben,  weil 
es  sonst  von  diesem  Punkte  aus  Kwei  \ erscbiedene  Parallelen  za  AB  gäbe. 

S.  171,  Z.  5,  4  V.  u.  (305,  Z.  4  y.  u.).  Hier  ist  der  LBAC  wieder 
si:iitz,  und  wenn  man  von  C  aus  auf  FE  das  Lotii  CE'  fUllt,  so  wird  auch 
iDCE'  spitz.  Der  Pusspunkt  E  des  Lothes  AE  muss  daher  zwischen 
E'  und  F  fallen,  folglich  schneidet  CD  das  Loth  AE  sicher  in  einem 
Punkte  C?  zwischen  C  und  D. 

S.  172,  Z.  3  (306,  Z.  l).  Das  0.  hat  FE  und  U^'  statt  EF 
und  ^'/>, 

S.  172,  Z.  5—11  (J<i6,  Z  3— C)  Das  0  hat  dieimal  />r  btatt  CT). 
Der  Beweis  ist  etwas  zu  kura  geiathen,  denn  \nn  vom  herein  ist  es  nicht 
sicher,  dass  BACD  eine  Fbenf  ist  Man  mu&s  vielmehi  so  schheasen: 
Die  Ebenen  AGB  und  BAI  F  haben  den  im  Endlichen  liegenden  Punkt 
A  gemein  und  müssen  somit  nach  §  97  einander  in  einer  duich  4.  gehen- 
den Geraden  schneiden  die  zu  J  i"  patallel  ist  Da  diese  derade  in  der 
Ebene  BAEF  liegt,  so  muss  sie  mit  der  Ueiaden  AB  zusammentiUen. 

S.  172,  Z.  14—10  V  u  (10b,  Z  14—17")  Man  beachte,  dass  u  =  fdc, 
ß^abc,  y^d'fe     &  =  dtc  =  !  d  f  ,  dit^7t~hai    d  c  f  ='!c  —  bc(i. 

S.  172,  Z.  4  V.  u.  (306,  Z.  11  v.  u,).     Das  Ü,  hat: 
r  ^  p  Jf.  q  —  S  +  \{«  -  ^  ~  ß  -  y). 

S  17"  Z  3—1  v  u  (306  Z  10  t|  V  u)  Dass  die  Bogen  df  und 
f    unbe     an  t    abnehmen     sol  ald  ,B'  s  ch   von  h   e  tfernt      bt  nac)        "5 

ttell  a  klar  Da  ande  er  e  ts  in  t  abneh  ne  der  Se  te  d  der  W  nkel 
}f  ^  S  mn  er  kle  ner  w  rd  und  umgekehrt  und  da  ebenso  m  t  abneh 
ende  Se  te  /  der  W  nkel  /  l  mme  kle  ner  w  rd  und  mgekehrt 
so  muss  au  h  d'  bei  eb  g  kle  n  we  den  w  na  B  we  t  genug  von  B  abruckt 
Dagegen  st  es  ohne  d  e  7uz  ehung  ie  \  hir  s  hen  Dr  ecke  1}  und  l  f 
ke  neswegs  von  vor  he  e  kla  lass  der  W  nkel  ö  lelel  g  kle  n  gemacht 
werden  kann 

Es  ers  he  nt  i  n'i  hensw  rth  e  ne  d  rel  te  en  B  we  s  difur  z  ge]  n 
lass  d  bei  eb  g  kl  n  g  n  a  ht  we  den  kan  u  d  da  st  au  h  ganz  1  ht 
wenn  n  an  nu    de  Punkte  ABC  von  vornhe  e  n  n  g  e  gneter  We  se  wählt 

Yan  wähle  B  so  lass  de  n  den  El  enen  B  B  ii  und  B  BGL  auf 
PB     er   chteten    lothe    de    Geraden   AÄ     und    CC  we     Punkten    A 

und  G  sehne  den  (F  g  53  )  Das  st  mme  mögl  h  denn  man  b  a  ht 
nu  a  f  jed  r  de  he  den  Geraden  AA  und  CC  e  ne  bei  eb  gen  P  nkt 
anz  neh  en  und  von  d  esen  P  nkt  n  a  s  Lothe  auf  BB  zu  milen  e  nes 
der  L  the  hat  dann  seinen  Fusspunkt  n^her  an  B  als  da  an  Ire  d  1er 
Fusspunkt  je  es  Lothes    st  e  n  Punkt  B  von  der    erlangten  Bes  haffenhe  t 
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Die  Ebene  ABC  steht  jet/t  nach  §  !i&  auf  BB'  senkreclit.  Pilüt 
man  nun  Yon  B  aus  auf  AC  das  Loth  BD  und  legt  durch  BB'  und  B  J) 
die  Ebene  B'BI),  so  wird 
diese  nach  §  61  auch  das  auf 
ABC  in  J)  errichtete  Loth 
enthalten  und  mithin  nicht 
blos  auf  der  Ebene  ABC 
(s.  §  59)  sondern  auch  auf 
AC  senkrecht  stehen.  Ferner 
wird  B'BD  die  Ebenen  AB'C 
und  A'ACC  in  zwei  Geraden 
DB'  und  J)jy  schneiden,  die 
mit  einander  den  Winkel  ö 
bilden  und  von  denen  die 
zweite,  als  Schnitt  zweier  durch 
die  Parallelen  AA'  und  BB' 
gehenden  Ebenen,  nach  §  97 
zu  BB'  parallel  ist.  Nunmehr 
ist  es  unmittelbar  klar,  dass 
der  Winkel  S  beliebig  klein 
gemacht  werden  kann,  wenn 
sich  nur  B'  weit  genug  von 
A  entfernt,  denn  zieht  man 
von  D  aus  in  der  Winkelöffnung 
D'DB  eine  Gerade  7} E,  die  mit 
DD'  einen  beliebig  kleinen 
Winkel  bildet,  so  muss  die  nach 
%  9;-J  BB'  stets  schneiden. 
S,  173,  Z,  3  (306,  Z.  7  v.u.). 
Fig.  53',  Die  Ungleichheiten:  j)<rf,  ür<^ 

folgen  ebenfalls  aus  §  80. 
S.  173,  Z.  4—1  V.  n.  (307,  Z.  15—17).  In  §  91  ist  nämlich  ge- 
zeigt, dass  von  zwei  Dreiecken,  deren  eines  innerhalb  des  andern  liegt,  das 
grössere  stets  die  kleinere  Winkelsumme  hat ,  sobald  die  Winkelsumme  im 
Dreiecke  <  je  ist;  s.  S.  164,  Z.  ITj — 22.  Leider  hat  Lobatschefskij 
unterlassen,  dieses  Ergebniss  ausdrücklich  als  Satz  auszusprechen  —  Durch 
die  Annahme  k  =  0  wird  der  Widersinn  deshalb  beseitigt,  weil  dann  AD 
parallel  zu  CE  w  rd     nd  also  gar  ke'n  Dre'eck    ■LUC  entstellt 

S  174f  IC  Lol  atschefsk  js  Bewe  1  r  len  batz  dass  jede 
sp  tze  W  nkel  der  Pa  -allelw  nkel  e  ne<!  I  othe  von  ganz  best  m  nte  Lange 
st  le  det  an  de  n  Gehre  hen  dass  er  von  der  Stet  gke  t  Geh  au  h  macht 
denn    darauf   kommt    es   h  na  venu    auf  s    175     7    4 — 8  als  selbstve 

stkndl  cl  angenon  men  w  d  e  mu  e  e  ne  '^enk  echte  g  1  en  d  e  d  e  ra  e 
st  z  V  s  hen  den  '^  hne  denden  nd  den  N  chts  hne  denden  Be  de  Er 
klar  ng  d  s  Pa  allel  sn  us  n  i?  9 1  ar  d  e  Ben  tz  ng  der  '^tet  gke  t  n  cht 
zu  umgehen  h  e  abe  hatte  e  wenn  gend  m  gl  h  e  -n  eden  erden 
sollen  Unter  ille  n  ger  Benut  ung  des  Beer  ftes  (.arallele  L  men  und  de 
fnher  bew  esenen  '^^tze  hatte  geze  gt  e  den  Uen  dass  jede  [  t  en 
W  nkel  e  ne  Gerade  konstru     t      erde     kann    d  e  auf  d  ra      n  u  S  henkel 
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des  Winkels  senkrecht  steht  und  zu  dem  andern  Schenkel  parallel  ist. 
Statt  dessen  heweist  Lohatschefskij  auch  mit  Hülfe  der  Stetigkeit  nur, 
dass  eine  solche  Gerade  existirt,  ohne  im  Geringsten  die  Möglichkeit  ihrer 
Konstruktion  zu  berücksichtigen. 

Es  ist  in  der  That  möglich,  diesem  Mangel  abzuhelfen.  J.  Bolyai  hat 
nämlich  in  §  35  seines  Appendix  eine  Konstruktion  entwickelt,  die  zu  jedem 
gegebenen  spitzen  Winkel  das  Loth  liefert,  dessen  Parallelwinkel  er  ist,  und 
die  ausser  Linea!  und  Zirkel  weiter  nichts  benutzt  als  die  Voraussetzung, 
dass  man  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  au  einer  gegebenen  Geraden 
die  Parallelen  ziehen  kann.  Allerdings  beruht  J.  Bolyais  Beweis  für  die 
Richtigkeit  dieser  Konstruktion  auch  auf  Sätzen,  die  er  nur  mit  Hülfe  der 
Stetigkeit  bewiesen  hat,  wie  er  denn  überhaupt  von  der  Stetigkeit  sehr 
ausgiebigen  Gebrauch  macht,  bei  Weitem  mehr  als  Lohatschefskij,  der 
sonst  in  dieser  Beziehung  recht  streng  ist.  Aber  es  lässt  sich  zeigen,  dass 
der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Bolyaischen  Konstruktion  ohne  Be- 
nutzung der  Stetigkeit  erbracht  werden  kann;  doch  muss  die  nicht  ganz 
kurze  Durehfülirung  dieses  Gedankens  einer  andern  Gelegenheit  vorbehalten 
bleiben. 

S.  174,  Z.  19—175,  Z.  3  (307,  Z.  4  v.  u.  —  308,  Z.  8).  Dieses 
ganze  Verfahren  findet  sich  schon  bei  Taurinus,  s.  P.  Tb.  S.  264. 

S.  175,  Z.  12  (308,  Z.  14).  Das  0.  hat:  „Die  erste"  statt:  „Die 
zweite". 

S.  178f.  §  106.  Diese  beiden  Sätze  hat  schon  Saccheri  1733  be- 
wiesen, s.  P.  Th.  S.  72—74,  Lehrsatz  XX  und  XIS. 

S.  178,  Z.  8,  7  V.  u.  (311,  Z.  14  f.).  Nach  §  91,  S.  164  ist  in  dem 
Dreiecke  ABC  die  Winkelsumme  kleiner  als  in  dem  Dreiecke  ÄDF,  also 
i  IIFG  =  L  ÄFJ)  >  iÄCB==L  J''-ff  (?■ 

S.  179,  Z.  1  —  7  (311,  Z.  12  —  9  v.  u.).  Lohatschefskij  benutzt 
hier  ohne  Weiteres  die  beiden  Sütze,  mit  denen  Saccheri  1733  seinen 
„Euchdes  ab  omni  naevo  vindieatus"  beginnt,  s.  P.  Th.  S.  50  f.,  Lehrsatz  I 
und  II.  Man  kann  dort  die  Beweise  nachlesen,  wenn  man  nicht  vorzieht, 
sie  sich  selbst  zurecht  zu  legen,  was  keine  Schwierigkeit  hat. 

S.  179,  Z.  10—12  (311,  Z.  8,  7  v.  u.).  Aus  §  91,  S.  164  folgt  ja, 
dass  die  Winkelsumrae  des  Vierecks  FLOJ)  kleiner  ist  als  die  des  Vier- 
ecks BFGH,  also  ist  LDOL  kleiner  als  der  spitze  Winkel  DIIG. 

S.  179,  Z.  22  (311,  Z.  1  V.  u.).  Im  ersten  Theile  des  Beweises  ist 
gezeigt,  dass  (s.  Fig.  103)  bei  wachsendem  AI)  der  Schenkel  AF  stärker 
wächst  als  der  Schenkel  AD,  im  zweiten  Theile  ist  gezeigt,  dass  gleich- 
zeitig das  Loth  DF  stärker  wächst  als  der  Schenkel  AF.     Der  Satz  ist 

S.  180,  Z.  18f.  (312,  Z.  5  v.  u.).  Das  0.  hat;  BI>>EF  statt: 
HD  >  GF.  Die  Ungleichheit  auf  Z,  24  (Z.  1  v.  u.)  folgt  daraus,  dass  L  CAF, 
und  die  Winkel  bei  C,  F,  D,  ff  Rechte  sind,  also  die  Winkel  AEF  und 
>1  .ff D  spitz.  Es  wird  also:  HD -i- c  =  HD -\- EG  >  GF -\- FG,  v/a.& 
=  EF  ist.     Die  Ungleichheit:  JiD  >  EF  nützt  hier  nichts. 

S.  181,  Z.  IG  V.  u.  (313,  Z.  10  v.  u.).    Das  0.  hat  GAC  statt  BAC. 

S.  183,  Fig.  110.     In  der  Originalfigur  fehlt  der  Buchstabe  M. 

S.  183,  Z.  1   T.  u.  (315,  Z.  17).     Das  0.  hat  GQ  statt  PQ. 

Lobilichef.kij,  goometr.  Abbandiu-gen.  22    C».  Vril.  l,5S.] 
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S.  184,    Z.  1,   6   (315,    Z.  18,   22).      Das    0.    hai    GNK   ■ 
statt:  I'NS  und  CNB'. 

S.  184,  Z.  9  V.  u.  (316,  Z.  2).  Das  0.  hat  PG  statt  FS. 
S.  184,  Z.  8—5  V.  u.  (316,  Z.  2—4).  Bei  dem  Dreiecke  B'SC  ist 
NP  =  b  dasselbe,  was  liei  dem  Dreiecke  ABC  die  Linie  LH  =  HB  =  c  <ih 
war.  Wie  man  also  aus  dem  Dreiecke  ABC  mit  der  Seite  AB  =  a  das 
neue  P.  BC  abgeleitet  bat,  in  dem  die  Seite  BB'  <  a  —  2b  <  ö  —  2c  ist, 
so  kann  man  aus  dem  Dreiecke  B'BC  ein  neues  B" B  C  ableiten  mit  der 
Seite:  Bß'  <  a  —  2c  —  26,  Ferner  wird  die  Linie,  die  in  dem  Dreiecke 
B"BC  dieselbe  Bolle  spielt,  wie  iV"P=b  in  dem  Dreiecke  B'BC  und 
LH=i  m  dem  Dreiecke  ABC,  grösser  sein  als  b,  gerade  so  wie  ö>c 
war.  Man  kann  daber  genau  in  derselben  Weise  zu  einem  vierten  Drei- 
ecke übergehen  und  so  fort. 

S    182—181     §  111.    In  den  G.  U.  hat  Lobatschefskij  den  Beweis 
dieses  bat/ies    wesentlich   vereinfacht,   s.  G.  U.  Nr.  30,    S.  34 — 37,    in   den 

G.  A.,  11,  S,  566  f.  Der 
erste  Fall,  wo  von  den 
drei  Mittel  senkrechten  (s. 
Fig.  54')  die  beiden  äus- 
seren DE  und  FG  als 
parallel  angenommen  wer- 
den, wird  genau  so  er- 
ledigt, wie  auf  S,  183, 
Z.  7 — 24,  dann  aber  wird 
noch  bemerkt:  ,.  Setzt  mau 
die  Seite:  BC  =  2«, 
AC  =  2fc,  AB  =  2c 
und  bezeichnet  die  diesen 
Seiten  gegenüberstehen- 
den Winkel  durch  .4,  £,  6', 
so  ist  in  dem  so  eben 
betrachteten  Falle 

A  =  n(b)  —  n(e\    B  =  n(a)  —  n(c),    c  =  n(a)  +  n(b), 

wie  man  sich  leicht  überzeugt  mit  Hülfe  der  Linien  AA\  BB",  CC\  welche 
aus  den  Punkten  A,  B,  C  parallel  mit  dem  Perpendikel  HK  und  folglich 
mit  den  beiden  andern  Perpendikeln  D£'  und  FG  gezogen  sind  (23.  und 
25.  Satz  [hier  §   102  und  99])". 

Munmehr  kommt  der  zweite  Fall; 

„Es  seien  jetzt  die  beiden  Perpendikel  HK  und  FG  parallel,  so  kann 
der  dritte  DE  sie  nicht  schneiden  (29.  Satz  (hier 
^  §  110])  1    mithin    ist    er    entweder    parallel    mit 

ihnen,  oder  er  schneidet  AA'.  Die  letzte  An- 
nahme heisst  nichts  anderes,  als  dass  der  Winkel 
O  n{aj  +  n{b).  Vermindert  man  diesen  Win- 
r  gleich  J7(a)  +  n(l>)  wird,  indem 
t  der  Linie  AC  die  neue  Lage  CQ 
giebt,  (Fig.  2.S  [hier  55'])  und  bezeichnet  man 
die   Grösse   der    dritten  Seite  BQ  durch   2c',    so 


kel,  so  < 
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muss  der  Winkel  CBQ  am  Punkte  B,  welcher  vergrössert  wurde,  nachdem 
was  oben  bewiesen  ist,  gleich  n{a)  —  JI{e)  >  JT(«)  —  JT(c)  sein,  woraus 
folgt  i:;'>c  (23  "latz  [hier  fe  I02|)  Im  Dreiecke  ACQ  sind  jedoch  die 
Winkel  hei  A  und  Q  glfitb,  mithin  muss  im  Dreiecke  ÄBQ  der  Winkel 
hei  Q  grösser  sem  ah  der  am  Punkte  A,  folglich  ist  AB^BQ  (9.  Satz 
[hier  §  54j);  das  heieat  es  ist  e  >  c  " 

Die  Worte:  „nachdem  was  oben  bewiesen  ist"  beziehen  sich  darauf, 
dass  in  dem  Dreiecke  QCB  die  zu  den  Seiten  QC  und  CB  gehörigen 
Mitteisenkr echten  parallel  sind,  dass  also  bei  diesem  Dreiecke  der  erste, 
bereits  erledigte  Fall  verwirklicht  ist. 

S.  185,  Z.  16  V.  u.  (317,  Z.  14).  Hier  ist  augenscheinlich  im  Original- 
teste etwas  ausgefallen,  man  kann  aber  zweifelhaft  sein,  ob  man  ergänzen 
soll:  „und  zu  CD"  oder:  „und  zu  Eii'",  das  letztere  ist  sogar  vielleicht 
das  Riclitigere.  Ueberhaupt  ist  aber  die  ganze  Darstellung  etwas  zu  knapp 
gehalten,  und  vor  allen  Dingen  fehlt  eigentlich  der  Nachweis,  dass  die 
Gränzlinie  mit  jeder  zu  AB  parallelen  Geraden  einen  Punkt  gemein  hat. 
Lobatschefskij  hat  diesen  Nachweis  wahrscheinlich  für  überflüssig  ge- 
halten, weil  sich  aus  seiner  Definition  ergiebt,  dass  die  Gränzlinie  eine 
kontinuirliche  Kurve  ist.  Wenn  nämlich  i'J'  eine  beliebige  Parallele  zu 
AB  ist,  so  liefert  das  von  A  aus  auf  EF  gefällte  Loth  AU  einen  jen- 
seits von  IJF  Hegenden  Punkt  C  der  Gränzlinie,  sobald  man  die  Ver- 
längerung EC  =  AK  macht;  die  Kontinuität  der  Gränzlinie  bringt  es 
dann  mit  sich,  dass  zwischen  A  und  C  ein  Punkt  der  Gränzlinie  liegt,  der 
der  Geraden  FF  angehört. 

In  den  G.  U.  Nr.  31,  S.  37  f.,  s.  G.  A.  II,  S.  567,  erklärt  Lobat- 
schefskij die  Gränzlinie  folgendermassen: 

„Grenzlinie  (Oricycle)    nennen  wir  diejenige  in    einer  Ebene 


liegende    krumme    Linie,    für 

welche 

alle    Perpendikel    au 

de 

Mittelpunkt    n  d       S  hn   n 

btet 
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errichtet,  parallel  mit  AB  sein,  folglich  muss  diese  Eigenschaft  auch  jedem 
Perpendikel  KL  überhaupt  angehören,  welcher  im  Mittelpunkte  K  irgend 
einer  Sehne  CH  errichtet  ist,  zwischen  welchen  Punkten  ü  und  H,  auf 
der  Grenzlinie  diese  auch  gezogen  sein  mag  (30.  Satz  [hier  §  Hl]).  Der- 
gleichea  Perpendikel  müssen  daher  ebenfalls  ohne  Unterscheidung  von  AB 
Äxeu  der  Grenzlinie  genannt  werden." 

Auch  hier  wird  also  die  Kontinuität  der  Gränzünie  benutzt,  während 
es  vom  rein  geometrischen  Standpunkte  aus  erforderlich  wäre,  ku  zeigen, 
dass  auf  jeder  Parallelen  CD  zu  AB  (Fig.  IIS)  ein  Punkt  G  konstruirt  wer- 
den kann,  dass  iBAG  =^  LT)CA  wird;  das  Wort  „konstmiren"  in  dem 
Sinne  genommen,  dass  ausser  der  Benutzung  von  Zirkel  und  Lineal  nur 
noch  die  Voraussetzung  gestattet  ist,  man  könne  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  einer  gegebenen  Geraden  die  Parallelen  ziehen.  Es  würde  jedoch 
zu  weit  führen,  wollte  ich  hier  die  Möglichkeit  dieser  Konstruktion  darthun. 

S.  185.  Fig.  113,  In  der  Originaltigar  reichen  die  Geraden  FE.  HG 
bis   zur  Gränzlinie,   als   ob    fi  ucd    G  Punkte  der  Gränzhnie  Wdirn 

S.  187,  Z.  12—14  (318,  Z,  2,  1  v,  u.).  Weil  nimlich  HF  die  lie 
rade  AB  immer  schneidet,  wie  klein  auch  der  "Winkel  Elii  ^  j  angenommen 
werden  möge. 

S.  188,  Z.  1—3  (319,  Z.  I4-— 12  v.  a.).  In  §  114  ist  eigentlit-h  nui 
bewiesen,  dass  jede  einzelne  der  Linien  BD  =  d  und  GE  ^  ^  kleiner  ge 
macht  werden  kann  als  jede  gegebene  Linie,  nicht  abet ,  dass  dies  bei 
beiden  gleichzeitig  möglich  ist.  Um  das  noch  zu  zeigen,  bedenke  man 
dass  die  Winkel  CBD  und  BGE  gleich  sind,  weil  B  und  C  auf  emei 
Gränzlinie  mit  den  parallelen  Aütcn  JIJJ  und  CE  liegen,  dpnkt  man  sich 
andrerseits  durch  D  und  E  die  Durchmesser  des  Kreises  ADE  gezogen 
und  beachtet,  dass  diese  die  dui-ch  A  gehende  Axe  dei  Granzlinie  ABG 
schneiden  müssen,  so  erkennt  man,  dass  Tt  —  /.  BJ)E  <  jt  —  (_  GED  ist, 
also  L  BDE>  L  CED,  woraus  sofort  folgt:  GE>  BD.  Wird  daher  GE 
beliebig  klein  gemacht,  so  wird  BD  erst  recht  klein. 

S.  188,  Z.  19  (319,  Z.  4  v.  u.).     Das  0.  hat  Mg.  117   statt  116. 

S.  189,  Z.  13—15  (320,  Z.  14,  13  v.  n,).  Beim  Kreise  ist  ja  der 
Bogen,  der  zu  einer  m-mal  kleineren  Sehne  gehört,  kleiner  als  der  m-te 
Theil  des  ursprünglichen  Bogens,  dasselbe  gilt  daher  auch  von  den  ent- 
sprechenden Centriwinkeln.  Die  Worte  „von  Eins"  fehlen  im  0.,  sind  aber 
zum  Verständnisse  unentbehrlich,  es  hätte  nur  auch  das  BG  des  Originals 
durch  AB  ersetzt  werden  müssen. 

S.  189,  Z,  9,  8  V.  u.  (320,  Z.  3,  2  v.  u.).  Dass  die  Abstände  EE' 
und  FF'  gleich  sind,  folgt  daraus,  dass  nach  §  112:  iDFE^  iBEF 
und:  L  DF'E'  =  L  SE'F'. 

S.  190,  Z.  19  (321,  Z.  13).     Das  0.  hat:  s  =  ,9'  .  e-^ 

S.  190,  Z,  16  und  13  v.  u,  (321,  Z.  17  und  15  v.  u.).  Das  0.  bat 
cd'  statt  cd  und:  de  >  H  d'  statt:  ad  >  hh', 

S.  191,  Z.  11—14  (322,  Z.  5—7).  In  den  G.  U.  Nr.  34,  S.  41, 
s.  G.  A.  II,  8.  569,  lautet  die  Erklärung  so:  „Grenzfläche  (Orisphäre) 
wird  diejenige  Oberfläche  genannt,  welche  entsteht  durch  die  Umdrehung 
der  Grenzlinie  um  eine  ihrer  Axen". 

S,  191,  Z.  14  V.  u.  (322,  Z.  1«  v.  u,).    Das  0.  hat  Pig.  120  statt  119. 
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S.  191,  Z.  12—10  V.  u.  (322,  Z.  17  v.  u,)-  Einfacher  w5re  es  zu 
sagen:  B  unci  C  mögen  nicht  mit  AÄ'  in  einer  Ebene  liegen. 

S.  192,  Z.  4—16  (322,  Z.  9—1  v.  u.).  Die  Einführung  der  sphä- 
rischen Dreiecke  ist  überflüssig,  und  Lobatschefskij  hat  sie  auch  spilter 
in  den  G.  U.  a.  a.  0.  vermieden.  Dort  denkt  er  sich  —  nur  die  Buch- 
staben sind  anders  gewählt  —  die  Gerade  Q^  genau  so  konstruirt  wie 
hier,  sc  dass  also  Q(^  auf  der  Ebene  ABC  senkrecht  steht  und  zu  AÄ, 
JiB',  CC  parallel  wird.  Femer  denkt  er  sich  AB  in  H  balbirt  und  in 
der  Ebene  ÄABB"  die  Gerade  HH'  senkrecht  zu  AB  gezogen,  was  nach 
sich  zieht,  dass  HH'  parallel  zu  AA',  BB"  wird  und  also  auch  zu  CO', 
QQ'.  Endlich  denkt  er  sich  in  der  Kbene  Q'QHH'  die  Gerade  HK  senk- 
recht zu  QH  gezogen  und  bemerkt,  dass  UK  nach  früheren  Sät/.en  (hier 
§  59  und  51))  auf  der  Ebene  ABC  und  also  auch  auf  der  Geraden  AH 
senkrecht  steht,  und  dass  somit  die  au  HH'  und  HK  senkrechte  Gerade 
AH  auf  QH  senkrecht  stehen  muss.  Die  Dreiecke  AHQ  und  BHQ  sind 
daher  rechtwinklig  und,  weil  sie  in  den  Katheten  übereinstimmen,  kongruent, 
woraus   BQ^AQ  folgt,   während   nach   der  Konsti-uktion    von   vornherein 

Aq  =  cq  ist. 

Noch  etwas  kürzer  kommt  man  übrigens  zum  Ziele,  wenn  man  be- 
achtet, dass  genau  so  wie  der  Punkt  Q  gefunden  worden  ist,  ein  solcher 
Punkt  R  gefunden  werden  kanu,  dass  IIB  =  RA  wird  und  dass  die  auf 
der  Ebene  ABC  in  B  errichtete  Senkrechte  RW  zu  AÄ,  BB',  CC  pa- 
rallel wird.  Nach  §  99  ist  dann  RR  auch  zu  QQ'  parallel,  wührend  an- 
drerseits RR'  und  QQ'  nach  g  61,  59  und  50  beide  auf  RQ  senkrecht 
stehen.  Da  aber  hier  die  Winkelsumme  im  Dreiecke  <  ic  vorausgesetzt 
wird,  so  ist  das  nur  müglich,  wenn  R  mit  Q  zusammenfallt,  wenn  also 
QB^QA=^QC  ist. 

S.  192,  Z.  11  f.  (322,  Z.  3,  2  v.  u,).  Das  0,  hat:  h' a  <  \-it  statt: 
qa  <  \n,  und:  a  q  ^  h'q  statt:  a'q  =^  Vq'. 

S.  192,  Z.  20—22  (32:},  Z.  2f.).  Hier  fehlt  noch  die  Bemerkung, 
dass  EE'  nach  §  07  zu  BB'  und  CC  parallel  ist. 

S,  193f.  §  121,  Lobatschefskij  war  sieb  augenscheinlich  voll- 
kommen darüber  klar,  dass  sich  die  Gränzüäche  von  der  Euklidischen  Eliene 
dadurch  unterscheidet,  dass  diese  Ebene  auf  die  andre  Seite  umlegbar  ist, 
die  Gränüfläche  dagegen  nicht.  Dieser  wichtige  Unterschied  bat  zur  Folge, 
dass  zunächst  nur  die  Sätze  der  Euklidischen  Geometrie,  die  ohne  Be- 
nutzung der  Uralegung  bewiesen  sind,  auf  Gränzbogendreiecke  a 
werden  dürfen.  Insbesondere  darf  man  daher  die  Sätze  üi 
sohenklige  Dreieck  (s.  §  50  und  52)  nicht  ohne  Weiteres  auf  Gviim 
dreiecke  übertragen ,  sondern  muss  sie  für  Gränzbogendreiecke 
■  beweisen,  was  allerdings,  wenn  man  den  Raum  zu  Hülfe  nimmt,  keine 
Schwierigkeit  hat,  Merkwürdigerweise  seheint  Lobatschefskij  das  über- 
sehen zu  haben,  wenigstens  findet  sich  bei  ihm  keine  Bemerkung,  die  auf 
die  Noth wendigkeit  eines  solchen  Beweises  hindeutete.  Es  ist  das  um  so 
merkwürdiger,  als  er  auf  S.  194  bei  der  Konstruktion  des  Dreiecks,  das 
zu  einem  gegebenen  symmetrisch  ist,  im  Grunde  die  Sätze  über  das  gleich- 
schenklige Dreieck  benutzt,  obwohl  er  sie  seinerzeit  durch  Umlegung  der 
Ebene  bewiesen  hat. 

Sobald   man    übrigens    die   genannten  Sätze    über   das    gleichschenklige 
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Grän/bogendreieek  bewiesen  hat,  zeigen  die  Betrachtungen  Lobatsphefskijs 
auf  S.  194  in  der  That,  dass  jeder  Satz  der  EuklidiBchen  Geometrie  zu- 
gleich auch  für  Gränzbogendreiecke  auf  einer  Gränzkugel  gültig  ist. 

S.  194,  Z.  15—13  V.  u.  (324,  Z.  11—0  v.  u.).  Wäre  nämlich  etwa 
DE  +  D(?  =  «,  so  wäre  nach  §  88: 

I>E=  ])G  =  \«,     LI>ÄE=  LT>AG=^\n.     /.  ^  =  «. 

Im  0.  steht  wörtlich  übersetzt:  „denn  bei  diesen  sind  von  den  \^  in  kein  um 
D  herum  keine  zwei  zusammen  gleich  tt  (§  88),'' 

Uebrigens  müsste  eigentlich  noch  bewiesen  werden,  dass  auch  bpira 
sphärischen  Dreiecke  der  Punkt  D  ins  Innere  des  Dreiecks  fUllt  Sind  die 
drei  Seiten  AB,  BC,  CA  aUe  <n,  so  ist  unmittelbar  klar,  difs  B  ms 
Innere  des  Dreiecks  fUUt,  denn  dann  ist  nach  §  46  auch  jede  der  drei 
Winkelhalb irenden  <  jc  und  kann  daher  nicht  aus  dem  Dreiecke  heraus 
treten,  ohne  die  gegenüberliegende  Seit«  zu  schneiden.  Ist  andierseits 
etwa  die  Seite  AB  und  also  auch  /.  (7>  jc,  so  sind  nach  §  46  At  und 
BO  beide  <  7t,  folglieh  kann  der  Bogen,  der  den  Winkel  C  hdlbirt,  nicht 
aus  dem  Dreiecke  ABC  heraustreten,  ohne  die  Seite  AB  zu  schneiden, 
er  zerlegt  daher  das  Dreieck  ABC  in  zwei  Dreiecke,  deren  Seiten  sämt^ 
lieh  <  jc  sind,  und  daraus  folgt  wiederum,  dass  der  Schnittpunkt  B  der 
drei  Winkellialbirenden  im  Innern  des  Dreiecks  ABC  liegt. 

S.  196,  Z.  5  (326,  Z.  5)-  Das  0.  hat:  „die  beiden  Linien  a  und  «'", 
was  eigentlich  nicht  hätte  geändert  zu  werden  brauchen. 

S.  196,  Z.  10  (326,  Z.  8).     Das  0.  hat  g  103   statt  104. 

S.  196,  Z.  16f.  (326,  Z.  14f.}.  Das  0.  hat:  „folglich  ist  in  Q''  und: 
„der  "Winkel  in  ö". 

S.  198,  Z,  15  (329,  Z,  18).     Das  0-  hat:  sin  ^  =  —  sin  A. 

S.  199,  Z.  21  (330,  Z.  2  v.  u,).  Das  0.  hat  sin  (—  c<)  statt; 
sin  («  —  ü;). 

S.  203,  Z.  11   (335,  Z.  9).     Im  0.:  B,  w  —  ^  statt:  tc  —  Ä,  B. 

S.  203,  Z.  13  y.  u.  (335,  Z.  4   v,  u.).     Im  0.  Gl.  (19)  statt:  (18). 

S.  204,  Z.  3  V.  u.,  205,  Z.  5  (337,  Z.  9,  15).    Im  0.  (29)  statt  (30). 

S.  205,  Z.  9  (33T,  Z.  8  v.  u.).     Im  0.  (35)   statt:  (34). 

S.  205,  Z.  9,  8  Y.  u.  (338,  Z,  8,  9).  Im  0.  lauten  diese  Glei- 
chungen so: 

cos  a:  =  1  —  Xc''  +  :c,*  —  3!.«  H . 

Diese  Schreibweise  hat  Lobatsehefskij  jedenfalls  von  seinem  Letrer 
Bartels  übernommen,  vgl.  J.  M.  C.  Bartels,  Vorlesungen  über  mathe-  • 
matische  Änalysis,  I.  (einziger)  Band,  Dorpat  1833  in  der  Vorrede,  S.  XIV: 
„Noch  glaube  ich  auf  die  von  mir  seit  langem  gebrauchten  Zeichen  nc'' 
und  Kc''',  wo  ersteres  die  r-te  durch  1  .  2  .  3  .  .  .  »■  dividirte  Potenz  von  m, 
und  letzteres  den  r-ten  Binomialcoefficienten  der  w-ten  Potenz  bedeutet, 
aufmerksam  machen  zu  dürfen". 

S.  205,  Z.  5  V.  u.  (338,  Z.  12).  Die  Gleichungsnummer  (42)  fehlt 
im    0. 

S.  205,  Z.  2  V.  u.  {338,  Z.  15).    Das  0.  hat:  n  =  3,1415925643  .  .  .. 
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S.  206,  Z.  2  V.  11.  (339,  Z.  2  v.  u.).  SelbsiverstandÜeh  wird  hier 
vorausgesetzt:  a  <  ^jc. 

8.  207,  Z.  8—10  (340,  Z.  5  f.).  Man  beachte,  dass  im  K.  E.,  hier 
S.  lü,  Z.  20 — 17  V.  u.,  die  Linien,  die  jetzt  a  und  ß  heisseu,  mit  a  und 
b'  beüeichnet  sind.  Andrerseits  wird  im  K.  B.,  hier  S.  17,  Z.  12f.,  das  ku 
dem  Parallelwinkel  in  ^  ^(*)  gehörige  Loth  mit  dpm  a  entsprechenden 
grieDhischen  Buchstaben,  also  mit  a  beaeichnet,  wlihread  es  jetyt,  s  S  210, 
Z.  4,  3  V.  u.,  durch  HinKnfügung  eines  Striches  zu  a  bpzeiehnet  wird, 
also  mit  a'. 

S.  208.  Bei  den  Figuren  125  und  126  des  0  ist  BC  nicht  über  C 
hin  aas  verlängert. 

S.  208,  2.  4,  8  (341,  Z.  1,  3).  Das  0.  hat:  c  <  6  statt:  c<ß  und: 
§  121   statt:  §  102. 

S.  208.     In  der  Fig.  127   des  0,  fehlt  der  Buchstabe  C- 

S.  209,  Z.  2—4  (341,  Z.  15  f.).  Da  Uih)  augenscheinlich  grösser  ist 
als  JT(a),  so  ist  nach  §  102  c>  b. 

S.  209.     In  der  Fig.  128  des  0.  fehlt  der  Buchstabe  b. 

S.  209,  Z.  12  und  'J  v.  n.  (341,  Z.  2  und  1  v.  u.).  Das  0.  hat: 
y  <  ffl  statt:  7  >  «  und:  c  statt  a. 

S.  209,  Z.  2  T.  u.,  210,  Z,  1,  (342,  Z,  7,  8).  Daä  0.  hat  beide 
Male  n(a  —  y)  statt:  Jl(a  —  y). 

S.  210,  Z.  2—5  (342,  Z.  9—11).  Das  0.  hat  (51)  statt  (52).  Man 
erhält  die  Gleichungea  (47),  (48)  und  (52),  wenn  man  die  der  Gleichung 
(54)  entsprei;henden: 

n(»)  -  n(6  -  ,1  --  n{c  +  ß) 
n(„)  _  n(c  -  /j)  -  n(6  + ,.) 
n(,)  -  n(6  -  «)  -  n(a  +  f) 

bildet,  äodana  y  ^  0  setzt  und  überdies  im  letzten  Falle  berücksichtigt, 
dass  n(b  —  c)  =  n:  —  n(B  —  b')  ist 

S,  210,  Z.  9—11  (342,  Z.  13  i)  Man  beachte,  dass  jet^t  die  Senk 
rechte  auf  der  Ebene  ABC  im  Punkte  A  errichtet  wird,  wählend  sie  im 
K.  B.,  hier  S.  18,  Z.  15,  14  v.  u.,  im  Punkte  B  errichtet  wird  Die  beiden 
Dreiecke  Fig.  130  und  131,  zu  denen  die  folgenden  Betiachtungen  fuhren, 
unterscheiden  sich  daher  von  den  ontapi  erbenden  Dreiecken  des  K  B , 
Fig.  *<,  S.  19  und  Fig.  6,  S.  17  dadurch,  das=  die  Katheten  und  ä  c  ipitzen 
Winkel  des  ursprünglichen  Dreiecks  mit  einander  veitauscht  sinl 

a  210.     In  der  Fig.  130  des  0    fehlt  J7(^) 

S.  210,  Z.  2  V.  u.  — 211  /  4  (342,  Z  4  v.  u.  — 343,  Z.  IJ.  Vgl. 
hieran  das  auf  8.  241  f.  Geiagte 

S.  211  (343).  Von  den  zehn  frleichungen  (55)  stehen  im  0.  die 
ersten  fünf  rechts  neben  den  letzten  fünf  Da=!  bringt  später,  wenn  auf 
die  Gl.  (55)  verwiesen  wird  einige  Unzutraglichkeiten  mit  sich,  weil  man 
nicht  weiss,  welches  die  erste  u   s   w    der  Gl    (55)  sein  soll. 

In  der  letzten  der  Gl    (55)  hat  das  0    n(b  —  a)  statt:    n(b'  —  a). 

Vertauscht  man  abwechselnd  emn  al  «  mit  b,  a  mit  /3,  ohne  c  zu 
ändern,  und  dann,  ohne  a  und  a    zu  kndern    b  mit  a',  b'  mit  a,  c  mit  ^, 
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c  mit  ^',  so  erhält  man  aus  55  "VI  der  Reihe  nach  fiöVII,  VIII,  IX,  X,  I 
und  dann  noch; 

2/7(y)-n(«-„)^l7{«-  +  .) 
2j7(»-)-n(s--(i)-n(s'  +  /j) 
2i7{<,-)-n(<,-c)-^n(„  +c) 
2ji(s-)  -  n(/j  -  »)  -  n(?  +  c) 
in{«)-n{c  -(j)-n(c  +|Jj, 

womit  sich  der  Cyklus  schliesst,  Ebeaso  erlidlt  man  aus  55  V  der  Keihe 
nach:   55  IV,  III,  II  und  übeniies: 

2n(„')-j;(5-  —  »-) +  !!((/  +  ■.■) 
•2n{lf)  —  n{a-e)  +  n(d  +  i,) 
2n(0_ji(«-.)  +  n(„-  +  o 
2n(c-)_n(6--(i)  +  n(y  +  (i) 
2nOT-n(. -c)  +  n(. +c) 
2n(»')-n((5  -  c)  +  n(ß  +  c) 
2n(6)_n(c  _|j)  +  n(c  +f), 

womit  sich  der  C'ytlus  schliesst.  Die  zehn  neuen  Gleichungen,  die  auf 
diese  Weise  zu  den  Gleichungen  (55)  des  Testes  hinzukommen,  folgen  aber 
sofort  aus  den  Gleichungen  des  Textes,  wenn  man  die  Eelationeii : 

n(,)  +  ii(-i)-«,    J7(x)  +  n(:,-)  -  i» 

berücksichtigt;  deshalb  hat  sie  Lohatschefskij  nicht  mit  angegeben 

8.  211  (343).  Aus  der  ersten  der  Gleichungen  {5b)  folgen  duich  die 
beiden  vorhin  angegebenen  Operationen  alle  übrigen  in  dei  Eeihentolge  des 
Textes,  und  aus  der  letzten  folgt  wieder  die  erste,  so  dasa  man  einen 
geschlossenen  Cyklus  hat. 

S.  212,  Z,  1  —  214,  Z.  14  (343,  Z.  5  v.  u.  — 340,  Z  5")  Das  hier 
entwickelte  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Punktion  JT(3")  ist  emfachei 
als  das  früher  im  K.  B.,  hier  B.  18—20,  angedeutete,  von  dem  Lohat- 
schefskij im  zweiten  Theile  des  §  137  eine  ausführlichere  Darstellung 
giebt.  In  Nr.  35  und  36  der  G.  U.,  s.  G.  Ä.,  IL,  S.  571—574,  und  in  der 
P.  G.  E.  und  F.,  s.  G.  A.,  I,  S.  495—505,  11,  S.  623—633,  wird  dasselbe 
Verfahren ,  ohne  wesentliche  Aenderung ,  wiederholt.  Es  beruht  auf  der 
Vergleichnng  des  geradlinigen  Dreiecks  ABC  mit  "dem  rechtwinkligen  Gränz- 
bogendreiecke ,  das  eine  durch  A  gehende  Gränzfläche  mit  der  Ase  AÄ' 
auf  den  Ebenen  durch  AA',  BB',  CC  ausschneidet.  Bemerkens  wer  th  ist 
die  Einführung  der  Hülfsfunktion  /"(ar) ,  die  durch  U^x)  ausgedrückt  wird. 
Auf  diesem  Wege  gelingt  es  nämlich,  die  Gleichungen  für  das  rechtwinklige 
geradlinige  Dreieck  in  der  endgültigen  Form  aufzustellen,  ohne  vorher  die 
Funktion  n{x)  selbst  zu  bestimmen,  s.  die  Gl.  (58),  (ö9),  (60);  ausser- 
dem ergiebt  sich  auch  noch  die  Punktionalgleichung  (61)  zur  Bestimmung 
von  Jl(x)  ohne  Gränzäbevgang. 

S.  213,  Z.  18,  -JO,  24  (315,  Z.  2,  4,  7).  Das  0.  hat  hier  irr- 
thümlich : 
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e-J'C'l  sin  J7(6)  =  e-ZW  sin  J7(c) 

c-ZI-'sin  JI(a)  =  e-J'l*!  sin  J7(6) 

c/W  =  sin  J7(«), 

Fehler,  die  in  den  G.  A.  wieder  abgedruckt  sind,  obwohl  sie  in  den  G.  ü. 

und  in  der  1'.  U.  nicht  wiederkehren. 

8.  214   (346),     Die  Gl.  (65)  lautet  im  0.  unrichtig  so; 

tan^  n(x  -\-  u)  =  -^?!-^i^),+..^<'.l£Ü'.L  . 
tang  JJ^x  -I-  </)  —  j  _j_  ^^^  ^  ^^^    ^^^  ^^^^ 

Geber  die  Ableitung  der  Gleichungen  (63),  (64),  (05)  aus  (62)  vgl.  S,  213  f. 

S.  214,  Z.  15  V.  u.— 218,  Z.  10  {U&,  Z.  16  v.  u.— 349,  7..  1  v.  u.). 
Hier  wird  der  im  K.  B.,  hier  8.  18—20,  nur  angedeutete  Beweis  voll- 
ständig ausgefülrt,  und  zwar  stammt  dieser  Beweis,  wie  die  Anmerkung 
auf  S.  yi4  zeigt,  aus  der  1826  von  Lobatschefskij  vorgelegten  Arbeit; 
vgl.  S.  23f*,  Z.  6 — 10.  Nur  die  Be/eiclinungen  sind  gegenüber  dem  Kasaner 
Boten  etwas  abgeändert,  vgl.  S.  230,  Z.  1—7.  "Wenn  man  in  Fig.  133  auf 
AD  die  Strecke:  AJ  ^  e  annimmt  und  voe  /  aus  auf  AU  das  Lotb  JK 
iSilt,  so  ist  das  Dreieck  AKJ  kongruent  dem  Dreiecke  BCA  in  Pig.  129; 
da  ferner  iJAB^  n{e)  ist,  so  wii-d  die  in  der  Ebene  ABC  auf  AJ 
errichtete  Senkrechte  JJ'  zu  AB  parallel,  das  Dreieck  AKJ  stellt  daher 
zu  dem  sphärischen  Dreiecke  EDB  genau  in  derselben  Beziehung  wie  das 
Dreieck  BCA  in  Pig.  129  zu  dem  sphilriscben  Dreiecke  Fig.  130.  Fällt 
man  andrerseits  in  Fig.  133  von  1}  aus  auf  AB  die  Senkrechte  DL,  so 
wird  das  Dreieck  DLA  dem  Dreiecke  BCA  kongruent^  und  errichtet  man 
auf  der  Ebene  DBA  in  D  die  Senkrechte  DI>'  nach  der  Seite  von  £ 
hin,  so  wii-d  DD'  parallel  zu  A'E;  folglich  steht  das  Dreieck  DLA  zu 
dem  sphärischen  Dreiecke  EVB  in  einer  Beziehung  von  genau  derselben 
Art,  wie  sie  zwischen  dem  Dreiecke  ACB  in  Fig.  1J9  und  dem  sphä- 
rischen Fig.  130  besteht.     Vgl.  hierzu  S.  241. 

S.  215,  Z.  18—16  V.  u,  (347,  Z.  10—12).  Eigentlich  müsste  es 
heissen:  GB  und  HC  parallel  zu  EA,  und  eigentlich  müssten  die  Äsen: 
FA,  GB  und  HC  genannt  werden. 

8.  215,  Z.  10—8  V.  u.  (347,  Z.  17  f.).  Man  erinnere  sieb,  dass 
n{h)  =  L  DEB  und:  n{h')  =  \-!t  ~  n(b)  =  i  ABC. 

B.  216.  Fig.  134.  In  der  Originalfigur  feUt  der  Buchstabe  K,  femer 
sind  die  Buchstaben  m  uad  l  zwar  vorhanden,  aber  das  Lotb  ml  ist  nicht 
mit  eingezeichnet. 

8,  216,  Z.  15   V.  u.  (348,  Z,  2).     Das  0.  hat:    C£"  =  a  statt:   =  a. 

S-  217,  Z.  19-21  (348,  Z.  9—7  v.  u.).  HC  bleibt  stets  unter  einer 
gewissen  endlichen  Gränze,  die  durch  die  grössten  Werthe  von  |,  jj,  ?  be- 
stimmt ist;  andrerseits  ist  der  i  DCm  <  i  DAE,  dieser  aber,  der  ^  Tl(ß) 
ist,  kann  beliebig  klein  gemacht  werden,  folglich  gilt  dasselbe  auch  von 
Im.  Dass  EL  >  je  ist,  erkennt  man  nach  g  106  sofort,  wenn  man  das 
Dreieck  ALE  so  umlegt,  das  AL  auf  AE  und  AE  auf  AD  zu  liegen 
kommt. 

S.  217,  Z.  15,   14,   13  V.  u.   (348,  Z.  5,  4,  4  v.  u.).     Das  0.  hat: 
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8.  217,  Z.  3  T.  u.  (349,  Z.  9).  Das  0.  hat:  „die  zweite  der  Glei- 
changen  (54)". 

S.  220,  Z.  8  (352,  Z.  6  v.  u.).    Das  0.  hat:  a,  b,  c  statt:  c,  a,  b. 

S.  220,  Z.  6  V.  u.  (353,  Z.  14).     Das  0.  hat:  cos  A  statt:  cos  C. 

S.  221,  Z.  1—6  (353,  Z.  7—3  y.  u.).  Es  ist  auffallend,  dass  Lo- 
hatschefskij  zuerst  die  Uleictung  (71)  Hnschreibt,  die  aus  (60)  ent- 
steht, wenn  man  a  mit  b,  a  mit  ß  vertauscht,  und  dass  er  dann  erst 
wieder  in  (71)  a  mit  ö,  A  mit  B  vertauscht.  Ein  Grund  hierfür  ist  nicht 
zu  erkennen. 

S.  221,  Z.  14  (364,  Z.  5).     Das  0.  hat:   tang  Jl(a)  statt:  taug  i7(c). 

S,  221,  Z.  20,  25  (354,  Z.  10,  14).  Das  Vorzeichen  ist  heidemale 
wieder  dadurch  bestimmt,  dass  die  Winkel  A,  B,  n(a),  n(b\  JT(c)  sämt- 
lich spitz  sind, 

8.  222,  Z.  3—6  (354,  Z.  1  v.  u.— 355,  Z.  3).  Es  folgt  nämlich  (73) 
aus  55IV,  IS;  (74)  aus  551,  11;  (75)  aus  55  VI,  VII;  (78)  aus  55  V, 
Vril;  (79)  aus  55  III,  X. 

S.  222,  Z.  16  V.  u.  (355,  Z.  10,  9  v.  a.).  Das  0.  hat:  „aus  der 
fünften  Gleichung  (55)",  vgl.  das  auf  S.  339  Z.  7—4  v. 

S.  222,    Z.   6    V.  u.    (355,    Z.   1  v.  u.).     Hierbei    ist    die 
J7((3  —  n)  =  jt  —  n{a  —  ß)  benutzt. 

S.  2-i3,  Z.  If,  (356,  Z.  5  f.).  Bei  der  Wegschaffuag  von  B  ergieht 
sich  nämlich: 

,„3  R  __ a^i^  ■  tg'n(rt)  _  Bin'n(a)  ■  sin^JT(&) 

'^  ^         tg*/I{&)  -  sinM  .  tg=n(a)  tgM 

also,  wenn  man  sin^  ^  durch  tg^  j1  ausdrückt: 

tg*  ^  +  tg=  ^  {  sin^  n{b)  —  cos^  n{a)  tg=  n(h)  I  = 
=  coa^  n{a)  .  tg^  n(h)  .  sin^  J7(6) 

I  tg^  J.  +  sin^  J7(6)  1 . 1  tgM  —  tgä  77(ft)  .  cos^  JI(»)  )  =  0. 
Ebenso  ergiebt  sich  bei  Wegschaffung  von  b: 

tg  n(h)  =  i5.-.ji(^j_t-grxrtPä  =  — .TÜTß ' 

also,  wenn  man  tg*  £  durch  sin*  .B  ausdrückt: 

sin^  B  +  sin^  B  |  tg*  77(a)  —  cos*  Ä  .  sin*  7I(a)  1  = 

=  tg*  J7(w)  .  sin*  n{a)  .  cos^  -d, 
oder: 

I  sin*  B  +  tg*  n{a) ! .  {  sin*  B  —  sin*  /7(a)  .  cos^  A\  =  0. 

S.  223,  Z.  3—9  (356,  Z.  7—13).  Man  vgl.  hierzu  das  auf  S.  246  f. 
Gesagte. 

S,  223,  Z.  7—2  V.  u.  (357,  Z.  2—5).  Das  0.  hat:  „das  eine  mit 
der  Hypotenuse  a,  den  Katheten  p,  x  und  dem  Winkel  B  gegenüber  p, 
das  andre  mit  der  Hypotenuse  ö,  den  Katheten  p,  c  —  x  und  dem  Winke! 
A  gegenüber  p,  wenn  x  eine  positive  Zahl  ist  (Fig.  121),  oder  mit  dem 
Winkel  ?i  —  A  gegenüber  p,  wenn  x  negativ  ist  (Fig.  122)."  Da  das  zu 
der  Fig.  122  (s.  S.  2U2)  nicht  stimmt  und  auch  an  und  für  sich  schon 
nicht  ganz    korrekt    ausgedrückt    ist,    so  habe  ich  in  der  üeberaetzung  den 
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Text  geändert  und  in  Fig.  122  die  Buchstaben  u  mit  h  und  A  mit  li  ver- 
tauscht (s.  Fig.  122a). 

S.  223,  Z.  1   V,  u.  (357,  Z.  (i).     Das  0.  Bat  Gl.  (74)  statt:  (73). 

S.  224,  Z.  14  und   17   (357,  Z,  8  und  6  v.  u,).     Das  0.  hat: 

n(c  +  «)  —  n(c  —  c)    statt :    ii{€  +  ß)  +  nie  —  «) 

und:  c^"  -j"  ^    statt:  e^"^  —  1. 

S.  224,  Z.  1  V.  u.  (358,  Z.  12),  Das  Pluszeichen  ist  gewählt,  weil 
die  Winkel  n(a),  J2(6),  n(c)  alle  spitz  sind. 

S.  225,  Z.  3—6  (358,  Z.  8—5  v.  u.).  Bezeichnet  man  den  Nenner 
des  Ausdracks  für  cos  JZ(c)  mit  N,  so  wird: 

1  -  cos  ^  .  cos  n{b')  .  cos  J7(c)  =  -^  sin  J7(ö)  .  sin  Ä, 
also  nach  (86): 

{ 1  —  cos  C  .  cos  J7((:f)  .  cos  n(b)  ]  sin  A  =  N  .  sin  J7(?i) 
oder: 

siuJ.  .  cosi7(Ö)  =  sin.ii  .  cos  C  cos  JT(rt)  +  sin  n(t)  .  cosl7(«)  .  cos-4  .  sin  (7. 

S.  225,  Z.  14  V,  u.  (359,  Z.  6).     Das  0.  bat  (82)  statt  (84). 

S.  225,  Z.  14—10  V.  u.  Auch  die  öl.  (88)  kann  aus  den  Gleichungen 
(84)  abgeleitet  werden,  denn  es  wird  ähnlich  wie  im  Teite: 


l-teiB.e—i 

■  l  +  tgls 

e-o+r 

- 

,-"  +  , 

~"  •  tg  » 

BfeT-e-r) 

-tg') 

B 

1  +  .—  . 

lg»B(.' 

■-.->)-  lg 

Hü.« 

-aa 

mithin  wi 

iid  nach 

s. 

243,  Gl. 

(I): 

(88-) 

n(c)- 

(1 

"+  rr")  1 

(1  —  e-^™)(l  +tg' 
l-V'iB)"+1'—  . 
cos  n(a) 

lü) 
tg;i)(« 

'-■ 

1 

CO 

.  B  +  .i» 

HC«)  .  .i: 

tt  S  ,  cot  C ' 

was  eben  die  Gleichung  (88)  ist. 

Damit  sind  die  Gleichungen  (83),  (88),  (89)  unmittelbar  aus  (84) 
abgeleitet.  Für  die  Gleichung  (87)  ist  das  offenbar  nicht  möglich,  da 
sie  drei  Seiten  aber  blos  einen  Winkel  enthält;  sie  folgt  jedoch  leicht  aus 
(83)  and  (88).  Drückt  man  nämlich  in  (88')  sin  B  vermöge  (83)  dui-ch 
tg  n{c),  sin  C  und  tg  n{h)  aus,  so  kommt: 

cos  n(c)  =  cos  ma).  CO.  n{ol:^jm 

'-»^  "\<'!        sin  n{b)  ,  COB  i  .  cos  n(c)  +  sin  n(c) ,  sin  n(o) ,  cos  n(b) .  cos  c 

Vertauscht   man    hier   ö   mit  e,  B   mit  C  und   löst  dann   nach   cos  B    und 
cos  C  auf,  so  gelangt  man  zu  Gleichung  (87). 

B.  225,  Z.  9—7  7.  u.  (369,  Z.  10—12).     Es  wird  nämlich: 

tg  ,B  (.  +  .-)  +  e-  (,-M^, ü  .  .')  _  ^„,, 

.-°(.'  +  tg-  iiJ-<-')-tgiB(l  +  c-'") 
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S.  225,  Z.  5  V.  u.  (359,  Z.  13).  Eigentlich  müsste  es  heissen:  „mit 
den  Nennern",  denn  es  wird  auch  mit  sin^  ^A  multiplicirt. 

S,  228—234.  Die  Figuren  135  —  140  sind  den  G.  A.  entnommen, 
für  die  sie  jedenfalls  neu  gezeichnet  worden  sind,  wie  schon  ihr  von  den 
fmheren  Figuren  abweichender  Charakter  vermuthen  lässt;  wenigstens  sind 
diese  Figixren  weder  in  den  zwei  Exemplaren  der  K.  G.  S.  enthalten,  die 
die  Kasaner  Universitätsbibliothek  besitzt,  noch  in  den  Exemplaren  der 
Berliner  Königlichen  Bibliothek,  der  Kieler  Universitätsbibliothek  und  der 
Münchner  Königlichen  Staatsbibliothek. 

S.  230,  Z.  12—14  (364,  Z.  41)  In  der  That  ergeben  sich  aus 
(100)  dui'ch  Hinzunahme  von  (97)  und  (98)  die  beiden  andern  Glei- 
chungen, die  entstehen,  wenn  man  in  (100)  die  Seiten  und  Winkel  des 
Dreiecks  unter  einander  vertauscht 

S.  230,  Z.  18—22   (364,  Z,  9—13).     Das  0.  hat  unrichtig: 

„2  cos  ^(^  +  B)  .  cos  KA  —  E).sina.  sin  fc  .  sin  c  -|- 
+  sin  (a  +  b)  (cos  c  —  cos  (a  —  ö))  =  0. 
Pernei-  Gl.  (46): 

cos  ^(Ä  -f  Ji)  .  cos  ^(Ä  —  B)  + 

+ si.  („ + .)  ^  '-^^i^^f  iiir + '^  -  «■" 

Durch  die  in  den  Formeln  angebrachten  Aenderungcn  und  durch  den  Zusatz: 
1 1  >  f»  !^  c]  ist  dieser  Fehler  berichtigt. 

S.  231,  Z.  14,  16  (365,  Z.  8,  10).  Im  0.  steht:  cos  C  .  cos  ^  und 
cos  C  .  cos  B  statt:   cos  C  .  ün  A  und  cos  C  .  sin  B. 

S.  232,  Z.  11   (366,  Z.  6).     Das  0.  hat  |  statt  z. 

S.  232,  Z.  13,  14   (366,  Z.  9,   10).     Das  0.  hat: 

—  ^  taug  b,     —  =  tang  c,     -■■  ^  cos  h,     -^  '=  cos  c. 

S.  235,  Z.  6,  5  V,  u.  (369,  Z.  4).  Auf  die  Gleichungen  (63),  (64), 
(65)  wird  jedenfalls  verwiesen,  weil  diese  in  die  Additionstheorenie  für  cos, 
tg  und  sin  übergehen. 

S.  235,  Z.  2  v.  u.  (369,  Z.  2  v.  u,).     Das  0.  hat  unrichtig: 
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III.    Einige  wichtige  Formeln  der  Lobatschefskijschen 
Geometrie. 

Für  den  Parallel winkol  J7(,i),    der  zu  dem  Lotlie  x  gebort,  geltoc 
die  Gleichungen: 


(1) 

(2) 
(3) 


in((i). 


n{a)  <  n{l)     iüv     a>h. 
(/J7(a^) sin  n{x)  .(Ix 


.  JIW  . 


'S  "(')  -  -^_ 


,  n{£) . 


cot  n  ix)  = 


^  +  e 


=  tgh  X 


r.    UU   -L  ,A  —  ^'^JI^)  ■  ««  n(j') 


(ö) 


((5)  sin  n{—  x)  =  sin  n"{ic),     cos  J7(—  x)  =  ~  cos  77(ar). 


n  n(x)  .  sin  JI(y) 


■echtwinkliges    geradliniges    Dreieck    mit    den    Seiten 
m  Winkeln:  A,  B,  ^n  ist  nach  S.  20  und  220  ff.: 


11  iT(e)  =  sin  n{a)  ,  sin  n{h),  sin  n{c)  =t«A.igB 

sin  A,  tg  J7(c)  =  tg  n{b)  .  sin  iJ 
cos  B,  cos  J7{&)  =  cos  n(c)  .  cos  J. 
cos  -B,  sin  -B  ==  sin  n{a)  .  cos  A 

tg  n{h\        tg  £  =  cos  iT(6)  .  tg  Jl(tt). 


tg  J7(c)  =  tg  n(a) 

(7)  cos  n(«)  =  cos  J7(c) 

sin  -d  =  sin  J7(Ö) 
^        tg  j1  ^  eoa  J7(a) 
Setzt  man  hier:  A -\-  B  =  \n  —  J,  so  wird  nach  S.  30: 

(8)  tg  ^  J  =  cos  n{^a)  .  cos  n{\b), 
und  J  drückt  den  Inhalt  des  Dreiecks  aus. 
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Man  kann  sich  die  Formeln  (7)  seLi  leicht  merken  mit  Hülfe  einer 
Begel,  die  der  Nepeischen  Regel  füi  die  sph&nscLen  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, vgl.  S.  ;527,  entspricht  Um  diese  Eegel  abyuleiten,  denken  wir  uns 
an  die  Seiten  des  reiht  winkligen  geradlinigen  DrFiocks  nicht  die  Längen 
n,  ö,  c  selbst  gesehiieben,  sondern  die  dazu  gehörigen  Paialiel Winkel,  also 
wie  in  Fig.  57'.  Wii  enenern  ferner  daian,  dass  nach  &  ISf  und  210  f.  zu 
jedem  rechtwinkligen  ^ladlimgen  Dreiecke  em   mdiP"  gehört,  das  mit  dem 


ursprünglichen  eine  Kathete  gemein  hat.  Schreibt  mau  auch  in  dem  neuen 
Dreiecke  an  jede  Seite  den  zugehörigen  Parallelwinkel,  so  bekommt  man 
die  Figur  58'.  Das  neue  Dreieck  wird  also,  wie  schon  auf  S.  247  erwühnt 
ist,  aus  dem  alten,  Fig.  57',  dadurch  erhalten,  dass  man  eine  Kathete,  tier 
JI(a),  festhält,  die  beiden  an  dieser  liegenden  Stücke  B  und  JJf(c)  mit 
einander  vertauscht  und  jedes  der  beiden  von  J7(rt)  durch  den  rechten 
Winkel  getrennten  Stücke:  n(b)  und  A  durch  das  Komplement  \Tt  —  Ä 
und  \n  —  ^ip)  des  andern  ersetzt. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Gleichungen  für  das  recht- 
winklige geradlinige  Dreieck  mit  den  Seiten  und  Winkeln;  a,  1>,  c,  A,  B,  \n 
nicht  nur  dann  richtig  bleiben,  wenn  man  die  Katheten  und  gleichzeitig 
die  spitzen  Winkel  mit  einander  vertauscht,  sondern  auch  dann,  wenn  man 

n{a)        K      n(r)  A  n(h) 

der  Reihe  nach  durch: 

n{a)    n(c)      B    \^~  n{b)     \^-  A 

ersetzt.  Man  sehreibe  sieb  jetzt  die  Stücke  des  Dreiecks  in  einem  Cyklus 
auf,  wie  folgt: 

(9)  ...  1«- JT(&]    B    nu)    A   ^^-rn,a)   j^t~n{b)    b..., 

also  derart,  dass  links  und  lechts  von  dem  Parallelwinkel  der  Hypotenuse 
die  beiden  spitzen  Winkel  stehen  und  neben  jedem  spitzen  Winkel  das 
Komplement  des  Paialleiwmkeb  der  gegenüberliegenden  Kathete.  Dann 
bemerkt  man  sofort,  dass  jede  der  beiden  Operationen,  bei  denen  die 
Gleichungen  für  das  rechtwinklige  Dieieck  in-htig  bleiben,  den  <  yklus  (9) 
wieder  liefert,  aber  unter  Aenderung  des  Dun  hlaufungssmnes,  wendet  man 
aber  beide  Operationen  naoh  einander  an,  so  erh&lt  man  eine  Verschiebung 
des  Cyklus  um  eine  Stelle  nach  rcLht^  odei   nach  links      Da  nun  nach  (7) 

sin  n(c)  =  tg  .d  .  tg  j5  ==  cos  (^Jt  —  Hia))  ■  cos  {^n  —  mi)) 
ist,  so  ergiebt  sich  sofort,   dass   in   dem    Cyklus    (9)    der  Sinus  jedes 
Stuckes    gleich  ist  dem  Produkte  aus  den  Tangenten  der  beiden 
anliegenden    Stücke,     dagegen     gleich     dem    Produkte    aus    den 
Cosinus  der  beiden  nicht  anliegenden  Stöcke. 
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347 


Diese  Regel  liefert  sofort  alle  Gleichungen  (7)  wieder;  ihre  Analogie 
mit  der  Neperschen  Regel  liegt  auf  der  Hand,  und  es  ist  besonders  be- 
merken swerth,  äass  bei  ihr  die  in  der  Neperscten  Regel  auftretenden 
Funktionen  durch   die  komplementären  ersetzt  sind. 

Es  sei  Fig.  59'  ein  Viereck  mit  drei  rechten  Winkeln  und  dem  spitzen 
Winkel  X  =  JTO),  es  werde  femer  n(t)  =  T,  J7(«)  =  P,  n{v)  =  V, 
JT((r')  =^  W  gesetzt.    Nach  S.  26  giebt  es  dann  zugleich  ein  rechtwinkliges 


Dreieck,  Fig.  60',  mit  den  Seiten:  (,  l,  v  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln 
IT,  ^Tt  —  W,  \jt.  Nun  ist  aber  auch  umgekehrt  das  Viereck,  Pig,  59', 
durch  das  Dreieck,  Fig.  60',  vollständig  bestimmt,  deuH  der  spitze  Winkel 
\-!i  —  W  liefert  die  Seite  w,  die  zusammen  mit  der  Hypotenuse  v  des 
Dreiecks  zur  Konstruktion  des  Vierecks  hinreicht.  Man  erhält  daher  die 
Gleichungen  zwischen  den  Stücken  des  Vierecks,  Fig.  59',  wenn  man  die 
Gleichungen  für  das  Dreieck,  Pig.  (iO',  hinschreibt.  Dazu  aber  hat  man 
nach  dem  Früheren  nur  den  Cyklus  aufzuschreiben: 
(10)  ...  V  U  i«  —  r  ^Jt  —  i  ^n—  w  V  U  |;r  -  T  . . ., 
und  hier  ist  der  Sinus  jedes  Stückes  gleich  dem  Produkte  aus  den  Tan- 
genten (Cosinus)  der  beiden  anliegenden  (nichtanliegenden)  Stücke.  Dem- 
nach gelten  für  das  Viereck,  Fig.  59',  die  Gleichungen: 

=  cot  r .  cot  w=  cos  u .  cos  r 

cos  W=  cot  L  .  tg  F  =  sin  2'  .  cos  U 
=  sin  i  .  sin  r 


('!) 


sin  r=  cot  IV.  tg  U  = 
sin  f7  =    tg  K  ,  cot  T  =^  sin  /.  .  sin  W 
cos  r  =    ig  fr.  cofcX  =  cos  r.  sin  W. 
geradliniges    Dreieck    mit  den    Seiten    a,   b,   c   und   den 
Winkein  A,  B,  C  gelten  nach  S.  21    und   223ft'.   die 


Gleicliung 

tg  J7(i7)  ,  sin  ^  =  tg  J7(b)  .  sin  B 

«m  n(o)  ~  .in  IT(!.)  .  .in  n(c) 

(12) 

'■■'■  -'        .in  JI(o)  .  CO.  n(S)  .  00.  n(o) 

™"(")-oo.-Ä1„"K^.- 

in  n  (C) 
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Der  Inhalt  A  des  Dreiecks  ist  nack  S.  56  gleick;    n  —  A  —  B  —  C;    um 
ilin  durch  die  Seiten  fl,  h,  c  auszudrücken,  liat  nian  nach  S.  270  die  Formel: 

(13)  sinM- 


i)(yr"_ 


l)(^- 


(.•+l)(.'  +  .)(,-+l) 
WO    s  =  a  -f-  i>  -f-  c  ist.      Bezeichnet    man    die    auf   die    Seite    «    gefällte 
Höhe  mit  K,  so  ist  nach  S,  70  und  313f,: 

(14)    cot  n(lia)  =  ^j^  ]/eös^S7col(^S— I)^eö7(|^S— .B).^s(.^Ä--C'), 

wo  S  =  ^  4-  Zf  +  C. 

Ist  AB  ein  Gränzbogen  mit  den  beiden  parallelen  Axen  AA'  und  BB' 
(Fig.  61'),  so  ist  nach  S.  25  iF. 
Gl.  (19),  (27),  (29),  (30)  und 
nach  S.  33,  Gl,  (36)  oder  S.  189, 
Gl.  (6): 

-,^-,  [co3n()/)=(]-^.cosn(0 

(lli)  s  =  cot  i7()/)  =  cos  J7(0 

(17)  .'  =  S,^' 

(18)  sin  JT(;)  =  e-". 
Die  Richtigkeit  der  letzten  Glei- 
chung  erkennt  man  sofort,  wenn 
man  beachtet,  dass  f,  w  und  s  zu 
einander  in  genau  derselben  Be- 
ziehung stehen,   wie  y,  x  und  s'. 

1  Halbmesser  )■  ist  nach  S.  29,  Gl.  (28)  der  Umfang: 

(1?)  2«.cotJ7(r)  =  «(e^-c-0, 

und  nach  S.  S7,  Gl.  (38)  der  Flächeninhalt: 

(20)  47r.cot'n'(|r)  =  7t  (e^— r  V   • 

Bei  der  Kugel  vom  Halbmesser  f  ist  nach  8.43,  Gl.  (4ri}  die  Überdache: 

(21)  i^  cot' n{r)  =  ^(e-^c-^y, 
und  nach  S.  50  f..  Gl.  (56),  (58)  der  Rauminhalt: 

(22)  2^(|^_,)  =  |(e-_e---4r). 

Die  übrigen  im  Teste   abgeleiteten  Formeln  wird  man.   mit    Hülfe   des 
Sachregisters  leicht  auffinden  können. 


Beim  Krt 
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Lobatsehefskijs  Leben  und  Schriften. 


Der  folgenden  Darstellung  liegt  in  erster  Linie  die  recht  ausführ- 
liche Biographie  Lobatsehefskijs  zu  Grunde,  die  E.  Jauischefskij 
1868  in  Kasan  Terbffentlieht  und  die  Ä.  Potocki  durch  eine  fran- 
zösische üebersetzung  allgemein  zugiinglich  gemacht  hat.  Eine  Keihe 
von  Ergänzungen  zu  dieser  Biographie  enthielt  schon  die  Rede,  die 
A.  Wassiljef  zur  hundertjährigen  Jubelfeier  des  Geburtstages  Loba- 
tsehefskijs 1893  in  Kasan  gehalten  hat.  Ausserdem  hat  aber  Was- 
siljef eine  beträchtliche  Menge  Stoff  für  eine  neue  Biographie  ge- 
sammelt und  hat  mir,  als  er  im  Sommer  1897  Leipzig  besuchte,  Alles, 
was  er  gesammelt  hatte,  zur  Verfügung  gestellt,  so  dass  ich  mir  Aus- 
zöge daraus  machen  konnte.  Hierfür,  sowie  für  zahlreiche  andre 
Mittheilungen,  die  er  mir  auf  brieflichem  Wege  gemacht  hat,  nicht 
minder  für  seine  stete  Bereitwilligkeit  meine  zahlreichen  Anfragen 
über  allerhand  Einzelheiten  zu  beantworten  —  für  alles  das  bin  ich 
ihm  zu  ganz  besonderem  Danke  verpflichtet.  Einige  Notizen  habe  ich 
endlieh  auch  den  kurzen  Biographien  entnommen,  die  den  beiden  Bän- 
den der  „Vollständigen  Sammlung  der  geometrischen  Arbeiten  Loba- 
tsehefskijs", Kasan  1883  und  188ö,  beigegeben  sind,  lieber  die 
Einzelheiten  und  über  alle  sonst  von  mir  benutzten  Quellen  geben  die 
später  folgenden  Nachweisuiigen  Aufschluss. 

Im  Ganzen  fliessen  die  Nachrichten  über  den  Lebensgang  Loba- 
tsehefskijs ziemlich  reichlieh,  denn  Lobatsehefskij  hat  mehrere 
Jahrzehnte  lang  einen  ganz  ungewöhnlichen  Einfluss  auf  die  Ent- 
wickelung  der  Universität  Kasan  ausgeübt,  sodass  die  Geschichte 
dieser  Hochschule  während  der  ersten  fünfzig  Jahre  ihres  Bestehens 
zu  einem  wesentlichen  Theile  unter  dem  Zeichen  Lobatsehefskijs 
steht.  Wir  besitzen  infolgedessen  über  Lobatsehefskij  eine  Fülle 
von  Nachrichten,  die  auf  amtlichen  Urkunden  beruhen:  leider  beziehen 
sieh  diese  jedoch  fast  alle  nur  auf  äussere  Ereignisse  und  auf  seine 
höchst  vielseitige  und  erfolgreiche  amthche  Wirksamkeit;  in  die  innere 
Entwickelung  des  Mensehen   und   des  Gelehrten   gewähren   sie   so  gut 
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wie  gar  keinen  Einblick,  üeberhaupt  ist  es  mit  unsrer  Kenntniss 
dieser  Entwickelung  ziemlich  mangelliaft  bestellt. 

Die  gedruckten  Werke  Lobatsehefskijs  liefern  zwar  hin  and 
wieder,  aber  doch  recht  selten  und  immer  nur  eine  sehr  dürftige  bio- 
graphische Ausbeute,  Über  den  Menschen  gehen  sie  dagegen  keinen 
Äufschluss  und  ebensowenig  über  die  Entwickelung  seiner  Ideen,  na- 
mentlich verrathen  sie  nichts  über  den  Ursprung  und  die  allmähliche 
Ausgestaltung  seiner  geometrischen  Ansichten.  Erscheinen  doch  gerade 
seine  geometrischen  Untersuchungen  gleich  in  der  ersten  von  ihm 
veröffentlichten  Fassung  so  fertig  und  in  ihrer  Art  vollkommen,  dass 
sieh  nirgends  Spuren  der  vorhergegangenen  Entwickelung  bemerklich 
machen.  Um  so  mehr  muss  man  beklagen,  dass  der  handschriftliehe 
Nachlass  Lobatsehefskijs  verschollen  und  allem  Anscheine  nach 
für  immer  verloren  ist.  Ein  Glück  ist  es  noch,  dass  wir  durch  ge- 
wisse, im  Verlaufe  unsrer  Darstellung  zu  erwähnende  Funde  wenigstens 
einigermassen  in  den  Stand  gesetzt  sind,  uns  eine  Vorstellung  davon 
KU  machen,  wie  Lobatschefskij  im  Laufe  der  Jahre  zu  seiner  nicht- 
euklidischen Geometrie  gekommen  ist,  so  dass  wir  also  doch  nicht 
ganz  auf  bloae  Vermuthungen  angewiesen  sind.  Aber  auch  hier  geht 
es  wie  so  oft:  einzelne  Fragen  werden  durch  solche  Funde  beantwortet, 
so  und  so  viele  andre  nicht,  und  neue  Fragen  treten  auf,  deren  Beant- 
wortung schwerlich  jemals  zu  erwarten  ist. 

Briefe  Lobatsehefskijs  besitzen  wir  nur  äusserst  wenige,  und 
1  ese  wer  gen  sind  durchweg  geschäftlichen  Inhalts;  auch  aus  Briefen 
se  ner  I  re  nde  iässt  sich  nichts  über  sein  Wesen  und  seinen  Charakter 
entneha  e  denn  solche  Briefe  sind  mir  wenigstens  nicht  bekannt  ge- 
worden Ziemlich  dürftig  ist  endlich,  was  uns  mündliche  Ueber- 
liefer     ^  11   Nachrichten  über  seine  Persönlichkeit  erhalten  hat. 

Unter  diesen  Umständen  wird  man  es  begreifen,  wenn  das  Lebens- 
bild, das  ich  zu  zeichnen  versuche,  in  mancher  Beziehung  recht  un- 
vollkommen ausfällt  und  gar  manche  Frage  offen  Iässt. 
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Loliatscliefskijs  erste  Jugend  und  Universitatsjalire. 
Sein  Lehrer  Bartels. 

Nikoläj  Iwänowitscli  Lobatschefskij  ist  am  22.  Oktober 
(2.  November)  17'I3  im  Gouvernement  Nishnij-Nöwgorofl  geboren, 
nach  der  einen  Angabe  in  der  Stadt  Nishnij-Nowgorod  selbst,  nach 
der  andern  im  Distrikte  Maksirjel'.  ,Sein  Vater  hiess  Iwiin  Maxi- 
mowitseh  Lobatscliefskij,  die  Mutter  Prasköwja  Alexändrowna. 
Der  Vater  hatte,  soviel  man  weiss,  eine  ziemlich  bescheidene  An- 
stellung als  Architekt  oder  Feldmesser;  er  war  aus  Polen  eingewandert, 
niuss  aber  zur  orthodoxen  Kirche  übergetreten  sein,  denn  man  hat 
feststellen  können,  dass  beide  Aeltern  wilhrend  der  Jahre  1792 — 95 
in  Nishnij-Nowgorod  gebeichtet  haben.  Ausser  unserm  Nikolaj  hat 
ihm  seine  Gattin  noch  zwei  Söhne  geboren,  einen  älteren  Alexander 
und  einen  jüngeren  Alexej. 

Schon  1797  starb  der  Vater,  und  die  Mutter  scheint  bald  darauf 
nach  Kasan  gezogen  zu  sein,  wo  sie  mit  ihren  drei  Söhnen  in  sehr 
beschränkten  Verhältnissen  lebte.  Ea  muss  daher  für  sie  eine  grosse 
Erleichterung  gewesen  sein,  dass  sie  ihre  Söhne  auf  dem  Kasauer 
Gymnasium  unterbringen  konnte,  wo  diese  auf  Staatskosten  erzogen 
wurden.  Nik o  1  aj  insbesondre  wurde  im  November  1 802  in  das 
Gymnasium  aufgenommen  und  hat  sich  während  seijier  ganzen  Schul- 
zeit durch  seine  Leistungen  und  sein  Betragen  ausgezeichnet.  Dass 
er  gegen  Ende  der  Schulzeit  die  Mathematik  und  das  Lateinische 
mit  besondrer  Vorliebe  betrieben  habe,  wird  ausdrücklich  bezeugt. 

Am  14.  (26.)  Februar  LSf);')  wurde  die  neugegründete  Universität 
Kasan  eröffnet^  an  der  unserm  Nikolaj  später  eine  so  lange  und  so 
erfolgreiche  Wirksamkeit  vergönnt  sein  sollte.  Die  Anfänge  der 
Universität  waren  äusserst  bescheiden.  Mit  der  Abhaltung  der  Vor- 
lesungen wurden  zunächst  einige  Lehrer  des  Gymnasiums  beauftragt, 
und  zum  Vorsitzenden  des  Kollegiums  der  Docenten  wurde  Jaköfkin, 
der  Rektor  des  Gymnasiums,  ernannt.  Die  Vorlesungen  beschränkten 
sieb  unter  diesen  Umständen  zum  Theil  auf  eine  Wiederholung  des 
schon  auf  dem  Gymnasium  behandelten  Stoffs,  während  die  Fächer, 
die  über  die  Stufe  des  Gymnasiums  hinausgingen,  nur  sehr  fluchtig 
und  mangelhaft  behandelt  wurden.  Erst  nach  Verlauf  zweier  Jahre 
wurde  das  anders,  als  der  Kurator  der  Universität,  IJumdfskij,  nach 
und    nach   eine  Anzahl  Professoren    von    auswärts   berief,    namentlich 


dby  Google 


352  Lobatsohfifskijs  fjobeii  und  Soliriften.     Kapitel  I. 

Deutsche.  Freilicli  war  auch  dann  noch  der  Universitäta Unterricht 
ziemlich  erschwert,  denn  von  diesen  deutschen  Professoren  verstand 
nur  einer,  Namens  Fuchs,  das  Russische,  und  die  Vorlesungen  wurden 
daher  im  Allgemeinen  lateinisch  gehalten;  doch  machte  das  gerade 
bei  den  mathematischen  Fächern,  die  hier  allein  für  uns  in  Betracht 
Ifommen,  Verhältnis smässig  am  wenigsten  aus. 

Sehr  bald  nach  der  Eröffnung  der  Universität  fragte  man  bei 
den  Aelteru  der  Schüler  des  Gymnasiums  au,  ob  sie  bereit  wären, 
ihre  Söhne  nach  Beendigung  des  Gjmnasialkurses  in  die  Universität 
eintreten  zu  lassen;  diese  sollten  da  auf  Staatskosten  unterhalten 
werden,  wenn  sie  sich  verpflichteten,  nachher  sechs  Jahre  lang  der 
Universität  zu  dienen.  Unter  denen,  die  auf  dieses  Anerbieten  ein- 
gingen, war  auch  Lobatschefskijs  Mutter  und  zwar  hatte  sie  ihr 
Antwortschreiben  eigenhändig  geschrieben,  was  als  Beweis  einer  bei 
h'rauen  ihres  Standes  ungewöhnlichen  Bildung  gelten  muss. 

Nikolajs  älterer  Bruder  Alesander  wurde  sofort  in  die  Uni- 
versität aufgenommen,  doch  hat  er  sie  nicht  lange  besucht,  denn  schon 

1807  nahm  er  sich  das  Leben.  Nikolaj  selbst  wurde  im  Juli  1806 
geprüft,  aber  vorläufig  auf  dem  Gymnasium  gelassen,  um  sich  noch 
weiter  im  Lateinischen  zu  vervollkommnen.  Im  December  1806  unter- 
zog er  sich  nochmals  einer  Prüfung  und  wurde  nunmehr  am  9.  (21.) 
Januar  1S07  als  Student  an  der  Universität  eingeschrieben. 

Zum  Glücke  für  Lobatschefskij  war  der  mangelhafte  Zustand, 
in  dem  sich  der  Unterricht  an  der  Universität  Kasan  bisher  befunden 
hatte,  nicht  mehr  von  langer  Dauer.     Schon  in  den  Jahren  1807  und 

1808  wurde  der  Lehrkörper  der  Universität  durch  die  Berufung  einer 
Reihe  deutscher  Professoren  ergänzt,  ujid  namentlich  erhielt  die  reine 
Mathematik  in  Bartels,  der  im  Februar  1808  ankam,  einen  Vertreter, 
wie  man  ihn  nur  wünschen  konnte. 

Da  Bartels  unzweifelhaft  der  Mann  ist,  dem  Lobatschefskij 
für  seine  mathematische  Bildung  am  Meisten  zu  verdanken  hat,  so 
müssen  wir  auf  ihn  etwas  ausführlicher  eingehen, 

J.  M.  C.  Bartels,  geboren  am  12.  August  176il  in  Brauns  eh  weig, 
hatte  sieh  aus  sehr  beschränkten  Verhältnissen  emporgearbeitet  und 
theils  auf  eigne  Hand  aus  Buchern,  theils  unter  der  Anleitung  von 
Pfaff  in  Helmstedt  und  von  Kästner  in  Uöttingen  gründliche  mathe- 
matische Kenntnisse  erworben.  Nachdem  er  dann  von  1794  bis  180+ 
in  der  Schweiz  als  Lehrer  gewirkt  hatte,  war  er  1805  einer  Aufforderung 
seines  Landesherrn,  des  Herzogs  Karl  Wilhelm  Ferdinand,  gefolgt 
und  nach  Braunschweig  zurückgekehrt,  wo  er,  bis  über  seinen  künftigen 
Wirkungskreis    entschieden    sein    würde ,    ein    ansehnliches    Wartegeld 
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erhielt  und  sich  ganz  seinen  Studien  widmen  konnte.  In  derselben 
Lage  befand  sich  damals  Gauss,  der  sich  aeit  dem  Jahre  1798  mit  Untt^r- 
stiitzung  des  Herzogs  in  Braunsehweig  aufhielt.  Bartels  und  Gauss 
kannten  einander  schon  von  früher  her,  denn  Bartels  war  von  1783 
an  fiinf  Jahre  lang  an  einer  der  beiden  Brau n seh weigi sehen  Sehreib- 
und  Kechenachulen  der  Gehiilfe  des  Lehrers  gewesen ,  gerade  in 
dieser  Schule  hatte  damals  Gauss  seine  erste  Bildung  erhalten,  und 
der  um  acht  Jahre  ältere  Bartels  hatte  mit  ihm  Freundschaft  go- 
schlossen.  In  den  folgenden  Jahren  hatten  beide  wenigstens  von  Zeit 
zu  Zeit  Briefe  gewechselt  und  jetzt  verkehrten  sie  wieder  auf  das 
Freundschaftlichste  mit  einander,  wobei  freilich  Gauss,  der  damals 
schon  durch  seine  arithmetischen  und  astronomischen  Arbeiten  berühmt 
war,  mehr  der  gebende  als  der  empfangende  TheÜ  gewesen  sein  wird. 
Der  Herzog  beabsichtigte  für  Gauss  eine  Sternwarte  zu  errichten  und 
im  Änschluss  daran  eine  höhere  mathematische  Lehranstalt  zu  schaffen, 
an  der  Barteis  als  Lehrer  thätig  sein    sollte.     Durch  den  Krieg  von 

1806  wurden  jedoch  alle  diese  Pläne  vereitelt:  der  Herzog  starb  auf 
dem  Rückzüge  von  der  Schlacht  bei  Jena,  und  Gauss  und  Bartels 
verloren  die  ihnen  gewährte  Unterstützung.   Infolgedessen  ging  Gauss 

1807  nach  Gbttingeu,  und  Bartels  siedelte  in  demselben  Jahre  nach 
Kasan  über.  Er  hatte  nämlich  schon  früher  durch  Vermittelung  des 
ständigen  Sekretärs  der  Petersburger  Akademie,  Nikolaus  Fuss, 
eine  Berufung  nach  Kasan  erhalten,  diese  aber  wegen  seiner  Verpflich- 
tungen gegen  den  Herzog  abgelehnt;  unter  den  jetzigen  veränderten 
Verhältnissen  knüpfte  er  wieder  mit  dem  Kurator  Rumofskij  an  und 
erhielt  im  Juni  1807  seine  Ernennung,  im  Oktober  reiste  er  ab. 

Auch  nach  ihrer  Trennung  blieben  Gauss  und  Bartels  in  brief- 
lichem Verkehre,  allerdings  mit  grossen  Unterbrechungen.  Leider  sind 
uns  nur  die  Briefe  von  Bartels  an  Gauss  erhalten,  diese  aber  zeigen, 
das 8  ihr  Briefwechsel  blos  rein  persönliche  Angelegenheiten  betraf 
und  jnatbematische  Fragen  gar  nicht  berührte.  Für  uns  sind  nament- 
lich zwei  Stellen  aus  Briefen  von  Bartels  von  Interesse.  Unterra 
i>.  (18.)  Juli  1808  schreibt  dieser  aus  Kasan:  „Mein  Wirkungskreis 
ist  hier  angenehmer  als  icli  erwarten  durfte.  Die  meisten  meiner 
Zuhörer  sind  in  der  Mathematik  sehr  gut  vorbereitet.  Zwei  derselben 
studiren  Ihre  Disquisitiones."  Andrerseits  heisst  es  unterm  U.  (2ö.) 
April  1821  aus  Dorpat,  wo  Bartels  von  1821  ab  bis  zu  seinem  Tode, 
am  7.  (19.)  December  1836,  die  Lehrstelle  für  Mathematik  bekleidete: 
„Mehr  als  ein  Jahrzehnt  ist  verflossen,  dass  wir  von  einander  auch 
nicht  eine  Zeile  gesehen  haben.  Einen  Brief  erhielt  ich  bald  nach 
meiner  Ankunft  in  Kasan.  . . .    Ich  reiste  den  6.  December  von  Kasan 
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ab  und  kam  den  7,  Januar  hier  an. .  . .  Tu  Rücksicht  letzterer  [der 
Zuhörer]  dürfte  ich  wohl  etwas  mehr  Siim  für  mathematische  Wisseu- 
achaffceu  wünschen.  In  Kasan  war  ich  ungeachtet  der  übrigen  nicht 
ganz  angenehmen  Verhältnisse  in  dieser  Hinsicht  immer  aehr  glücklich." 

Ergänzt  werden  diese  Briefstellen  durch  einige  Aeusserungen  in 
der  Vurrede  zu  dem  ersten  und  einzigen  Bande  der  ,, Vorlesungen 
über  mathematische  Analysis"  die  Bartels  später  in  Doipat  aus- 
gearbeitet hat.  Ueher  Kasan  sagt  er  da:  „Zu  meiner  grossen  Freude  fand 
ich  ungeachtet  der  damals  noch  kleinen  Zahl  der  Studierenden  un- 
gemein viel  Sinn  i'Ür  das  Studium  der  mathematischen  Wissenschaften, 
so  dass  ich  in  meinen  Vorlesungen  über  höhere  Änalysis  auf  wenigstens 
zwanzig  Zuhörer  rechnen  durfte  und  sich  allmählich  eine  kleine  mathe- 
matische Schule  bildete,  aus  welcher  eine  Menge  geschickter  mathe- 
matischer Lehrer  für  die  Gymnasien  und  Universitäten  Russlands, 
besonders  des  Kasanischen  Lehrbezirks,  hervorgegangen  sind,  die  nun 
schon  seit  zwanzig  Jahren  das  Studium  der  mathematischen  Wissen- 
schaften noch  mehr  verbreitet  haben."  Dagegen  heisst  es  über  Dorpat: 
„Obwohl  ich  hier  ungeachtet  der  bereits  grossem  Menge  der  Stu- 
dierenden als  in  Kasan,  weit  weniger  Liebhaber  für  das  mathematische 
Studium  vorfand,  und  leb  meine  Vorträge  grösstentheils  auf  Elementar- 
Mathematik  beschränken  musste,  so  bat  doch  allmählich  der  Sinn  für 
diese  Wissenschaft  auch  hier  zugenommen,  und  ich  darf  schon  seit 
mehrern  Jahren  für  meine  Vorlesungen  über  höhere  Mathematik  auf 
wenigstens  10 — 12  Zuhörer  reebnen." 

Aus  dem  Gesagten  wird  man  schon  schliessen,  dass  Bartels  ein 
vorzüglicher  Lehrer  gewesen  sein  muss,  gerade  der  richtige  Mann,  itm 
an  einer  im  Entstehen  begriffenen  Universität  einen  Stamm  gründlich 
durchgebildeter  Mathematiker  heranzuziehen.  Als  einen  solchen  zeigen 
ihn  auch  seine  bereits  erwähnten  „Vorlesungen  über  mathematische 
Analysis";  diese  sind  äusserst  klar  geschrieben,  verrathen  überall  einen 
scharfen  Kopf  und  ragen  durch  das  Streben  nach  möglichster  Strenge 
der  Beweise  hervor.  Ein  wirklich  origineller  mathematischer  Denker 
scheint  er  dagegen  nicht  gewesen  zu  sein,  wenigstens  hat  er  sich 
niemals  durch  irgend  eine  mathematische  Entdeckung  bekannt  gemacht; 
was  er  ausser  den  „Vorlesungen"  veröffentlicht  hat,  ist  äusserst  wenig, 
und  auch  diese  sind  mehr  durch  Gediegenheit  als  durch  Originalität 
ausgezeichnet.  Seinen  Schülern  in  systematischer  Darstellung  mit- 
zütheilen,  was  er  selbst  wusste,  und  dieses  Wissen  dürfen  wir  nicht 
gering  anschlagen,  sie  zum  Studium  der  mathematischen  Litteratur  zu 
befähigen  und  mit  den  klassischen  Werken  bekannt  zu  machen,  also 
mit  Eulers  Differential-  imd  Integralrechnung,   mit  Lagranges  ana- 
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ly tischer  Mechanik,  mit  der  Mecanique  Celeste  des  Laplace,  mit  Monges 
geometrischen  Untersuch  Uli  gen  und  mit  den  Gaussisehen  Disquisitiones 
arithmeticae  —  das  war  sein  Beruf  und  seine  Gabe.  So  hat  er  jeder- 
zeit seinen  Platz  im  Lehen  ausgefüllt,  und  die  Erfolge  seiner  Lehr- 
thätigkeit  zeigen,  dass  er  nicht  vergebens  gewirkt  bat. 

Etwas  später  als  Bartels,  nämlich  im  September  1808,  kam  der 
bisherige  Gottinger  Privatdocent  Renner  nach  Kasan  iind  übernahm 
die  Professur  für  angewandte  Mathematik,  also  namentlich  die  Me- 
chanik, wobei  er  als  Adjunkten  den  Magister  Nikölskij  erhielt. 
Renner,  geboren  1780,  wird  a!a  ein  guter  Mathematiker  und  Lateiner 
gerühmt,  hat  auch  einiges  Mathematische  veröffentlicht;  es  scheint 
jedoch,  dass  sein  Einfliiss  auf  die  Entwickelung  der  mathematischen 
Fähigkeiten  Lobatschefkijs  weit  geringer  war  als  der  von  Bartels. 
Zwei  Jahre  nach  Bartels  und  Renner,  im  März  und  im  Oktober  1810, 
kamen  noch  Joseph  Johann  Littrow  (1781 — 1840)  und  Franz  Xaver 
Bronner  (1758^1850)  nach  Kasan,  jener  als  Professor  der  Astronomie, 
dieser  als  Professor  der  Physik.  Auch  sie  sind  noch  Lehrer  Loba- 
tschefskijs  gewesen,  wie  wir  nachher  hören  werden.  Jedenfalls  war 
vom  Jahre  1810  ab  die  physiko- mathematische  Fakultät  der  Uni- 
versität Kasan  mit  Lehrkräften  so  gut  versorgt,  wie  damals  kaum 
eine  deutsche  Universität. 

Doch  kehren  wir  zu  unserm  Studenten  zurück. 

In  dem  Jahre  1808  steht  Lobatschefskij  noch  nicht  auf  der 
Liste  derer,  die  sich  mit  Mathematik  beschäftigen  wollen;  nach  der 
Angabe  des  Rektors  bereitete  er  sich  vielmehr  auf  das  Studium  der 
Medicin  vor.  Es  ist  deshalb  auch  zweifelhaft,  ob  er  unter  den  beiden 
war,  von  denen  Bartels  im  Juli  1808  erzahlt,  dass  sie  die  Gaussiachen 
Disquisitiones  studirten.  Aber  schon  im  Jahre  1809  waren  seine  Fort- 
schritte in  der  Mathematik  so  gross,  dass  er  am  31.  Mai  (12.  Juni) 
von  seinen  Mitstudetiten  zum  Kammerstudenten  gewühlt  wurde  und 
dass  die  Wahl  die  Bestätigung  der  Vorgesetzten  erhielt.  Diese  Kammer- 
studenten hatten  eine  Art  Aufsicht  über  die  jungem  Studenten  zu 
führen  und  genossen  dafür  gewisse  besondre  Vergünstigungen.  Loba- 
tschefskij muss  aber  damals  ein  gehöriges  Mass  jugendlichen  Ueber- 
muthes  besessen  und  einen  starken  Trieb  gefühlt  haben,  diesem  Üeber- 
muthe  nach  aussen  Luft  zu  machen.  Während  seine  Führung  bisher 
ohne  Tadel  gewesen  war,  sodass  der  Ünterinspektor  der  Studenten,  ein 
gewisser  Köndyref,  stets  sehr  günstig  über  ihn  berichtet  hatte,  be- 
ging er  jetzt  allerhand  thorichte  Streiche.  Unter  andern  liess  er 
einmal  Nachts  um  elf  Uhr  eine  Rakete  steigen,  was  ihm  einige  Tage 
Karzer  einbrachte,  namentlich  aber  betheiligte  er  sich  an  den  Neckereien, 
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die  aich  die  Studenten  gegen  den  selbst  nocli  sehr  jugendliclien  Kon- 
dyref  erlaubten.  Von  1810  ab  hören  daher  in  Koudyrefs  Berichten 
die  Klagen  über  Lobatschefskijs  Betragen  gar  nicht  mehr  auij  und 
als  sich  dieser  in  den  Weihnachtsferien  1810  den  Streichen  der  jungern 
Studenten  gegenüber  zu  nachsichtig  gezeigt  hatte,  verlor  er  die  Stelle 
als  Kammerstudent.  Trotzdem  wagte  er  es  im  Januar  1811  verbotner 
Weise  einen  Maskenball  zu  besuchen  und,  wag  schlimmer  war,  er  tbat 
Äeusserungen,  die  ihn,  wahrscheinlich  unverschuldet,  in  den  Geruch 
des  Atheismus  brachten.  Doch  wird  wenigstens  ausdrücklich  bezeugt, 
dass  keine  dieser  Jugendthorheiten  geeignet  war,  die  Lauterkeit  seines 
Charakters  zweifelhaft  zu  machen,  und  dass  mau  ihm  niemals  etwas 
Unehrenhaftes  oder  Unsittliches  nachsagen  konnte. 

Die  ungünstigen  Berichte  Kondyrefs  waren  durch  den  Rektor 
Jakofkin  an  den  Kurator  weitergegeben  worden,  und  dieser  hatte 
unter  dem  Ausdrucke  des  lebhaftesten  Bedauerns,  dass  Lobatscbefskij 
„seine  glänzenden  Eigenschaften  so  verdunkle"  gedroht,  er  werde,  falls 
die  Klagen  sich  wiederholten,  genötbigt  sein,  dem  Unt errieb tsmin ister 
Anzeige  zu  machen.  Unter  diesen  Umetiiiiden  und  namentlich  bei  der 
ausgesprochenen  Missgunst  des  damals  ziemlich  einfluasreichen  Rektors 
Jakofkin  hätte  Lobatsehefskij  vielleicht  seinen  jugendlichen  Ueber- 
muth  theuer  bezahlen  müssen,  wenn  er  nicht  an  Bartels,  Ivittrow 
und  Bronner  einen  sichern  Rückhalt  gehabt  hätte.  Diese  hatten 
gleich  von  Anfang  an  seine  ausser  gewöhnliche  Begabung  erkannt  und 
waren  von  seinen  Fortschritten  und  Leistungen  so  befriedigt,  dass  sie 
in  ihren  Berichten  an  den  Senat  der  Universität  und  an  den  Kurator 
immer  des  Lobes  voll  waren.  Sie  würden  wohl  schon  g<?gen  die  Klagen 
Koudyrefs  Einspruch  erhohen  haben,  wenn  sie  dessen  russisch  ge- 
schriebene Berichte  hätten  lesen  können.  Bald  hatten  sie  jedoch  eine 
Gelegenheit,  nachdrücklich  und  mit  gutem  Erfolge  für  Lobatsehefskij 
einzutreten. 

Am  7.  (19.)  Juli  1811  heschloss  der  Senat  dem  Kurator  Vor- 
schläge zu  jnachen,  welche  Studenten  zu  „Kandidaten"  ernamit  werden 
sollten.  Auf  der  Liste  stand  ausser  drei  andern  der  jüngere  Bruder 
des  unsrigen,  Alexej  Lobatsehefskij,  der  Kandidat  der  Chemie 
und  Technologie  werden  sollte.  Unser  Nikolaj  war  nicht  darunter, 
sondern  es  heisst  in  dem  Sitz ungsprotok olle:  „Einige  Mitglieder  des 
Senats  haben  darauf  hingewiesen,  dass  man  allerdings  Nikolaj  Loba- 
tsehefskij des  Grades  eines  Kandidaten  würdig  erachten  könnte,  wenn 
man  blos  auf  seine  bemerkenswerthen  Fortschritte  und  auf  seine  grosse 
Begabung  für  die  Mathematik  Rücksicht  zu  nehmen  hätte.  Aber 
seine    schlechte  Führung  steht   dem  entgegen,   und   nach  der  Ansicht 
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des  inspicirenden  Professors  und  mehrerer  andrer  Mitglieder  würde  es 
ungerecht  sein  und  dem  Reglement  widersprechen,  wollte  man  ihm 
diese  Beförderung  zu  l'hei!  werden  lassen;  man  zieht  daher  vor,  ab- 
zuwarten, bis  sich  seine  Führujig  gebessert  haben  wird."  Bevor  jedoch 
diese  Vorschlage  dem  Kurator  übersandt  waren,  fand  schon  am 
11.  i^'^)  Juli  eine  neoe  'Senatssitzung  statt,  in  der  man  sich  dafür 
entschied,  jene  vier  Studenten  gleich  zu  Magistern  vorzuschlagen,  und 
Bartels,  Littrow  und  Bronner,  die  noch  von  dem  Professor  Her- 
mann unterstützt  wurden,  konnten  diesmal  durchsetzen,  dass  auch 
Nikolaj  gleich  mit  zum  Magister  vorgeschlagen  wiirde.  Allerdings 
musste  dieser  an  dem  genannten  Tage  vor  dem  Senate  erklären,  dass 
er  seine  Vergehen  bereue  und  sieh  vollständig  bessern  wolle.  Dafflr 
beschloss  aber  der  Senat,  ihn  unter  die  Zahl  der  Magister  aufzunehmen, 
„damit  er  nicht  durch  übermlissige  Strenge  zur  Verzweiflung  gebracht 
und  getödtet  werde,  er,  dessen  Talente  und  Erfolge  die  schmeichelhaftesten 
lloflhungen  für  die  Universität  erwecken".  Unterm  3,  (15.)  August  be- 
stätigte der  Kurator  iiumofskij  die  gemachten  Vorschläge. 

Man  muss  übrigens  hierbei  berücksichtigen,  dass  damals  und  noch 
bis  zum  Jahre  1810  an  der  Universität  Kasan  keine  bestimmten  Vor- 
schriften über  die  Verleihung  der  drei  akademischen  Grade:  Kandidat, 
Magister  und  Doktor  bestanden,  und  dass  infolgedessen  Senat  und 
Kurator  vollkommen  freie  Hand  hatten,  welche  Anforderungen  sie  bei 
der  Verleihung  stellen  wollten. 

Der  Senat  arbeitete  nunmehr  ein  Regulativ  aus,  in  dem  die 
PJhchten  der  Kandidaten  und  Magister  genau  festgesetzt  wurden.  Dar- 
nach waren  insbesondre  die  Magister  beauftragt,  die  von  den  Pro- 
fessoren gehaltenen  Vorlesungen  mit  den  Zuhörern  zu  wiederholen  und 
nicht  Verstandenes  zu  erklären,  auch  mussten  sie  unter  Umständen 
abwesende  Professoren  vertreten;  ferner  hatten  sie  bei  der  Redaktion 
der  Kasaner  Nachrichten  (üasanskija  Iswjestija)  mitzuwirken,  die 
181Ü  zum  Organe  der  Universität  erhoben  wurden  und  die  ausser 
amtlichen  Bekanntmachungen  auch  Mi tth eilungen  über  neue  Ent- 
deckungen, über  litterarische  Fragen  und  dergleichen  enthielten  und 
dadurch  zur  Hebung  der  allgemeinen  Bildung  in  dem  Gouvernement 
beitragen  sollten.  Vor  allen  Dingen  aber  waren  die  Magister  ver- 
pflichtet, sich  unter  der  besondern  Anleitung  einzelner  Professoren 
in  ihrem  eignen  Pache  weiter  zu  vervollkommnen,  und  über  den  Er- 
folg dieser  Studien  mussten  die  betreffenden  Professoren  jedes  Semester 
dem  Senate  der  Universität  Bericht  erstatten.  Endlich  wurde  in  Ver- 
bindung mit  der  Universität  ein  pädagogisches  Institut  errichtet,  dem 
der  Professor  Bronner    vorstand   und  dem   alle  Kandidaten   und  Ma- 
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gister   angehören    mussten,    um    sich   da   auf   ihren   kuuftigen   Lelirer- 
beruf  vorzubereiten. 

Es  entsprach  nur  diesen  Bestimmungen,  dass  Lobatschet'skij 
von  jetzt  ab  wöchentlich  mehrere  Stunden  auf  der  Wohnung  von 
Bartels  zubrachte,  um  unter  dessen  Anleitung  seine  Ausbildung  in 
der  höhern  Mathematik  zu  vollenden  Insbesondie  beschäftigte  er 
sich  dort  wiihrend  der  ersten  Hälfte  des  Jahres  1S12  mit  der  La- 
placeschen  Mecanique  Celeste  und  hatte  dabei  noch  einen  Genossen 
in  dem  Magister  Sinionof,  dem  spatern  Protessoi  der  Astronomie 
an  der  Universität  Kasan.  Nähere  Auskunft  über  diese  Studien  giebt 
(!er  folgende  von  Bartels  an  den  henat  «stattete  Bericht,  dessen 
Wortlaut  ich  Wassiljef  verdanke: 

„Concilio  Honoratissimo  Universitatis  Casanensis 
Professor  Bartels. 

„Nemo  Vestrum,  Viri  clarissimi  et  honoratissimi,  nescit  me  initio 
hujus  cursus  praeteriti  academici  officium  D"""  Magistrorum  Loba- 
tschevsky  et  Simonov  in  scientiis  mathematicis  amplius  excolendorum 
et  hac  de  re  nonnunquam  ad  vos  referendi  suscepisse.  Quam  rela- 
tionem  jam  eo  Übentius  faeio,  quo  feücior  meae  operae  successus  fuit. 
Praelectionibus  meis  privatis,  in  quibus  maxiraam  partem  1™'  et  ali- 
quam  2'''  tomi  egregii  illius  operis,  cujus  auctor  Celeberrimus  la  Place 
est,  explicavi,  D"'  Magistri  non  solum  cum  siugulari  diligentia  inter- 
fuerunt  sed  quacunque  etiam  occasione  proficiendi  optime  usi  sunt. 
Elaborationes  huie  meae  relationi  adjunctae  ad  Mechanicam  coelestam 
spectautea  dicto  meo  probando  inservient. 

„E  specimine  D"'  Öimomivi  quod  priori  quidem  mea  eo  de  argu- 
mento  instructione  in  usum  adbibita  proprio  tarnen  marte  composuit, 
etsi  demum  bodie  mihi  traditum  non  nisi  fugitivo  oculo  percurrere 
potui,  manifestum  fore  bpeio,  euni  in  Änalysi  et  Mechanica  sublimiori 
probari  posse  id  quod  eo  magis  laudandum  est,  quod  astronomiae  prac- 
ticae  duce  D""  honor.  Coli.  Littrow  eximiam  operam  dat. 

„Quamvis  autem  D.  Simonov  rerum  matbeinaticarum  heue  expertus 
sit,  tamen  a  D""  Lobatschevski  praesertim  in  partibus  subtilioribus 
superatur.  Ex  hujus  eniui  eommentatione  quam  absque  ullo  subsidio, 
opus  ill,  la  Place  si  excipias,  elaboravit,  intelHgitur,  enm  res  in  üla 
tractatas  non  solum  penetrasse,  sed  etiam  ideis  ipsi  propriis  exornare 
scivisse.  Pluribus  in  locis  hujus  brevis  commentationis  praestantissimi 
ingenij  mathematici,  quod  illustre  nomen  aliquando  non  poterit  non 
assequi,  indicia  inveuiuntur,  quae  exponere  hujus  loci  non  esse  videtur. 
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„Kogo  liononitissimum  Consilium  ut  et  lianc  meam  relationem  et 
ambas  eommentationes  ad  Virum  Exeellentissimum,  Dominum  Cura- 
torein  transmittend  as  curet.     Scripsi  Casani  die  10.  Juli  1812. 

Martinus  Bartels  Prof.  o,  p.  Mathes," 

Die  Abhandlung  Lobatschefskijs,  von  der  Bartels  hier  spricbt, 
ist  wahrscheinlich  eine  nngedruckt  gebliebene,  die  den  Titel  trug: 
Tcorija  ellipti'tscheskawa  dwishenija  njeb^Bnjch  tjel  (Theorie  der  ellip- 
tischen Bewegung  der  Himmelskörper). 

Ebenso  wie  die  Meeanique  Celeste  studirte  Lobatschefskij  unter 
der  Anleitung  von  Bartels  auch  die  Disquisitionea  arithmetieae  von 
Gauss,  und  das  Ergebniss  dieser  Studien  war  eine  Abhandlung:  0 
rasrjeschenii  algebrai'tscheskawa  urawnjenija:  x"  —  1=0  (Ueher  die 
Auflösung  der  algebraischen  Gleichung:  x"  —  l  ^  0),  die  er  im  Jahre 
1813  der  physiko -mathematischen  Abtheilung  der  Universität  vorlegte. 
Er  behandelt  darin  den  Fall,  dass  n  die  Form  Am  -j-  1  besitzt,  und 
gieht  allgemeine  Ausdrücke  ftir  die  Koefficienteu  der  Gleichung  m-teu 
Grades,  auf  die  sich  die  Gleichung:  x"  —  1  =^  0  durch  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln  zurückführen  lasst.  Auch  diese  Arbeit  blieb  zunächst 
ungedruckt,  Lobatschefskij  hat  sie  aber  später  in  sein  Lehrbuch 
der  Algebra  aufgenommen,  wo  sie  in  Kapitel  16,  §  215  enthalten  ist. 

Nach  alledem  müssen  wir  den  Einfluss,  den  Bartels  auf  die  Ent- 
wickelung  der  mathematischen  Fähigkeiten  Lobatschefskijs  ausgeübt 
hat,  recht  hoch  anschlagen.  Bartels  ist  es  jedenfalls  gewesen,  der  in 
seinem  Schüler  den  Sinn  für  mathematische  Strenge  geweckt  und  ge- 
nährt hat;  unter  seiner  Leitung  wird  sich  dieser  die  ungewöhnliche  Be- 
herrschung des  mathematischen  Rechenap parates  angeeignet  haben,  die 
er  in  seinen  Schriften  überall  verräth.  Auch  hat  Lobatschefskij 
lebenslang  das  Andenken  an  seinen  Lehrer  hoch   in  Ehren  gehalten. 

Neben  den  rein  mathematischen  Studien  hei  Bartels  beschäftigte 
sich  Lobatschefskij  unter  Littrow  auch  mit  der  praktischen 
Astronomie;  im  Jahre  1811  beobachtete  er  zusammen  mit  Simonof 
den  damaligen  grossen  Kometen,  und  diese  Beobachtungen  wurden  von 
Littrow  in  den  Kasaner  Nachrichten  veröffentlicht. 

Ausserdem  war  Lobatschefskij  auch  ein  eifriges  Mitglied  des 
von  Bronner  geleiteten  pädagogischen  Instituts,  und  es  ist  anzu- 
nehmen, dass  er  durch  den  sehr  vielseitig  und  namentlich  auch  philo- 
sophisch gebildeten  Bronner  in  die  Philosophie  Kants  eingeführt 
worden  ist,  dessen  Lehre  von  der  Apciorität  der  geometrischen  Sätze 
er  später  einen  so  harten  Stoss  versetzen  sollte. 
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Kapitel  II. 
Loliateehefsliijs  erste  Lelirthätigkeit.     Die  Zustände  an   der  Uni- 
versität.    Erste  Versoclic  anf  dem  Gebiete  der  Geometrie. 

hl  <las  Jahr  1812  fällt  der  Anfang  der  langjährigen  Lehrthütig- 
keit  Lobatschefskijs,  denn  er  erhielt  da  den  Auftrag,  einer  Anzahl 
von  Beamten,  die  sich  auf  eine  seit  1809  eingeführte  Prüfung  vor- 
bereiten sollten,  zwei  Stunden  wöchentlich  Über  Arithmetik  und  Geo- 
metrie vorzutragen.  Da  sich  sein  Vortrag  durch  Einfachheit  und 
Klarheit  auszeichnete,  so  betraute  man  ihn  schon  im  folgenden  Jahre 
damit,  an  der  Universität  seibat  neben  seinem  bisherigen  Lehrer 
Bartels  Vorlesungen  ober  diese  öegenstilnde  zu  halten,  und  am 
26.  März  (7.  April)  1H14  wurde  er  auf  die  Empfehlung  von  Bartels 
und  Bronuer  zum  Adjunkten  ernannt,  gleichzeitig  mit  Sinionof  und 
zwei  andern  Magistern. 

Die  Verhältnisse  an  der  Universität  hatten  sich  mittlerweile  recht 
unerquicklich  gestaltet.  Der  schon  friilier  erwähnte  Jakofkin,  der 
bei  der  Gründung  der  Universität  mit  der  Verwaltung  der  Itektor- 
geschäfte  beauftragt  worden  war,  hatte  nämlich  versucht,  an  der  Uni- 
versität ebenso  ujibeschränkt  zu  herrschen  wie  am  Gymnasium,  dessen 
Direktion  er  gleichzeitig  auch  noch  führte.  Das  aber  wollten  sich  die 
Professoren  nicht  gefallen  lassen  und  am  allerwenigsten  die  vom  Aus- 
lande gekommenen  wie  Bartels,  Bronner,  Littrow  und  andre. 
Die  Folge  waren  fortwährende  Streitigkeiten  im  Professorenkollegiuni 
und  aligemeine  Unzufriedenheit,  zumal  sich  der  Kurator  Kumofskij 
immer  auf  die  Seite  Jakofkins  stellte.  Im  Jabre  1810  hatte  zwar 
das  Ministerium  die  vorläufige  Ordnung  der  Universitäts Verwaltung 
durch  eine  endgültige  nach  dem  Muster  der  iUtern  Universitäten  er- 
setzen wollen  und  hatte  deshalb  die  Wahl  eines  Rektors  und  von 
Dekanen  verfügt,  aber  Jakofkin  hatte  zu  hintertreiben  gewusat,  dass 
die  Gewählten  ihr  Amt  antraten,  obwohl  seine  Unbeliebtheit  dadurch 
sehr  deutlich  zu  Ta^e  getreten  war,  dass  keine  der  Wahlen  auf 
ihn  fiel. 

Als  181f}  nach  Kumofskijs  Tode  ein  neuer  Kurator  Namens 
Saltyköf  ernannt  wurde,  da  war  es  allerdings  mit  Jakofkins  Ein- 
fluss  zu  Ende,  und  so  konnte  die  neue  üniversitätsverfassung  wirklich 
ins  Leben  treten;  aber  der  allgemeine  Zustand  besserte  ai(^h  dadurch 
keineswegs.  Der  zum  Eektor  gewählte  Professor  der  Anatomie  Braun 
befand  sich  nämlich   in   fortwährender  Uneinigkeit  mit   dem  Kurator, 
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und  die  Kämpfe  zwischen  dem  Professorenkollegiwm  oad  dem  Kurator 
wurden  daher  nur  noch  hefti^rer.  Namentlich  war  über  die  Beför- 
derungen gar  Itenie  Einigkeit  zu  erzielen,  da  sich  der  Kurator  nicht 
um  die  Rechte  kummeite  du.  der  Senat  nach  dem  Universitiits Statute 
in  dieser  Beziehung  hesass.  So  geschah  zum  Beispiel  die  Ernennung 
Lobatschefskijs  und  Simonofs  zu  Adjunkten  auf  den  blosen  An- 
trag des  Kurators  unmittelbar  durch  den  Minister,  ohne  daas  der 
Senat  sie  vorgeschlagen  hatte,  und  als  im  4.pril  1816  der  Kurator 
dem  Senat  anheimstellte,  die  beiden  zu  aussei  ordentlichen  Professoren 
zu  wählen,  lehnte  das  die  Mehrheit  des  Senats  ab,  weil  die  im  Statute 
vorgesehene  Zahl  von  vier  aussi  i  onlentlichen  Professoren  voll  sei. 
Trotzdem  verfügte  der  Minister  am  7  (11  )  luii  1816  ihre  Ernennung 
zu  ausserordentlichen  Professoren,  „in  Anbetracht  ihrer  vom  Kurator 
bezeugten  Kenntnisse  und  Fähigkeiten",  Umgekehrt  wollte  der  Ku- 
rator, um  zu  sparen,  freigewordene  Stellen  ordentlicher  Professoren 
nur  mit  ausserordentlichen  besetzt  wissen,  und  als  in  demselben  Jahre 
der  Senat  den  ausserordentlichen  Professor  Söliizef  zum  ordentlichen 
wühlte,  wurde  der  Wahl  die  Bestätigung  versagt. 

Zu  deni  höchst  unbefriedigenden  Verhältnisse  zwischen  dem  Senat 
und  dem  Kurator  kamen  noch,  durch  gegenseitige  Eifersucht  und  durch 
Brodneid  veranlasst,  äusserst  widei  wartige  Zänkereien  einzelner  Pro- 
fessoren untereinander,  und  leider  zeigten  sich  dabei  verschiedene  der 
deutschen  Piofessoien  keineswegs  m  v  ortheil  ha  item  Lichte.  Ueber 
diesen  ewigen  Zänkereien  vernaehlissigten  nicht  wenige  Professoren 
ihren  Unterrieht  in  gröblichster  Weise  und  jedenfalls  konnte  von 
einem  gedeihliclien  Zusammenwirken  aller  kerne  Kede  sein. 

Die  eben  geschildeiteu  Zustände  an  der  Universität  Kasan  konuteu 
selbstverständlich  dem  Unterrichtsministerium  nicht  verborgen  bleiben 
und  führten  endlich  im  .Jahre  181!)  zu  einer  Revision  der  Universität, 
nachdem  der  Kurator  Saltykof  schon  im  September  vorher  ab- 
gegangen war. 

Lobatschefskij  hielt  sich  während  des  hier  besprochenen  Zeit- 
raums ganz  zurück  und  nahm  an  den  erwilhnten  Streitigkeiten  gar 
nicht  TheiL  Allerdings  lag  das  wohl  mit  daran,  daas  seiue  Gesund- 
heit zu  wünschen  übrig  Hess;  wenigstens  unternahm  er  im  Sommer 
1817  zu  deren  Herateilung  eine  Keise,  die  ihn  nach  seinem  heimath- 
lieheii  Gouvernement  Nishnij -Nowgorod  und  nach  den  Schwefelbädern 
Ton  Sergijefsk  im  Gouvernement  Samara  führte  —  auch  noch 
später,  im  Sommer  1819  suchte  er  diese  Bäder  auf.  Vor  allen  Dingen 
aber  widmete  er  sich  unausgesetzt  seiner  Lehrtbätigkeit  und  wissen- 
schaftlichen   Arbeiten.     Er   konnte    das    um    ho    mehr,    als    er  während 
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der  ersten  Jahre  nach  seinem  Eintritt  in  den  Lehrkörper  der  Uni- 
versität keine  andern  Verpflichtungen  hatte;  erst  im  Jahre  1H18  traten 
aolehe  Verpflichtungen  an  ihn  heran,  denn  er  wurde  zum  Mitgliede 
des  an  der  Universität  bestehenden  Schulausschusses  ernannt,  dem  die 
Gymnasien  und  alle  andern  Schulen  des  Kasaner  Lehrbezirks  unter- 
stellt waren. 

Was  seine  Lehrthätigbeit  anbetrifi't,  so  las  er  zum  Beispiel  in  den 
Jahren  181! — 16  über  Zahlen theorle  nach  Gauss  und  Legendre, 
sowie  über  ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  wobei  er  das  Lehr- 
buch von  C'agnoli  in  der  Ueberaetzuug  von  Chompre  zu  Grunde 
legte,  lieber  die  wissenschaftlichen  Arbeiten,  die  ihn  während  jener 
Zeit  beschäftigten,  sind  wir  nicht  näher  unterrichtet;  jedoch  steht 
soviel  fest',  dass  er  sich  schon  dümals  ernstUch  mit  den  Anfangs- 
gründen der  Geometrie  hefasst  haben  muss. 

Im  Jahre  1SÖ4  ist  nämlich  ein  altes  Kollegienheft  zum  Vorschein 
gekommen,  das  Nachschriften  von  Vorlesungen  enthält,  die  Loba- 
tschefskij  von  1815  bis  1817  über  Geometrie  und  Algebra  gehalten 
hat.  Nach  den  von  Wassiljef  über  dieses  Heft  gemachten  Mitthei- 
lungen befinden  sieh  durin  drei  verschiedene  Versuche,  die  Eulilidische 
Parallelentheorie  zu  begründen. 

In  dem  ersten  Versuche  erklärt  Lobatschefakij  die  Parallel- 
linien als  solche  Gerade,  die  gleiche  Richtung  haben,  um  auf  diese 
Weise  das  Euklidische  Parallelenaxiom  zu  vermeiden.  In  dem  zweiten 
Versuche  stützt  er  sich  auf  die  Betrachtung  unendlich  grosser  Ebenen- 
atücke,  ähnhch  wie  Bertrand  (vgl  S.  71,  73  und  .315). 

Der  dritte  Versuch  endlich  ist  besonders  deshalb  bemerkenswert!!, 
weil  er  zeigt,  dass  sich  Lobatschefskij  sehr  eingehend  mit  den 
Untersuchungen  Legendres  über  die  Parallelentheorie  beschUftigt  hat. 
Zunächst  wird  bewiesen,  dass  die  Winkelsumme  eines  geradhnigen 
Dreiecks  zwei  Rechte  niclit  übersteigen  kann  und  dass  die  AVinkel- 
summe  in  jedem  solchen  Dreiecke  gleich  zwei  Rechten  ist,  sobald  sie 
nur  in  einem  einzigen  diesen  Werth  hat.  Es  handelt  sich  also  nur 
noch  darum,  ein  Dreieck  zu  flnden,  in  dem  die  Winkelsumme  gleich 
zwei  Rechten  ist,  und  in  der  That  glaubt  Lobatschefskij  beweisen 
zu  können,  dass  jedes  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  einer  spitzer 
Winkel  gleich  ^n  ist,  diese  Forderung  erfüllt.  Erwähnenswerth  ist, 
dass  bei  seinen  Betrachtungen  gewisse  Sätze  über  Dreiecke,  deren 
Winkelsumme  kleiner  ist  als  zwei  Rechte,  benutzt  werden,  zum  Bei- 
spiel der  Satz,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks,  das  in 
einem  andern  enthalten  ist,  aber  mit  diesem  eine  Seite  und  einen  an- 
liegenden Winkel  gemein   hat,   grösser  sein   muss  als  die  Summe  der 
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Winkel  des  grosseren  Dreiecks.  Doch  braucht  man  deshalb  nicht  ai»- 
Kunehmen,  daas  Lohutschefskij  diese  Siitze  selhstäiidig  gefunden  hat, 
deim  Sätze  derselben  Art  kommen  schon  1709  und  1800  in  der  zweiten 
und  dritten  Ausgabe  von  Legendrea  Elements  de  Geometrie  vor 
(Tgl.  S.  313). 

Ans  dem  Gresagten  geht  hervor,  dass  Lobatschefskij  damals 
noch  gar  weit  von  der  Erkenntiiiss  entfernt  war,  deren  Begründung 
und  Weiterbildung  später  seine  Lebensaufgabe  und  seine  grösste  Leistung 
werden  sollte,  von  der  Erkenntniss  nämlich,  dass  das  Euklidische 
Parallelenaxiom  wirklich  ein  Axiom  und  als  solches  unbeweisbar  ist,  und 
dass  es  eine  in  sich  widerspruchsfreie  Geometrie  giebt,  die  dieses  Axioms 
gar  nicht  bedarf.  Er  war  noch  vollständig  in  der  Ueberzeugung  be- 
fangen, von  der  sich  Legendre  sein  ganzes  langes  Leben  hindurch 
nicht  hat  frei  machen  können,  dass  jenes  Axiom  eines  Beweises  be- 
dürftig und  iahig  sei,  und  er  betbeiligte  sich  an  den  fruchtiusen  Be- 
mühungen, einen  solchen  Beweis  zu  finden.  Wir  werden  uns  später 
dieser  Thatsache  zu  eriimern  haben. 


Kapitel  IIL 

Hie  Magnizkijsclie  RevisiniL  nnd  Verwaltung.     Loliatschefsktjs 

Lehrtliätigkeit  wälirend  dieser  Zeit. 

Da  die  früher  erwähnten  Streitigheiten  an  der  Kasaner  Universität 
gar  nicht  aufhören  wollten,  so  fasste  das  Unterrichtsministerium  im 
Februar  1819  den  Beschluss,  eine  gründliche  Revision  der  Universität 
vornehmen  zu  lassen,  und  beauftragte  damit  den  wirklichen  Staatsrath 
Michail  Leontjewitsch  Magnizkjj,  Dieser  war  für  die  Dauer  der 
Revision  mit  allen  Vollmachten  eines  Kurators  ausgest-attet,  und  von 
seinem  Berichte  sollte  es  abhängen,  ob  man  die  Universität  fort- 
bestehen lassen  oder  auflösen  würde. 

Im  Laufe  des  März  fand  die  Revision  statt,  und  Magnizkij  kehrte 
sodann  nach  Petersburg  zurück,  um  seinen  Bericht  zu  erstatten.  Zum 
Glücke  liess  man  den  Gedanken,  die  Universität  aufzulösen,  fallen, 
vielmehr  wurde  Magnizkij  zum  Kurator  ernannt  und  leitete  jetzt 
von  Petersburg  aus  die  Reorganisation  der  Universität.  Freilich  war 
das  eine  sehr  eigenthümliche  Reorganisation. 

Magnizkij  war  in  der  Ansicht  befangen,  die  wahre  Ursache 
aller  hervorgetretenen  Uebelstände  sei  der  mangelhafte  Religiojisunter- 
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rieht  an  den  Gymnasien  und  die  gänzliche  Vernachlässigung  des  ünber- 
riehts  in  Religion  und  Moral  an  der  Universität.  Besonders  die 
deutschen  Professoren  waren  ihm  ein  Dorn  im  Auge,  weil  sie  nach 
seiner  Meinung  ihre  Schüler  mit  dem  in  Deutschland  herrschenden 
Unglauben  angesteckt  hatten.  Dieser  Auffassung  entsprechend  traf  er 
seine  Mass  regeln. 

Eine  Anzahl  Professoren  wurde  entfernt.  Die  Freiheit  der 
Studenten  wurde  durch  geradezu  klösterliche  Verordnungen  in  der 
unerträglichsten  Weise  beschränkt.  Ein  Direktor  wurde  angestellt,  der 
nicht  blos  über  den  Lebenswandel  der  Studenten  sondern  auch  über 
den  der  Professoren  zu  wachen  hatte.  Wer  sich  gegen  die  Vorschriften 
verging,  wurde  als  ein  „Sünder"  bezeichnet  und  eingesperrt;  in  der 
Kirche  wurde  für  diese  Sünder  öffentlich  gebetet.  Andrerseits  wurden 
Belohnungen  und  Auszeichnungen  nicht  mehr  in  erster  Linie  für 
wissenschaftliehe  Kenntnisse  verliehen,  sondern  vor  allen  Dingen  für 
Kenntnisse  in  der  Religion  und  fi5r  Frömmigkeit,  Selbstverständlich 
mussten  auch  die  Professoren  ihre  Vorlesungen  nach  diesen  Grund- 
sätzen einrichten;  von  Freiheit  des  Worts,  ja  des  Denkens  war  keine 
Rede  mehr. 

Auf  diese  Weise  musste  unfehlbar  bei  Professoren  und  Studenten 
ein  Geist  der  Heuchelei  gross  gezogen  werden,  dessen  Folgen  nicht 
anders  als  verderblich  sein  konnten.  Aber  nicht  genug  damit.  Bei 
der  Revision  selbst  hatte  Magnizkij  noch  die  einzelnen  Professoren 
im  Aligemeinen  ganz  zutreffend  beurteilt;  er  hatte  Bartels  und 
Bronner  in  ihren  Stellungen  belassen  und  hatte  sich  namentlich  auch 
Über  unsernLobatschefskij  äusserst  günstig  ausgesprochen  ■ —  Renner 
lebte  damals  nicht  mehr,  denn  er  war  schon  im  Juni  181G  gestorben, 
imd  Littrow  war  in  demselben  Jahre  nach  Ofen  als  Mitdirektor 
der  dortigen  Sternwarte  übergesiedelt.  Aber  bald  wurde  das  anders. 
Magnizkij  verfuhr  bei  der  Besetzung  der  Professuren  mit  äusserster 
Willkür;  das  Vorschlags  recht  des  Senats  betrachtete  er  als  nicht  vor- 
handen, machte  nicht  selten  ganz  unfähige  Leute  zu  Professoren,  setzte 
andre  aus  den  nichtigsten  Gründen  ab  und  bevorzugte  namentlich 
seine  Günstlinge  in  der  unverantwortlichsten  Weise.  Doch  hat  Lo- 
batschefskij  hierunter  wenigstens  nicht  selbst  zu  leiden  gehabt, 
denu  er  wurde  verhältnissmässig  bald,  im  Frühjahre  1822,  gleichzeitig 
mit  Simonof  zum  ordentlichen  Professor  ernannt. 

Es  ist  kein  Wunder,  dass  sich  Bronner  und  Bartels  unter  diesen 
Umständen  in  Kasan  nicht  mehr  wohl  fühlten  und  danach  trachteten, 
68  zu  verlassen.  Bronner  nahm  schon  1819  Urlaub  und  kam  einfach 
nicht   wieder;     er   ging   nach    Aaruu    in    der    Schweiz,    wo    er   noch 
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31  Jahre  lang  im  Dienste  des  Kantons  Aargau  thätig  gewesen  ist.  Ende 
1820  schied  auch  Bartels,  um  einem  Rufe  nach  Dorpat  zu  folgen. 
Die  physiko-raathematische  Abtheilung  der  Kasaner  Universität,  die 
schon  vorher  Reuni'r  und  Littrow  verloren  hatte,  war  damit  aber- 
mals zweier  ihrer  besten  Lehrkräfte  beraubt.  Ausserdem  verlor  sie 
aber,  wenigstens  auf  mehrere  Jahre,  auch  noch  Simonof,  der  seit 
181(5  als  Nachfolger  Littrows  die  Astronomie  vertreten  hatte,  denn 
dieser  war  schon  Aiifaug  1819,  noch  vor  der  Magnizkijschen  Re- 
vision, nach  Petersburg  gereist  und  begleitete  dann  die  russische  Es- 
pedition, die  1819 — 21  unter  der  Führung  Beilingshausens  das  ant- 
arktische Meer  erforschte;  erat  1822  kehrte  er  wieder  nach  Kasan  zurück. 

Da  diese  Verluste  zunächst  nicht  ersetzt  wurden,  so  lag  die  ganze 
Last  des  Unterrichts  in  der  Mathematik,  Physik  und  Astronomie 
längere  Zeit  auf  den  Schultern  der  beiden  einzigen  noch  übrigen  Pro- 
fessoren der  Abtheilung,  Nikolskij  und  Lobatsehefskij,  ja  zeit^ 
weilig  auf  denen  Lobatschefskijs  allein,  denn  Nikolskij  wurde 
durch  den  Bau  der  Universität,  dem  er  sich  ganz  widmete,  dem  Unter- 
richte entzogen.  Lobatsehefskij  entfaltete  damals  eine  geradezu 
erstaunliche  Thätigkeit.  Im  April  1819  wurde  er  mit  der  Abhaltung 
der  Vorlesungen  über  Astronomie  und  mit  der  Leitung  des  astro- 
nomischen Observatoriums  beauftragt;  gleichzeitig  übernahm  er  alle 
rein  mathematischen  Vorlesungen,  die  bisher  Nikolskij  gehalten  hatte, 
und  uach  Bronners  Weggange  auch  noch  den  Unterricht  in  der 
theoretischen  und  der  Experimentalphysik.  Nachdem  Bartels  aus- 
geschieden war,  wurde  ihm  der  ganze  Unterricht  in  der  reinen  Mathe- 
matik übertragen,  die  Astronomie  und  die  theoretische  Physik  musste 
er  aber  trotzdem  beibehalten  und  nur  von  den  Vorlesungen  Über  Ex- 
perimentalphysik wurde  er  auf  sein  dringendes  Ersuchen  befreit.  Im 
Jahre  1822  übernahm  Simonof  zwar  die  Leitung  des  Observatoriums 
wieder,  aber  Lobatsehefskij  musste  ihn  im  Sommer  1823  noch  ein- 
mal vertreten  und  die  Vorlesungen  über  Astronomie  behielt  er  bis 
1825  und  ebenso  lange  die  ganze  theoretische  Physik,  doch  las  er 
auch  nach  1825  immer  noch,  über  dieses  Gebiet  und  übernahm  ausser- 
dem die  Vorlesungen  über  Mech.inik.  Erst  von  der  Mitte  der  dreissiger 
Jahre  ab  konnte  er  sich  wieder  ganz  auf  Vorlesungen  über  reine 
Mathematik  beschränken. 

Mit  dem  Halten  der  Vorlesungen  war  es  übrigens  noch  nicht 
einmal  gethan,  denn  jeder  Professor  musste  allmonatlich  einen  Bericht 
über  die  gehaltenen  Vorlesungen  einreichen  und  ausserdem  regelmässig 
über  (he  Leistungen  und  Fortschritte,  namentlich  auch  über  den  Lebens- 
wandel seiner  Zuhörer,  tierichten. 


dby  Google 


36ß  r^obatschefskijs  T.eben  und  Schriften,     Kapitfil  III,  IV. 

Zu  dieser  überaus  umfangreichen  Lehrthätigkeit  kamen  mm  noch 
verschiedene  Äemter,  die  Lobatschefskij  im  Laufe  der  Zeit  Über- 
nehmen mnsste.  Wie  schon  erwähnt,  war  er  1818  Mitghed  des  Schul- 
ausschusses geworden.  Auch  das  war  unter  einem  Kurator  vom  Schlage 
Magnizkijs  keine  Kleinigkeit,  denn  dieser  Aussehuss  wurde  nicht 
blos  für  die  wissenschaftliche  Tüchtigkeit  jedes  neu  ernannten  Lehrers 
verantwortlich  gemacht,  sondern  auch  und  zwar  vor  allen  Dingen  für 
dessen  Moralität  und  Frömmigkeit.  Man  kaiin  sich  daher  denken, 
dass  auch  dieses  Amt,  das  Lobatschefskij  eine  ganze  Reihe  von 
Jahren  bekleidete,  eine  Menge  Arbeit  und  namentlich  unendliche 
Schreibereien  mit  sich  brachte.  Ferner  wurde  Lobatschefskij  schon 
sehr  bald  zu  den  Verwal tun gsge Schäften  der  Universität  herangezogen. 
Noch  als  ausserordentlicher  Professor  wurde  er  Ende  1820  an  Stelle 
seines  Lehrers  Bartels  Dekan  der  physiko-matbema tischen  Abtheilung 
und  blieb  das  bis  1827,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Jahres  1823, 
wo  das  Dekanat  an  Simoaof  überging.  Im  Sommer  1821  mnsste  er 
nach  Petersburg  reisen,  um  im  Auftrage  des  Kurators  mathematische 
Werke  sowie  physikalische  und  astronomische  Apparate  einzukaufen. 
Ende  1824  wurde  er  Mitglied  des  Ausschusses,  der  die  Veröffent- 
lichungen der  Universität  zu  besorgen  hatte,  also  namentlich  die  Heraus- 
gabe des  Kasaner  Boten,  einer  Monatsschrift,  die  seit  1820  auf 
Magnizkijs  Anordnung  an  die  Stelle  der  Kasaner  Nachrichten 
getreten  war,  die  aber,  hauptsächlich  weil  ihr  Inhalt  ganz  den  Mag- 
nizkijschen  Grundsätzen  angepasst  werden  musste,  gar  keinen  Erfolg 
hatte  und  keineswegs  den  Gewinn  abwarf,  den  man  von  ihr  für  die 
Universitätskasse  erhofit  hatte.  1825  wurde  er  Vorsitzender  des  Aus- 
schusses für  den  Bau  der  Universitätsgebäude,  sowie  ständiges  Mitglied 
der  Universitäts Verwaltung.  Es  wird  erzählt,  dass  er,  um  seinen 
Pflichten  als  Vorsitzender  jenes  Ausschusses  genügen  zu  koimen,  sogar 
die  Baukunst  von  Grund  aus  studirte. 

Schon  im  Jahre  1820  war  Lobatschefskij  vom  Kurator  beauf- 
tragt worden,  die  Universitätsbibliothek,  die  sich  damals  in  einem 
geradezu  unglaublichen  Zustande  der  Vernachlässigung  befand,  in  Ord- 
nung zu  bringen,  doch  waren  seine  Bemühungen  vergeblich  geblieben, 
da  der  damalige  Bibliothekar,  der  uns  schon  bekannte  Kondyref, 
ihnen  mit  allen  Mitteln  entgegenarbeitete.  Einer  Kommission,  die  später 
zu  demselben  Zwecke  ernannt  wurde,  gelang  es  ebenso  wenig  auch  nur 
das  Geringste  zu  erreichen.  In  dieser  Noth  wandte  sich  der  Senat  im 
Oktober  1825  abermals  an  Lobatschefskij,  und  der  übernahm  wirk- 
lich neben  seinen  übrigen  Pflichten  auch  noch  das  Amt  des  Universitäts- 
bibliothek ars,  ja  er  verwaltete  dieses  Amt  längere  Zeit  sogar  ganz  allein. 
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Ein  Glück  war  es,  dasa  Lobatscbefskij  m  seinen  Vorlesungen 
und  in  seinen  wissenschaftliehen  Arbeiten  nicht  mit  den  Magnizkij  sehen 
Ansichten  in  Streit  kommen  koiinte,  so  dass  ihm  dabei  keine  Hinder- 
nisse in  den  Weg  gelegt  wurden.  Auch  sonst  scheint  er  niemals  das 
Missfallen  Magnizkijs  erregt  zu  haben,  obwohl  er  nicht  der  Mann 
war,  sich  die  Gunst  seiner  Vorgesetzten  durch  Schmeicheleien  zu  er- 
kaufen. Immerhin  muas  auch  auf  ihm  die  Magnizkijsehe  Verwaltung, 
die  bis  zum  Jahre  182G  dauerte,  schwer  genug  gelastet  haben.  Die 
grosse  Mehrheit  des  Senats  der  Universität  liess  sieb  als  ein  immer 
dienstfertiges  Werkzeug  Magnizkijscher  Willkür  gebrauchen  und  war 
auf  Verlangen  des  Kurators  zu  jeder  Handlung,  auch  zu  ungesetzlichen 
bereit,  Lobatscbefskij  verhielt  sich  bei  solchen  Gelegenheiten 
schweigend  und  unterzeichnete  schweigend  die  gefassten  Beschlüsse. 
Er  mochte  wohl  einseben,  dasa  offener  Widerstand  zu  nichts  führen 
würde,  aber  es  bleibt  immerhin  unverständlich  und  wirft  einen  Schatten 
auf  sein  Bild  als  Menschen,  dass  er  steh  durch  sein  Stillschweigen 
zum  Mitschuldigen  machte.  Doch  wissen  wir  zu  wenig  über  seine 
Beweggründe,  ala  daas  wir  ihn  unbedingt  verurteilen  dürften,  und 
ausserdem  bat  er  die  Schuld,  die  er  auf  sich  geladen  hatte,  redlich 
gebüsst,  denn  für  eine  ganze  Reihe  der  damals  gefassten  Beschlüsse 
wurden  die  Unterzeichner  später,  sogar  noch  im  Jahre  1834,  verant- 
wortlich gemacht  und  sie  mussten  verschiedenen  der  von  Magnizkij 
gemäss  regelten  Professoren  die  Verluste  ersetzen,  die  diese  infolge 
ungesetzlicher  Senatsbe Schlüsse  erlitten  hatten.  Jedenfalls  ist  das  der 
einzige  wirklich  dunkle  Punkt  in  Lobatsehefskijs  Leben  und  ein 
neuer  Beweis  dafür,  dass  die  Verhältnisse  eben  starker  sind  als  die 
Menschen, 


Kapitel  IV. 
Ein  nilgedrucktes  Lelirbucli  der  Geometrie   ans  dem  Jalire  1823. 

Es  ist  wunderbar,  dass  Lobatscbefskij  damals  trotz  seiner  viel- 
seitigen und  angestrengten  Thätigkeit  auch  noch  Zeit  zu  wissenschaft- 
lichen Arbeiten  fand,  doch  ist  wohl  anzunehmen,  dass  er  daa  Bedürf- 
niss  hatte,  sich  auf  diese  Weise  wenigstens  zeitweilig  über  die  Sollen 
des  Tages  und  über  die  unbefriedigenden  Zustände  in  seiner  Um- 
gebung zu  erheben.  Durch  den  Druck  veröffentlicht  hat  er  allerdings 
in  dieser  Zeit  nichts,  doch  war  das  nicht  seine  Schuld. 

Soweit  wir  über  seine  damaligen  Arbeiten  unterrichtet  sind,  waren 
es  wieder  Geometrie  und  Algebra,  mit  denen  er  sieh  beschäftigte. 
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Im  Jahre  1823  sandte  er  an  Magnizkij  nach  Petersburg  elas 
Maiiuscript  eines  Ton  ihm  verfassten  Lehrbuchs  der  Geometrie  und 
bat  den  Kurator,  zu  veranlassen,  dass  tüeaes  auf  Staatskosten  gedruckt 
werde.  Magnizkij  übergab  das  Manuseript  zur  Begutachtung  an 
Nikolaus  Fuss,  der  als  Schüler  und  Mitarbeiter  Eulers  bekannt 
ist  und  der  damals  — ■  er  ist  1826  gestorben  —  ständiger  Sekretär 
der  Petersburger  Akademie  war.  Fuss  sprach  sich  in  seiner  Antwort 
vom  3  August  1H23  höchst  ungünstig  aus  und  meinte:  „Wenn  der 
Verfasser  glaubt,  seine  Schrift  köune  als  Lehrbuch  dienen,  so  zeigt  er 
dadurch,  da'.s  er  von  den  Ansprüchen,  die  man  an  ein  Lehrbuch  stellen 
muss,  keinen  rechten  Begriff  hat,  das  hfiast,  keinen  Begriff  von  der 
Fülle  der  geometnschen  Wahrheiten,  die  den  Inbegriff  eines  Elemeutar- 
kurses  der  Wissenschaft  bilden,  von  der  mathematischen  Methode, 
vou  der  Nothwendigkeit  scharfer  und  deutlicher  Erklärungen  aller 
Begriffe,  von  der  logischen  Ordnung  und  der  methodischeu  Eintheilung 
des  Stoffs,  vou  der  gehörigen  Aufeinanderfolge  der  geometrischen  Wahr- 
heiten, von  der  unerläss liehen  Strenge  und  möglichst  rein  geometrischen 
Fassung  der  Beweise.  Von  allen  diesen  nothwendigen  Eigenschaften 
ist  in  der  G-eometrie,  die  ich  durchgesehen  habe,  auch  nicht  eine  Spur." 
Besonders  empört  war  Fuss  deshalb,  weil  Lobatschefakjj  gewagt 
hatte,  bei  der  Ausmessung  gerader  Linien  das  französische  Meter  als 
Längeneinheit  zu  benutzen  und  bei  der  Winkelmessung  als  Grad  den 
hundertsten  Theil  eines  rechten  Winkels.  In  dem  Abscheu  vor  diesen 
Neuerungen,  die  der  verruchten  französischen  Revolution  entstammten, 
war  Magnizkij  selbst  verstand  Heb  mit  Fuss  einig,  und  vermuthlich 
war  schon  dieses  Vergehen  genügend,  dem  Werke  in  Magnizkijs 
Augen  allen  Werth  zu  nehmen.  Jedenfalls  blieb  es  ungedrucbt,  und 
erst  durch  die  zufällige  Auffindung  der  beiden  zwischen  Magnizkij 
und  Fuss  gewechselten  Briefe  erfuhr  man  vor  einigen  Jahren,  dass 
ein  solches  Manuseript  vorhanden  gewesen  war;  dieses  selbst  aber  war 
verschollen  und  schien  verloren. 

Erfreulicher  Weise  ist  das  doch  nicht  der  Fall.  Im  Fruhj.ihie 
1898  hat  Professor  Sagoskin  in  Kasan  bei  einer  Durchsieht  des 
Archivs  des  Kurators  der  Universität  das  verloren  geglaubte  Manuseript 
entdeckt,  und  durch  briefliche  Mittheilungen  Wasailjefs  bm  ich  in 
den  Stand  gesetzt,  die  beiden  merkwürdigsten  Stellen  daiaus  in  ge- 
treuer Uebersetzung  nach  dem  russischen  Wortlaute  wiedeizugeben 
Allerdings  lässt  sich  aus  diesen  Stellen  nicht  erkennen,  m  wie  weit 
das  von  Fuss  gefällte  Urteil  berechtigt  war  oder  nicht,  abei  das  ist 
auch  weniger  wichtig,  und  wir  können  hier  diese  Frage  einfach  auf 
sich  beruhen  lassen.    Viel  wichtiger  ist  es,  zu  wissen,  welchen  Stund- 
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puiikt  Lobatschefskij  der  Euklidisclien  Parallelentlieonc  gegenüber 
einnahm,  als  er  sein  Lehrbuch  schrieb,  und  darüber  erhalten  wir  in 
der  That  einigen  Aufschluss. 

Die  eine  Stelle  lautet  in  der  üebersetzuug  folgendermassen : 

„Die  Bestimmung  der  unbekannten  Theile  von  Dreiecken  bildet 
den  Gegenstand  der  Trigonometrie,  wir  können  daher  schon  jetzt  vor- 
läufig soviel  feststellen,  dass  die  Aufgaben  der  Trigonometrie  darauf 
hinaus  kommen  müssen,  die  Grösse  dreier  Stücke  eines  Dreiecks  zu 
finden,  sobald  die  drei  andern  gegeben  sind.  Sodann  ist  ersichtlich, 
dass  Dreiecke  nicht  immer  kongruent  sind,  wenn  sie  nur  gleiche  Winkel 
haben,  folglich  kann  auch  die  Trigonometrie  kein  Verfahren  zur  Be- 
stimmung der  Seiten  eines  Dreiecks  liefern,  wenn  nur  dessen  Winkel 
bekannt  sind.  Einige  Mathematiker  haben  die  Unmöglichkeit,  Linien 
mit  Hülfe  von  Winkeln  zu  bestimmen,  als  Grundlage  der  Geometrie 
annehmen  wollen,  aber  diese  Grundlage  ist  ungenügend,  denn  Grossen 
verschiedener  Art  können  sich  in  Äbhiingigkeit  von  einander  befinden." 

Hierauf  folgt  ein  Kapitel  mit  der  Uebersehrift:  „Ueber  die  Mes- 
sung der  Rechtecke",  dessen  Anfang  ebenfalls  von  Interesse  ist: 

„Die  Messung  ebener  Flächeuräume  gründet  sich  darauf,  dass 
zwei  Linien  zusammentreffen,  wenn  sie  auf  einer  dritten  nach  der- 
selben Seite  hin  stehen  und  wenn  die  eine  eine  Senkrechte  ist,  die 
andre  aber  unter  einem  spitzen  Winkel  geneigt  ist,  der  sich  der 
Senkrechten  zuwendet.  Die  Linien  AB  und  CD  müssen  bei  ge- 
nügender Verlängerung  zusammentreffen,  wenn  die  eine  von  ihnen 
AB  auf  BC  senkrecht  steht  und  die  andre  CD  gegen  Bü  unter 
einem  spitzen  Winkel  C  geneigt  ist,  der  sich  der  Senkrechten  AB  zu- 
wendet. Einen  strengen  Beweis  für  diese  Wahrheit  hat  man  bis  jetzt 
nicht  finden  konneu.  Die  Beweise,  die  man  gegeben  hat,  kann  man 
nur  als  Erläuterungen  bezeichnen,  aber  sie  verdienen  nicht  im  vollen 
Sinne  als  mathematische  Beweise  geschätzt  zu  werden." 

Lobatschefskij  theilt  dann  von  diesen  Beweisen  einen  mit,  den 
er  als  den  besten  bezeichnet  und  der  ganz  ähnlich  wie  der  Bertrandsche 
jmf  der  Vergleichung  des  Flächenraums  zwischen  zwei  Lothen  mit 
dem  Flu  eben  räume  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkeis  beruht 
(vgl.  S.  71  ff.  und  S.  315). 

Die  angeführten  Worte  zeigen,  dass  Lobatschefskij  seit  den 
Jahren  1815  und  16  wesentlich  tiefer  in  den  Gegenstand  eingedrungen 
war.  Er  war  sieh  mittlerweile  jedenfalls  darüber  klar  geworden,  dass 
alle  bisherigen  Versuche  das  Parallel enaxiom  zu  beweisen  verfehlt 
waren,  und  dass  insbesondre  die  Annahme,  die  Winkel  eines  Dreiecks 
könnten   nur   von  den  Verhältnissen   der  Seiten   abhängen,  nicht  aber 
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7011  den  absoluten  Längen  der  Seiten,  in  der  Natur  der  Hache  nicht 
begründet  ist.  Dagegen  bleibt  unsicher,  ob  er  1823  wirklich  schon 
im  Besitze  seiner  neuen  Geometrie  war  oder  nicht;  es  erscheint  sogar 
wahrscheinlicher,  dass  er  es  noch  nicht  war,  denn  sonst  hätte  er  sich 
wohl  bestimmter  dahin  ausgesprochen,  dass  der  Satz  über  das  'Lw- 
sammentreffen  der  beiden  Linien  AB  und  CD  überhaupt  unheweishai 
sei.  Dafür,  dass  er  damals  sein  System  der  Geometrie  noch  nichl 
vollständig  entwickelt  hatte,  spricht  überdies  auch  ein  andrer  Ui 
stand.  Wie  mir  nämlich  Wassiljef  auf  eine  Anfrage  mitgetheilt  hi 
erklärt  Lobatschefskij  in  jenem  Manuscripte  die  Ebene  ganz  und 
gar  in  der  Euklidischen  Weise,  während  er  in  seinen  spätem  Schriften 
Ebene  und  gerade  Linie  auf  den  BegriiF  der  Kugelfläche  zurückführt 
und  auf  diese  Zurückführung  ausdrücklich  grosses  Gewicht  legt  (vgl. 
S.  6£F.,  80f.  und  93ff.),  Wie  dem  auch  sei,  als  er  jenes  Lehrbuch 
schrieb,  rauss  er  der  Erkenntniss  der  vollen  Wahrheit  über  die  Pa- 
rallelen theo  rie  schon  sehr  nahe  gewesen  sein. 

Durch  den  Misserfolg  mit  seinem  Lehrbuche  der  Geometrie  Hess 
sich  Lobatschefskij  übrigens  nicht  von  derartigen  Arbeiten  ab- 
sehrecken, vielmehr  schrieb  er  jetzt  ein  Lehrbuch  der  Algebra  zum  Ge- 
brauche in  Gymnasien.  Im  Jahre  1825  legte  er  dieses  der  physiko- 
mathematischen  Äbtheilung  vor,  und  auf  Grund  von  deren  Gutachten 
besehloss  der  Senat  der  Universität,  beim  Kurator  zu  beantragen,  dass 
das  Buch  auf  Staatskosten  gedruckt  und  in  den  Gymnasien  eingeführt 
werde.  Da  aber  ein  Jahr  verging,  ohne  dass  dieser  Besihluss  aus- 
geführt wurde,  so  erbat  sich  Lobatschefskij  schliesslich  m  einem 
au  den  Senat  gerichteten  Schreiben  sein  Manuscript  zuruclv,  mdem  er 
dabei  aussprach,  „er  bedaure  die  unnütze  Arbeit,  die  er  sich  gemacht 
habe,  um  den  Anforderungen  der  Behörde  zu  genügen"  Erst  viel 
später  wurde  das  Buch  doch  noch  gedruckt:  es  erschien  1833  in  Kasan 
unter  dem  Titel:  „Algebra  oder  die  Rechnung  mit  endlichen  Grössen" 
(vgl.  S.  318,  Z.  18  if.). 


Kapitel  V. 

Magnlzkijg  Sturz.   Lobatschefski.j  legt  der  pliysiko-matliematischen 

Abtlieilnng  seine  neue  treometrle  vor. 

Das  Jahr  1825  war  das  letzte  der  Magnizkij sehen  Willkür- 
herrschaft.  Einen  Wechsel  in  der  Leitung  des  Unterrichtsministeriums 
hatte  Magnizkij  allerdings  noch  überdauert,  aber  er  mochte  sich  bei 
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dem  neuen,  freieren  Geiste,  der  jetzt  im  Ministerium  wehte,  nicht  loehr 
sicher  fühlen;  auaserdem  liefen  nunmehr  in  Petersburg  auch  Klagen 
ein  über  die  Ordnung  der  Dinge,  die  Magnizkij  in  Kasan  einj^eführt 
hatte,  und  diese  Klagen  fanden  bei  dem  neueu  Minister  (iebÖr.  Die 
Folge  war,  dass  Kaiser  Nikolaus  im  Januar  1826,  kurz  nach  seiner 
Thronbesteigung,  eine  erneute  Revision  der  Universitiit  Kasan  befahl 
und  mit  der  Ausführung  der  Revision  den  Generalmajor  Sheltiichiii 
beauftragte,  dem  als  sachverständiger  Beiiath  ein  Beamter  des  Kultus- 
ministeriums, Namens  Jesipof,  beigegeben  wurde. 

Das  Ergebniss  dieser  zweiten  Revision  fiel  für  Magnizkij  ao 
ungünstig  aus,  dass  er  abgesetzt  und  in  Reval  inteniirt  wurde;  die 
übertriebenen  Vorschriften,  durch  die  er  die  Freiheit  der  Studenten 
in  so  unerhörter  Weise  beschränkt  hatte,  wurden  aufgehoben,  und  am 
24.  Februar  (8.  März)  1827  erhielt  der  Lehrbezirk  Kasan  in  Mussin- 
Puschkin  einen  Maim  zum  Kurator,  der  wirkliches  Verstiindniss  für 
die  Aufgaben  einer  Universität  besass  und  der  auf  alle  Weise  und 
mit  dem  besten  Erfolge  bestrebt  war,  die  Wunden  zu  heilen,  die 
Magnizkijs  Miaswirthachaft  der  Kasaiier  Hochschule  geschlagen  hatte. 

Lobatschefskij  muss  sich  nach  der  Abfassung  des  vorhin  er- 
wähnten Lehrbuchs  der  Geometrie  fortgesetzt  ernstlich  mit  den  An- 
fangsgründen der  Geometrie  beschilftigt  haben,  doch  mochte  er  wohl, 
solange  Magnizkij  noch  am  Ruder  war,  nicht  geneigt  sein,  mit 
seinen  Ergebnissen  hervorzutreten.  Es  dürfte  daher,  wie  schon  Wassiljef 
bemerkt  hat,  kein  zufälliges  Zus am meu treffen  sein,  dass  Sheltuchin 
die  Revision  der  Universität  am  8.  (20.)  Februar  1820  begann  und 
dass  nur  wenige  Tage  später,  am  12.  (24.)  Februar  1826,  Loba- 
tschefskij der  physiko- mathematischen  Abtheilung  eine  Arbeit  vor- 
legte, in  der  er  den  zwei  tau  send  jähr  igen  Streit  über  das  Euklidische 
Parallel enaxiom  zum  Austrage  gebracht  hatte. 

Leider  kennen  wir  von  dieser  Arbeit  selbst  nur  den  Titel:  „Ex- 
position suceincte  des  principes  de  la  geometrie  avec  une  deraonstration 
rigoureuse  du  theoreme  des  paralleles",  gedruckt  worden  ist  sie  nie- 
mals, und  das  Manuscript  muss  vorläufig  als  verloren  gelten,  weini 
nicht  ein  gütiges  Geschick  es  doch  wieder  ans  Tageslicht  bringt.  Zum 
Glück  sind  wir  dagegen  über  den  Inhalt  der  Arbeit  vollkommen  ge- 
nügend unterrichtet;  denn  die  182i>  und  30  im  Kasaner  Bot«n  er- 
schienene Abhandlung  „Ueber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie"  (hier 
S.  1 — 66)  bezeichnet  Lobatschefskij  selbst  als  einen  Auszug  aus 
der  Arbeit  von  1826  und  er  erklärt  ausdrüctlieli,  dass  er  die  Glei- 
chungen für  das  geradlinige  Dreieck  (S.  21,  Gl.  (17))  und  Alles  darauf 
folgende,   also  hier  S.  21 — 66,   schon   in   der  „Exposition"  mitgetheilt 
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habe  (ygl.  S.  247,  Z.  5 — 1  v.  u.).  Ausserdem  ist  uuh  siucli  noch  in 
den  „Neuen  Anfangsgründen  der  Geometrie",  die  erst  in  den  dreissiger 
Jahren  gedruckt  worden  sind,  ein  Bruchstück  aus  der  „Exposition" 
erhalten  (s,  S.  214—218,  vgl.  auch  S.  341,  Z.  9ä.), 

Allerdings  bleibt  hierbei  immer  noch  eine  kleine  Unklarheit  zurück. 
Man  sieht  nämhch  nicht  recht  ein,  was  Lohatachefskij  eigentlich 
mit  dem  Zusatzn  „avec  une  demonstration  rigoureuse  du  theoreme 
des  paralleles"  gemeint  hat;  wenigstens  findet  sich  in  seinen  spätem 
gedruckten  Schriften  keine  Stelle,  aus  der  man  mit  Sicherheit  auf  die 
Bedeutung  dieses  Zusatzes  schliessen  könnte.  An  einen  vermeintlich 
mathematisch  strengen  Beweis  des  Euklidischen  ParaUelenasioms  zu 
denken,  ist  ausgeschlossen,  wenn  man  nicht  das  eigene  Zeugniss 
Lobatschefskijs  über  das  Verhältniss  zwischen  der  „Exposition" 
inid  der  1829  und  30  im  Kasaner  Boten  gedruckten  Arbeit  anzweifeln 
will,  wozu  nicht  der  geringste  Grund  vorliegt.  Nur  vermuthen  kann 
man,  er  habe  mit  diesem  Zusätze  die  hier  auf  S.  22 — 24  wieder- 
gegebenen Betrachtungen  gemeint,  durch  die  gezeigt  wird,  dass  in 
unserm  liaume  die  Euklidische  Geometrie  so  genau  richtig  ist,  dass 
man  nicht  hoffen  darf,  jemals  auf  eine  merkhche  Abweichung  von  ihr 
zu  atossen. 

Wie  dem  auch  sein  mag,  wir  dürfen  wohl,  ohne  einen  Irrthum 
befürchten  zu  müssen,  sagen,  dass  in  der  „Exposition  succincte"  Folgen- 
des geleistet  war:  Lobatschefskij  sprach  es  klipp  und  klar  aus, 
dass  das  Euklidische  Parallelenaxiom  niemals  werde  bewiesen  werden 
können,  weil  es  eben  unbeweisbar  sei.  Er  zeigte,  dass  es  eine  in  sich 
widerspruchsfreie  Geometrie  giebt,  die  dieses  Axioms  gar  nicht  bedarf, 
in  der  mithin  die  Winkelsumme  des  geradlinigen  Dreiecks  von  zwei 
Rechten  verschieden  ist  und  zwar  kleiner  als  zwei  liechte.  Er  liatte 
diese  Geometrie,  für  die  er  in  dem  später  veröffentlichten  Auszuge  aus 
der  „Exposition"  den  Namen:  Imaginäre  Geometrie  vorschlagt,  so 
weit  entwickelt,  dass  alle  ihre  Aufgaben  auch  rein  analytisch  behandelt 
werden  konnten,  hatte  die  allgemeinen  Regeln  zur  Berechnung  von 
Bogenlängen,  Flächenräumen  und  Rauminhalten  aufgestellt  und  die 
wichtigsten  Aufgaben  dieser  Art  gelöst.  Auch  hatte  er  sicher  schon 
damals  bemerkt,  dass  die  Gleichungen,  die  zwischeii  den  Seiten  und 
Winkeln  eines  geradlinigen  Dreiecks  der  neuen  Geometrie  bestehen, 
sich  aus  den  Gleichungen  für  ein  sphärisches  Dreieck  ergeben,  wenn 
man  dessen  Seiten  rein  imaginäre  Werthe  ertheilt. 

Ein  solches  Werk  konnte  auch  ein  Mann  wie  Lobatschefskij 
nicht  im  Laufe  einiger  Monate  oder  gar  Wochen  vollbracht  haben. 
Noch  heute  hat  jeder,  der  sich  in  die  von  Lobatschefskij  geschaffene 
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Crsümetrie  einarbeitet,  gewisse  Schwierigkeiten  zu  überwinden:  er  muss 
viele  alte,  gewohnte  Vorstellungen,  die  er  aus  der  Euklidischen  Geo- 
metrie mitbringt,  über  Bord  werfen,  einige  Zeit  lang  ist  er  stets  in 
Gefahr  rückfällig  zu  werden  und  glaubt  in  der  nenen  Geometrie 
Widersprüche  zu  finden,  die  in  Wahrheit  nicht  vorhanden  sind  und 
die  sich  bei  näherm  Zusehen  in  Nichts  auflösen.  Auf  wie  viel  grössere 
Schwierigkeiten  musste  Lobatschefskij  stossen,  der  ganz  auf  sich 
selbst  angewiesen  war  und  sich  überhaupt  erst  Bahn  zu  brechen  hatte. 
Mochte  ihm  auch  die  Möglichkeit  der  neuen  Geometrie  in  einem 
günstigen  Äugenblicke  wie  durch  eine  plötzliche  Eingebung  aufgegangen 
sein  —  diese  Erkenntnisa  gegen  jeden  Zweifel  sicher  zu  stellen,  sie 
zu  einem  Systeme  von  solcher  Vollkommenheit  auszubauen,  wie  es 
jetzt  vorlag,  das  musste  noch  viel  saure  Mühe,  viel  angestrengtes 
ts'achdenken  gekostet  haben.  Wir  dürfen  daher  wohl  annehmen,  das« 
die  im  Februar  1826  vorgelegte  Abhandlung  die  Frucht  mehrjähriger 
Arbeit  war.  Da  nun  Lobatschefskij  bis  zum  Jahre  1823  allem 
Anscheine  nach  die  Lösung  des  Kiithsela  noch  nicht  oder  wenigstens 
noch  nicht  vollständig  gefunden  halte,  so  werden  es  die  drei  Jahre 
1823,  24  und  25  gewesen  sein,  die  diese  Frucht  gereift  haben.  Er- 
innern wir  uns  dazu,  welche  umfassende,  vielseitig  angespannte  Thätig- 
keit  Lobatschefskij  während  dieser  Zeit  noch  ausserdem  entfaltet 
hat,  so  werden  wir  ihm  uusre  Bewunderung  nicht  versagen  können. 


Kapitel  VI. 

Die  Entdecker  der  nichtenklidisclien  Geometrie:  (Sanss,  Scliweikart, 

Taurinns,  Lobatscliefskij,  J.  Bolyai. 

Wir  haben  jetzt  Lobatschefskij  bis  an  den  Zeitpunkt  begleitet, 
der  in  der  Geschichte  seines  Lebens  und  namentlich  in  der  seiner 
wissenschaftlichen  Thätigkeit  stets  an  erster  Stelle  genannt  werden 
wird.  Die  Entdeckung,  mit  der  Lobatschefskijs  Name  auf  alle 
Zeiten  unzertrennlich  verknüpft  bleibt,  ist  gemacht,  eine  neue,  vom 
Parallelenaxiome  unabhängige  Geometrie  ist  geschaffen,  in  der  die 
Eulilidische  Geometrie  als  ein  besondrer  Fall  enthalten  ist.  Loba- 
tschefskij hat  auch  in  der  Folge  diese  Leistung  nicht  mehr  überboten 
und  widmete  seine  spätem  wissenschaftlichen  Arbeiten  zum  weitaus 
grösateii  Theile  der  Aufgabe,  einerseits  die  gewonnenen  Ergebnisse 
noch  weiter  zu  vertiefen   und   sie  nach  Möglichkeit  für  die   Analysis 
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nutzbar  zu  machen,  andrerseits  iiuf  Grund  der  gewoimenen  Erkennt- 
iiiss  ein  zusammenhängendes  Lehrgebiiude  der  Geometrie  von  den  ersten 
Anfängen  an  zu  errichten. 

Unter  diesen  ümstUnden  scheint  es  angemessen,  die  Schilderung 
seines  Lebensgangea  zu  unterbrechen  und  Izuniichst  festzustellen,  in 
welchem  Zusammenhange  seine  Entdeckung  mit  den  Versuchen  steht, 
die  Tor  ihm  und  gleichzeitig  mit  ihm  gemacht  worden  sind,  die  Pa- 
rallelentheorie ins  Reine  zu  bringen  und  den  Stein  des  Anstosses  zu 
beseitigen,  den  man  von  Alters  her  in  dem  Euklidischen  Parallelen- 
axiome erblickt  hat.  Darauf  näher  einzugehen  ist  um  so  mehr  ge- 
boten, als  auch  hier  die  merkwürdige  Erscheinung  wiederkehrt,  die 
in  der  Geschichte  der  Mathematik  mehrfach  zu  beobachten  ist,  das.s 
nämlich  dieselbe  wichtige  Entdeckung  nahezu  gleichzeitig  von  ver- 
schiedenen Männern  an  räumlich  weit  auseinanderliegenden  Orten  ge- 
macht wird;  diese  Erscheinung  wiederholt  sich  hier  sogar  in  ganz 
besonders  auffallendem  Masse. 

Schon  ungefähr  ein  Jahrzehnt  vor  Lobatschefskij  war  Gauss 
nach  langjährigen  Bemühungen  zu  der  Üeberzeugung  gekommen,  dass 
eine  vom  Parallel enaslome  unabhängige  Geometrie  möglich  sei,  die 
er  in  vertrauliehen  Mittheilungen  als  die  Anti-Euklidische  oder 
Nicht-Euklidische  bezeichnete.  Wie  er  später  in  einem  Briefe  aus 
dem  Jahre  1824  schreibt,  hatte  er  diese  Geometrie,  die  mit  der  von 
Lobatschefskij  gefundenen  vollkommen  übereinstimmt ,  „für  sich 
selbst  ganz  befriedigend  ausgebildet,  so  dass  er  jede  Aufgabe  in  der- 
selben auflosen  konnte  mit  Ausnahme  der  Bestimmung  einer  Oonstante, 
die  sich  a  priori  nicht  ausmitteln  lässt".  Er  selber  hat  freilich 
niemals  etwas  darüber  veröffentlicht,  ja  nicht  einmal  seine  Unter- 
suchungen im  Zusammenhange  aufgeschrieben.  Mehrere  Jahre  nach 
seinem  Tode  hat  die  mathematische  Welt  überhaupt  erst  erfahren,  dass 
er  sich  mit  solchen  Ideen  getragen  hat,  und  erst  in  allerneueater 
Zeit  hat  sich  das  Dunkel,  das  bisher  über  der  Entwickelung  seiner 
Ideen  lag,  wenigstens  einigermassen  gelichtet,  namentlich  weil  endlich 
sein  handschriftlicher  Nachlaaa  zugänglich  geworden  ist. 

Unabhängig  von  Gauss  und  ebenfalls  eine  ganze  Reihe  von 
Jahren  vor  Lobatschefskij  hat  Sehweikart,  damals  Professor 
der  Jurisprudenz  in  Charkof,  später  in  Marburg,  das  Bestehen  einer 
Geometrie  erkannt,  in  der  die  Winkelsumme  kleiner  ist  als  zwei  Rechte, 
nachdem  er  früher,  1807,  selbst  in  einejn  Scbriftchen  über  die  Theorie 
der  Parallel linien  einen  missglückten  Versuch  gemacht  hatte,  das  Pa- 
rallelenasiom  zu  beweisen.  Er  nannte  seine  neue  Geometrie  Astral- 
geometrie,  weil  sie,   wenn   der  Kaum,   in   dem   wir  leben,   wirklich 
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ihren  Gesetzen  gehorcht,  erst  bei  Dreiecken  merkbar  werden  kann,  die 
sich  bis  zn  den  nächsten  Fixsternen  erstrecken;  doch  hat  er  ebenso- 
wenig wie  Gauss  etwas  darüber  veroffentHcht. 

Von  diesem  Schweikart  angeregt  und  überdies  auch  durch 
Gauss  beeinflusst,  hat  dann  Taurinus,  ein  Neffe  Schweikarts, 
sich  eifrig  mit  der  Parallelentheorie  beschUftigt  und  ist  auch  seiner- 
seits zu  der  von  Gauss  so  genannten  nichteuklidischeii  Geometrie 
gelangt;  er  bemerkte  nämlich,  dass  die  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  auch  dann  noch  in  reeller  Gestalt  geschrieben  werden 
können,  wenn  jnan  den  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  rein  imaginäre 
Werthe  ertheiSt,  und  dass  die  so  entstandenen  Formeln  die  Beziehungen 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Dreiecks  darstellen,  dessen 
Winkelsumme  kleiner  als  zwei  Rechte  ist.  Er  hat  diese  Betrachtungen 
1826  auf  den  letzten  elf  Seiten  seiner  „Geometriae  prima  Elementa" 
veröffentlicht  mid  dabei  auch  eine  ganze  Anzahl  von  Aufgaben  aus 
der  neuen  Geometrie,  die  er  „logarithmisch- sphärische"  nannte,  gelöst. 
Seine  „Elementa"  sind,  soweit  wir  wissen,  das  erste  gedruckte  Buch, 
in  dem  die  trigonometrischen  Formeln  der  nichteuklidischen  Geometrie 
angegeben  und  auf  die  Lösung  von  Aufgaben,  wie  die  Berechnung  des 
Kreisumfangs  und  des  Kreisinhalts  angewendet  sind.  In  Bezug  auf 
die  Veröffentlichung  hat  Taurinus  auch  vor  Lobatsehefskij  die 
IMoritäfc,  denn  dieser  hat  zwar  seine  „Exposition"  in  demselben  Jahre 
1S26  der  physiko-mathematischeu  Abtheilung  der  Kasaner  Universität 
vorgelegt,  aber  man  kann  das  doch  kaum  eine  Veröffentlichung  nennen, 
und  gedruckt  wurden  seine  Untersuchungeu  erst  mehrere  Jahre  später, 
1829  und  30.  Dagegen  kann  man  allerdings  Taurinus  deswegen 
nicht  auf  eine  Linie  mit  Lobatsehefskij  stellen,  weil  er  im  Grvinde 
seines  Herzens  immer  noch  an  die  unbedingte  Wahrheit  der  Euklidischen 
Geometrie  glaubte  und  der  Meinung  war,  deren  alleinige  Richtigkeit 
lasse  sich  doch  noch  irgendwie  beweisen.  Das  kommt  namentlich 
darin  zum  Ausdruck,  dass  er  einzig  und  allein  die  Euklidische  Geo- 
metrie als  eine  ebene  Geometrie  gelten  lassen  wollte,  die  als  eben 
zwischen  den  beiden  andern,  der  1  o gar ithmi seh- sphärischen  und  der 
sphärischen,  in  der  Mitte  stehe.  Ausserdem  ist  Taurinus  selbst  nie- 
mals wieder  öffentlich  auf  die  Frage  zurückgekommen,  weil  sein  Buch 
nicht  die  geringste  Beachtung  fand;  er  hat  infolgedessen  auf  seine 
Zeitgenossen  gar  keine  Wirkung  ausgeübt  und  war  vollständig  ver- 
gessen, bis  fast  sechs  Jahrzehnte  später  Stäckel  sein  Buch  entdeckte. 

Zu  den  schon  genannten  Männern  kommt  endlich  noch  Johann 
Boljai  hinzu,  ein  Ungar,  dessen  Vater  Wolfgang  Bolyai  einst  mit 
Gauss  zusammen  in  Göttingen  studirt  hatte.   Dieser  hat  in  denselben 
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Jahren,  in  denen  Lobatscliefskij  die  Lösung  der  Parallelen  frage 
fand,  auch  seinerseits  die  ün  beweishark  ei  fc  des  Euklidischen  Parallelen- 
axioms erkannt  und  die  neue  Geometrie  systematisch  entwickelt.  Er 
sagt  seihst,  dass  er  schon  im  Jalire  1823  das  Problem  dem  Wesen 
nach  durchdrungen  und  dass  er  1825  einem  seiner  früheren  Lehrer 
einen  handschriftlichen  Aufsatz  über  den  Gegenstand  mitgetheilt  habe. 
Es  ist  also  sehr  wahrscheinlich,  dass  Lobatschefskij  und  J.  Bolyai 
fast  genau  zu  gleicher  Zeit  die  nichtenklidiscbe  Geometrie  entdeckt 
und  vollständig  ausgebildet  haben.  Freilich  hat  hier  Lobatschefskij 
die  Priorität  der  Veröffentlichung  für  sich,  denn  J.  Boiyais  Dar- 
stellung der  nicht  euklidischen  Geometrie,  der  berühmte  Appendix  zu 
dena  Tentamen  seines  Vaters,  ist  erst  1831  gedruckt  und  1832  mit 
dem  ersten  Baude  des  Teutaraens  erschienen. 

Es  ist  gewiss  höchst  merkwürdig,  dass  in  der  damaligen  Zeit 
die  zwei  Jahrtausende  alte  Frage  der  Parallelentheorie  gleich  von  so 
vielen  verschiedenen  Seiten  her  Beantwortung  gefunden  hat;  doch 
verliert  diese  Thatsache  viel  von  ihrem  ü  eberraschen  den,  wenn  man 
bedenkt,  dass  seit  Euklids  Zeiten  diese  Frage  eigentlich  niemals  von 
der  Tagesordnung  verschwunden  war. 

Wie  viele  Mathematiker  haben  sich  nicht  in  diesen  zweitausend 
Jahren  mit  der  Parallelentheorie  abgequält.  Schon  lange  vor  Gauss 
war  sich  ja  eigentlich  jeder  Mathematiker  darüber  klar:  hier  ist  etwas 
nicht  in  Ordnung,  hier  ist  das  sonst  so  vollkommene  Gebäude  der 
Euklidischen  Geometrie  nicht  so  fest  gegründet  wie  in  seinen  übrigen 
Theilen.  In  fast  jedem  Lehrbuche  der  Geometrie  stand  zu  lesen: 
Euklids  Parallelen  theo  rie  ist  richtig,  kein  Zweifel,  aber  eine  Schwie- 
rigkeit steckt  darin,  und  dann  hiess  es  entweder:  erst  der  Verfasser 
hat  diese  Schwierigkeit  glücklich  gehoben,  oder:  die  Losung  dieser 
Schwierigkeit  ist  noch  von  der  Zukunft  zu  erhoffen. 

Andrerseits  hatte  bereits  das  achtzehnte  Jahrhundert  zwei  MiVnner 
hervorgebracht,  die  der  Lösung  des  Räthsels  ausserordentlich  n:ihe  ge- 
kommen waren.  Saccheri  hatte  schon  1733  in  seinem  „Euclides  ab 
omni  naevo  vindieatus"  mit  grossem  Scharfsinne  die  I'olgen  untersucht, 
die  sich  ergeben,  wenn  man  das  Euklidische  Parallelenaxiom  fallen 
lässt,  und  nur  der  unbegreiflichen  Gewalt,  die  Euklids  Autorität 
über  ihn  wie  Über  alle  andern  ausübte,  ist  es  zuzuschreiben,  dass 
Saecheri  schliesshch  seine  eigene  Schöpfung,  die  Änfiinge  einer  vom 
Parallelenaxiom  unabhängigen  Geometrie ,  wieder  verleugnete  und 
glaubte,  das  Parallelenaxiom  beweisen  zu  können.  Dreiunddreissig 
Jahre  später  hatte  sich  dann  Lambert  ebenfalls  die  Frage  vorgelegt, 
weiche  Schlüsse  man  aus  der  Annahme  ziehen  könne,   da.'i  Parallelen- 
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axiom  sei  unrichtig,  und  er  war  ausser  andern  schönen  Ergebnissen 
insbesondre  zu  dem  Satze  gelangt,  dass  daim  eine  absolute  Längeneinheit 
vorhanden  sei,  und  hatte  sogar  den  kühnen  Gedanken  ausgesprochen, 
die  Geometrie,  bei  der  die  Winkelsuiiime  im  Dreiecke  kleiner  als  zwei 
Rechte  ist,  sei  mögiicberweise  auf  einer  imaginären  Kugel  verwirklicht, 
geradeso  wie  die  sphärische  Geometrie  den  Fall  verwirklieht,  dass  die 
VVinkelsumme  grösser  ist  als  zwei  Hechte.  Zwar  hatte  auch  Lambert 
schliesslich  die  alleinige  Richtigkeit  der  Euklidischen  Geometrie  auf- 
recht erhalten  wollen,  aber  er  war  doch  allem  Anscheine  nach  von 
seinem  Beweis  versuche  nicht  recht  befriedigt,  wenigstens  hat  er  seine 
„Theorie  der  Parallellinien"  nicht  selbst  veröffentlicht ;  erst  nach  seinem 
Tode  wurde  sie  17K6  durch  J.  BernouUi  herausgegeben. 

Allerdings  müssen  wir  gleich  hinzufügen,  dass  Saecheris  und 
Lamberts  Arbeiten  sehr  bald  in  Vergessenheit  geriethen  und  erst 
vor  wenigen  Jahren  wieder  entdeckt  worden  sind,  sie  scheinen  daher 
auf  keinen  der  späte  rn  Entdecker  der  nicht  euklidischen  Geometrie 
Einfiusa  ausgeübt  zu  haben.  Höchstens  bei  Gauss  ist  es  nicht  ganz 
ausgeschlossen,  dass  er  das  Buch  von  Saccheri  oder  wenigstens  die 
Abhandlung  von  Lambert  gekannt  hat,  doch  wisseu  wir  darüber  gar 
nichts.  Taurinus  hatte  zwar  aus  Camerers  Ausgabe  der  Euklidischen 
Elemente  ersehen,  dass  Saccheri  und  Lambert  Untersuchungen  über 
die  Parallelen  theo  rie  augestellt  hatten,  aber  dieae  Untersuchungen 
selbst  kannte  er  jedenfalls  zu  der  Zeit  nicht,  wo  er  seine  „Geometriae 
prima  Elementa"  schrieb;  ähnlich  wird  es  sieh  mit  Schweikart  ver- 
halten haben.  Lobatschefskij  und  J.  Bolyai  endlich  haben  Sac- 
cheri scbwei'licb  jemals  auch  nur  dem  Namen  nach  gekannt,  und 
von  Lamberts  Parallelen theorie  haben  sie  vermuthlieh  ebensowenig 
etwas  erfahren. 

Aber  wenn  auch  Saecheris  und  Lamberts  Leistungen  in  Ver- 
gessenheit gerathen  waren  und  infolgedessen  auf  die  scbliessliche  Ent- 
deckung der  nichteuklidischen  Geometrie  ohne  Eintiuss  blieben  —  die 
Schwierigkeit  m  der  Parallelen theoi'ie  war  und  blieb  doch  die  Frage, 
die  mehr  als  alle  andern  die  Mathematiker  fesselte  und  die  jahraus 
jahrein  Bücher  und  Abhandlungen  mit  neuen  Versuchen  zu  ihrer  Be- 
antwortung hervorrief.  Als  nun  die  Lösung  der  Schwierigkeit  endlich 
gefunden  wurde,  als  aber  der  Entdecker,  Gauss,  seine  Lösung  für 
sich  behielt,  ist  es  da  ein  so  grosses  Wunder,  dass  dem  ersten  Ent- 
decker bald  andre  folgten?  Müssen  diese,  weil  sie  nach  Gauss  kamen, 
durchaus  von  ihm  abhängig  sein? 

Von  Schweikart  ist  es  wohl  unbestreitbar  und  auch  unbestritten, 
dass   er   ganz  selbständig,   unabhängig  von  Gauss   auf  die  Idee  einer 
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vom  Parallele  ax  om  unibh  n^  ^eu  (.  eometrie  gekommen  ist,  Tau- 
rinus  hatte  illerlu^  1  rcl  e  uen  B  lef  von  Gauss  erfahren,  dass 
dieser  eine  sol  he  Ceometr  e  1  esass  und  er  war  überdies  von  seinem 
Oheim  Sehwe  kart  larauf  h  gew  e  en  worden;  aber  den  genialen 
Gedanken,  dee  Ceometr  e  mt  e  nem  Schlage  aus  der  sphUrisehen 
abzuleiten,  hat  er  offenl  a    ^a  z  selbitandig  gefasat. 

Wie  steht  e  nun  alei  m  t  Lobatsehefskij  und  J.  Bolyai? 
Dass  sie  vo  enanJer  alhangg  va  en,  ist  klar.  Lobatsehefskij 
hat  vermithl  h  uberhi  pt  n  emals  etwas  von  dem  Vorhaudensein 
dieses  Nebenbuhlers  gehört,  uml  J.  Bolyai  hat  erst  viele  Jahre  später 
wenigstens  Einiges  von  Lobatschefskijs  Arbeiten  kennen  gelernt 
und,  wie  sein  handschriftlicher  Nachlass  zeigt,  mit  kritischem  Blicke 
gelesen.  Beziehungen  zu  Schweikart  und  Taurinus  sind  bei  beiden 
ausgeschlossen.  Dagegen  sind  allerdings  Umstände  vorhanden,  die  der 
Vermuthmig,  Gauss  habe  die  Untersuchungen  von  Lobatsehefskij 
und  J.  Bolyai  wenigstens  mittelbar  veranlasst,  einen  gewissen  Sehein 
von  Berechtigung  geben:  war  doch  Lobatschefskijs  Lehrer,  Bartels, 
mit  Gauss  befreundet,  und  war  doch  J  Bolyais  Vater,  Wolfgang, 
ein  alter  Studienfreund  von  Gauss  Sehen  wir  zu,  ob  sich  diese 
Vermuthung,  die  von  verschiedenen  Seiten  ausgesprochen  worden  ist, 
bei  näherer  Betrachtung  der  Veihaltmt.se  bestätigt;  doch  müssen  wir 
uns  hier  in  der  Hauptsache  auf  die  Beleuchtung  des  vermutheten  Zu- 
sammenhaiigs  zwischen  Gauss  und  Lobat'ichefskij  beschränken. 

Wir  haben  gesehen,  dass  Lobatsehefskij,  als  er  in  den  Jahren 
1815  und  IG  über  Geometrie  vortrug,  noch  ganz  auf  dem  Boden 
Euklids  stand  und  verschiedene  Versuche  zum  Beweise  des  Paralleleu- 
asioms  machte,  jedenfalls  aber  keine  Zweifel  an  dessen  Richtigkeit 
äusserte;  dass  er  femer  1823  zwar  die  bisherigen  Beweisv ersuche  als 
verfehlt  erkannt  hatte,  aber  doch  allem  Anscheine  nach  seine  neue 
Geometrie  noch  nicht  besass,  wenn  er  ihr  auch  sehr  nahe  sein  mochte. 
Also  Lobatsehefskij  war  keineswegs  beim  ersten  Anlaufe  über  die 
Schwierigkeit  Herr  geworden,  sondern  es  dauerte  noch  geraume  Zeit, 
gegen  acht  Jahre,  bis  er  den  Gordischen  Knoten,  den  niemand  losen 
konnte,  zerhieb,  indem  er  zeigte,  dass  das  Euklidische  Parallelen axiora 
zum  Aufbaue  der  Geometrie  gar  nicht  nöthig  ist. 

Andrerseits  waren  Bartels  und  Gauss  blos  bis  zum  Jahre  1807 
zusammen  und  haben  einander  niemals  wieder  gesehen,  und  Bartels 
hatte  zwar  noch  im  Jahre  1808  in  Kasan  einen  Brief  von  Gauss  er- 
halten, seitdem  aber  bis  1821,  wo  er  bereits  in  Dorpat  war,  keinen 
wieder,  und  auch  der  Brief  von  1808  enthielt  aller  Wahrscheinlichkeit 
nach    nur    freundschaftliche    Mittheilungeu,     nichts     Mathematisches. 
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Wollen  wir  daher  wissen,  was  Lobatschefskij  etwa  durch  Bartels 
über  die  Ideen  von  Gauss  erfahren  haben  kann,  so  brauchen  wir  nicht 
weiter  als  bis  zum  Jahre  1807,  allerLöchstens  bis  18U8  zu  gehen; 
nur  was  Gauss  bis  dahin  erkannt  hatte,  bann  für  uns  in  Betracht 
kommen.  Zum  Glücke  wissen  wir  darüber  wenigstens  einigermassen 
Bescheid. 

Gauss  hatte  schon  in  den  neunziger  Jahren  des  achtzehnten 
Jahrhunderts  angefangen,  sich  mit  den  Grundlagen  der  Geometrie  zu 
beschäftigen.     Ueber  die  Zeit  bis   1808  steht  Folgendes  fest: 

Am  16.  December  1799  schreibt  er  an  seinen  Studienfreund 
Wolfgang  Bolyai:  „Ich  selbst  bin  in  meinen  Arbeiten  darüber  [über 
die  ersten  Gründe  der  Geometrie]  weit  vorgerückt,  . .  . ;  allein  der 
Weg,  den  ich  eingeschlagen  habe,  führt  nicht  so  wol  zu  dem  Ziele 
das  man  wünscht  ...  als  vielmehr  dahin,  die  Wahrheit  der  Geometrie 
zweifelhaft  zu  machen."  Ausserdem  sagt  er,  dass  er  die  ganze  Geo- 
metrie —  gemeint  ist  natürlich  die  Euklidische  —  streng  beweisen 
könne,  sobald  sich  beweisen  lasse,  dass  es  für  den  Flächeninhalt  eines 
geradlinigen  Dreiecks  keine  endliche  obere  Grunze  gebe;  solcher  Sätze 
habe  er  mehrere.  Hier  ist  er  also  ganz  nahe  daran,  an  der  Richtig- 
keit der  Geometrie,  das  heisst,  des  Euklidischen  Parallelenaxioms 
zweifelhaft  zu  werden. 

Ein  fünfjähriger  Zwischenraum  Hegt  zwischen  dieser  Aeusserung 
und  der  nächsten,  die  abermals  in  einem  Briefe  an  W.  Bolyai  ent- 
halten ist.  In  diesem  vom  25.  November  1804  stammenden  Briefe 
spricht  er  von  einer  „Gruppe  von  Klippen",  an  denen  seine  Versuclie 
bisher  gescheitert  seien,  und  fügt  hinan:  „Ich  habe  zwar  noch  immer 
die  Hofnung,  dass  jene  Klippen  einst,  und  noch  vor  meinem  Ende, 
eine  Durchfahrt  erlauben  werden.  Indess  habe  ich  jetzt  so  manche 
andere  Beschäftigungen  vor  der  Hand,  dass  ich  gegenwartig  daran  nicht 
denken  kann,  und  glaube  mir,  es  soll  mich  herzlich  freuen,  wenn  Du 
mir  zuvorkommst,  und  es  Dir  gelingt  alle  Hindernisse  zu  übersteigen." 
Das  klingt  freilich  gar  nicht,  als  ob  die  Autorität  Euklids  seit  dem 
Jahre  1799  au  Kraft  verloren  hatte;  im  Gegeutheile,  man  hat  den 
Eindruck,  dass  Gauss  1804  eher  stärker  unter  ihrem  Baime  gestanden 
habe,  als  zuvor. 

Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  W.  Bolyai  lässt  uns  jetzt 
im  Stiche,  denn  er  enthält  von  1804  bis  1832  keine  Aeusserung  von 
Gauss  über  die  Par all elenf rage.  Dafür  können  wir  uns  aber  auf 
eine  Bemerkmig  berufen,  die  Schumacher  im  November  1808  in  einem 
Tagebuche  aufgezeichnet  hat,  das  er  während  eines  lungern  Aufent- 
haltes  in  Göttingen  führte.     Offenbar  unter  dem  Eindrucke  eines  Ge- 
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spräehs  mit  Gauss  aclireibt  Schumacher  da,  Gauss  habe  die  Theorie 
der  ParalleUmien  darauf  zurückgebracht,  dass  wenn  die  angeuommene 
Theorie  nicht  wahr  wäre,  es  eine  eonstante  a  priori  der  Länge  nach 
gegebene  Linie  geben  müsse,  „welches  absurd  ist".  Doch  halte  Gauss 
selbst  diese  Arbeit  noch  nicht  für  abgescJilossen. 

Hieraus  geht  heryor,  dasa  Gauss  auch  im  Jahre  1808  noch 
schwankte.  Auf  die  Worte:  „welches  absurd  ist"  wollen  wir  dabei 
noch  nicht  einmal  das  geringste  Gewicht  legen,  denn  es  ist  höchst 
wahrscheinlich,  dass  die  Schumacher  aus  seinem  Eigenen  hinzugefügt 
hat,  wohl  aber  legen  wir  Gewicht  auf  den  nachfolgenden  Satz.  Wenn 
Gauss  selber  seine  Untersuchungen  noch  nicht  für  abgeschlossen 
hielt,  so  musa  er  noch  immer  halb  und  halb  an  Euklid  geglaubt 
haben;  auf  alle  Fälle  war  er  auch  damals  noch  nicht  vollständig  von 
der  Unbeweisbarkeit  des  Parallelen asioms  überzeugt.  Die  Thatsaclie 
schliesslich,  dass  im  Falle  der  Unrichtigkeit  des  Euklidischen  Axioms 
eine  a  priori  gegebene  Einheit  der  Länge  vorhanden  ist,  hatte  Lambert 
schon  1766  erkannt,  und  Legendre  hatte  schon  1794  auf  die  Un- 
möglichkeit des  Vorhandenseins  einer  solchen  Längeneinheit  einen  Be- 
weis für  die  Richtigkeit  des  Parallelen axio ms  gegründet  {vgl,  S.  312). 

Im  Ganzen  erscheint  daher  soviel  sicher,  dasa  Gauss  in  der  Zeit 
bis  1808j  die  hier  allein  für  uns  in  Betracht  kommt,  zwar  an  der 
unbedingten  Wahrheit  des  Euklidischen  Parallelenaxioms  zweifelhaft 
geworden,  aber  seiner  Sache  doch  noch  nicht  gann  sieher  war.  Den 
endgültigen  Bruch  mit  den  Euklidischen  Anschauungen  wird  er  erst 
zwischen  1808  und  1816  vollzogen  haben.  Dass  er  spätestens  181(i 
seine  „anti-EucIidiache"  Geometrie  systematisch  entwickelt  und  die 
zugehörige  „tranacendente"  Trigonometrie  aufgestellt  batte,  geht  aus 
einem  höchst  merkwürdigen  Briefe  hervor,  den  sein  Schüler  Wächter 
am  12.  December  1816  an  ihn  geschrieben  hat.  Auch  schreibt  Gauss 
selbst  unterm  28.  Apri!  1817  an  Olbers:  „Ich  komme  immer  mehr 
zu  der  Ueberzeugung,  dasa  die  Nothwendigkeit  unserer  Geometrie 
nicht  bewiesen  werden  kann,  wenigstens  nicht  vom  menschlichen 
Verstände,  noch  für  den  menschliehen  Verstand.  Vielleicht  kommen 
wir  in  einem  andern  Leben  zu  andern  Einsichten  iu  das  Wesen  des 
Raumes,  die  uns  jetzt  unerreichbar  sind.  Bis  dahin  müsste  man  die 
Geometrie  nicht  mit  der  Arithmetik,  die  rein  a  priori  steht,  sondern 
etwa  mit  der  Mechanik  in  gleichen  Hang  setzen." 

Demnach  dürfen  wir  annehmen,  dass  Bartels  im  persönlichen 
Verkehre  mit  Gauss  nicht  wesentlich  mehr  über  die  Parallelen  frage 
erfahren  hat  als  das,  was  er  ebensogut  aus  Gesprächen  mit  Kästner 
oder  aus  den   damaligen  Lehrbüchern   der  Geometrie,   insbesondre  aus 
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den  „Elements"  Legendres  entnehmen  konnte,  die  Einsicht  nämUch, 
dass  jedenfalls  alle  bisherigen  Versuche,  die  Euklidische  Parallelen- 
theorie in  Ordnung  zu  bringen,  missgliickt  waren.  Aasser  dieser  Ein- 
sicht, zu  der  er  höchst  wahrscheinlich  auch  schon  unabhilngig  von 
Gauss  gekommen  war,  brachte  er  im  günstigsten  Falle  noch  einige 
Zweifel  an  der  Richtigkeit  des  Euklidischen  Parallelenasioms  nach 
Kasan  mit.  Hätte  nun  Lobatschefskij  schon  in  seinen  1815  und 
16  gehaltenen  Vorlesungen  derartige  Zweifel  ausgesprochen,  so  könnte 
man  allerdings  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  annehmen,  dass  er  dazu 
durch  Mittheilungen  veranlasst  war,  die  ihm  sein  Lehrer  Bartels 
über  Ideen  von  Gauss  gemacht  hatte.  Da  aber  Lobatschefskij  da- 
mals keine  Spur  von  solchen  Zweifeln  verrieth,  vielmehr  noch  ganz  fest 
auf  dem  Boden  der  Euklidischen  Geometrie  stand  und  das  Parallelen- 
axiom zu  beweisen  suchte,  da  er  ausserdem  noch  eine  ganze  Reihe 
von  Jahren  gebraucht  hat,  um  sich  über  den  Euklidischen  Staud- 
punkt zu  erheben,  so  erscheint  es  vollstantlig  ausgeschlossen,  dass  er 
einer  durch  Bartels  vermittelten  Anregung  von  Gauss  irgend  etwas 
Wesentliches  verdankt  haben  sollte. 

Diese  Auffassung  wird  in  erwünschter  Weise  durch  Mittheilungen 
bestätigt,  die  ich  dem  berühmten  Astronomen  Otto  Struve  verdanke, 
wohl  dem  einzigen  noch  Lebenden,  der  Bartels,  Gauss  und  Loba- 
tschefskij alle  drei  persÖnUch  gekannt  hat.  Als  nämlich  Struve  in 
den  Jahren  1835  und  36  Vorlesungen  bei  Bartels  hörte,  nannte  dieser 
wiederholt  Lobatschefskij  als  einen  seiner  ersten  und  begabtesten 
Schüler  in  Kasan.  Lobatschefskij  hatte  damals  bereits  seine  ersten 
Schriften  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  an  Bartels  geschickt, 
aber  Bartels  sah  diese  Schriften,  wie  Struve  schreibt,  „mehr  als 
interessante  geistreiche  Speculationen  an,  wie  als  ein  die  Wissenschaft 
förderndes  Werk".  Auch  erinnert  sich  Struve  nicht,  „dass  Bartels 
je  von  anklingenden  Ideen  von  Gauss  gesprochen  hatte". 

Hiernach  können  die  Gespräche  über  die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie, die  Bartels  etwa  mit  Gauss  geführt  hat,  keinen  besonders 
nachhaltigen  Eindruck  hinterlassen  haben:  Bartels  hätte  sonst  gewiss 
die  Arbeiten  seines  ehemaligen  Schülers  anders  beurteilt. 

Auf  Grund  der  angestellten  Erwägungen  dürfen  wir  wohl  mit 
ziemlicher  Sicherheit  behaupten,  dass  Lobatschefskij  völlig  unab- 
hängig von  Gauss  zu  seiner  nichteuklidischen  Geometrie  gelangt  ist. 
Aus  den  Vorlesungen  von  Bartels  und  aus  Gesprächen  mit  diesem, 
sowie  durch  das  Studium  geometrischer  Lehrbücher,  inabesondre  der 
Legendreschen  „Elements",  hatte  Lobatschefskij  zunächst  die  Ein- 
sicht gewonnen,  die  damals  schon  lange  Allgemeingut  aller  denkenden 
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Mathematiker  war,  dass  nämlich  die  Parallel entheorie  bisher  durchaus 
ungenügend  begründet  war.  Nach  jahrelangem  Nachdenken  über  die 
Frage  erkannte  er  schliesslich  ganz  selbständig  dun  wahren  Grund 
dafür  in  der  Un  beweis  barkeit  des  Parallel  enaxioms  und  gelangte  durch 
angestrengte  Arbeit  zu  einem  ausgeführten  Systeme  einer  von  diesem 
Axiome  unabhängigen  Geometrie, 

Wir  fügen  gleich  hinzu,  dass  nach  unsrer  Ueberzeugung  Johann 
Jiolyai  ebensowenig  irgendwie  von  Gauss  beeiiiflusst  gewesen  ist. 
Johanns  Vater  Wolfgang  hatte  zwar  als  Student  mit  seinem  Stu- 
diengenossen Gauss  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  verhandelt, 
aber  aus  ihrem  Briefwechsel  gewinnt  man  den  Eindruck,  dass  sie  da- 
mals, wenigstens  auf  diesem  Gebiete,  einander  als  vollkommen  gleich- 
berechtigt betrachteten,  dass  keiner  sich  für  dem  andern  überlegen 
ansah.  Da  nun  die  Gaussischen  Briefe  in  der  Zeit  vom  November 
1804  bis  zum  März  1832,  wo  Gauss  eben  den  Appendix  J.  Bolyiiis 
erhalten  hatte,  die  Paralleleufrage  gar  nicht  berühren,  so  kann  J.  Bolyai 
durch  seinen  Vater  von  Gaussischen  Ideen  nichts  weiter  erfahren 
haben,  als  was  Gauss  bis  Ende  1804  erkannt  hatte.  Eine  eigentliche 
Anregung  bei  seinen  Untersuchungen  kann  daher  auch  J.  Bolyai  von 
fiauss  nicht  empfangen  haben,  und  den  Anstoss  zu  seiner  ganzen 
Arbeit  hat  sieher  der  Umstand  gegeben ,  dass  alle  Anstrengungen 
seines  Vaters  erfolglos  geblieben  waren;  hat  doch  W.  Bolyai  sogar 
in  väterlicher  Besorgniss  seinen  Sohn  vor  der  Beschäftigung  mit  der 
Parailelentheorie  gewarnt,  was  selhstversfcändhch  das  Gegentheil  der 
beabsichtigten  Wirkung  hervorrief. 

Um  Alles  noch  einmal  zusammenzufassen:  wir  stehen  vor  der  merk- 
würdigen Thatsache,  dass  im  Verlaufe  von  wenig  mehr  als  zehn  Jahren 
vier  Männer  ganz  unabhängig  von  einander  den  Weg  gefunden  haben, 
auf  dem  die  in  der  Euklidischen  Parallelen theorie  liegende  Schwierig- 
keit überwunden  werden  kann,  zuerst  Gauss  und  Schweikart, 
wie  es  scheint  nahezu  gleichzeitig,  nach  diesen  beiden,  wieder  un- 
gefähr gleichzeitig,  Lobatschefskij  und  J.  Bolyai.  Die  drei  erst- 
genannten waren  reife  Männer,  als  sie  die  Lösung  des  Käthsels 
fanden,  und  bei  jedem  von  ihnen  waren  lange  Jahre  vergeblicher 
Anstrengungen  vorhergegangen,  während  J.  Bolyai  schon  als  ein- 
undzwanzigjähriger Jüngling  die  Wahrheit  erkannte,  nachdem  er  sich 
höchstens  drei  bis  vier  Jahre  ernstlich  mit  dem  Gegen  stände  be- 
schäftigt hatte.  Dafür  hatte  aber  auch  Johanns  Vater  Wolfgang 
Bolyai  länger  als  zwei  Jahrzehnte  vergeblich  mit  den  Schwierig- 
keiten der  Parailelentheorie  gerungen:  die  gewaltige  geistige  Arbeit, 
die  Gauss,  Schweikart  und  Lobatschefskij  jeder  für  sich  allein 
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vollbracht   haben,    vertheilt    sich    eben    bei    den   beiden   Boljai    auf 
zwei  Generationen. 

Fast  noch  merkwürdiger  als  jene  Thafcsaehe  ist  die  andre,  dass 
daiDals  alle  vier  nur  die  eine  von  den  beiden  möglichen  Lösungen 
des  Parallelenräthsels  gefunden  haben.  Wie  ea  scheint,  ist  keint^r  von 
ihnen  auf  den  Gedanken  gekommen,  dass  auch  eine  widerspruchsfreie 
Geometrie  der  Ebene  möglich  ist,  bei  der  die  Winki-laumme  im  Drei- 
ecke grösser  ist  als  zwei  Rechte.  Keiner  scheint  es  der  Mühe  werth 
gefunden  zu  haben,  auch  diese  Annahme  über  die  Winkelsumme  näher 
zu  mitersuchen  und  ihre  Folgen  zu  entwickeln,  wie  es  doch  Saceheri  und 
Lambert  gethau  hatten.  Allerdings  hatten  diese  es  nur  gethan,  weil  sie 
keinen  einfachen  Beweis  dafür  hatten,  dass  die  Winkelsumme  nicht  grösser 
als  zwei  Rechte  sein  kann,  und  weil  sie  die  Annahme,  sie  sei  grösser, 
blos  auf  diesem  etwas  umständlichen  Wege  als  unzulässig  nachweisen 
konnten.  Dagegen  waren  sich  Gauss,  Lobatschefskij  und  J,  Bolyai 
vollständig  klar  darüber,  dass  eben  diese  Annahme  mit  der  unendlichen 
Ausdehnung  des  Raums  und  mit  der  unendlichen  Länge  der  geraden 
Linie  unverträglich  ist.  Aber  indem  sie  die  unendliche  Länge  der 
Geraden  als  etwas  selbstverständliches  voraussetzten,  schnitten  sie  sich 
selbst  den  Weg  zu  dei  nichteuklidischen  Geometrie  ab,  die  aus  jener 
Annahme  entspimgt  und  die  bei  Saceheri  und  Lambert  schon  eine 
vielversprechende  Entwitkelung  gefunden  hatte.  So  ist  es  gekommen, 
dass  die  zweite  mchteukhdische  Geometrie  erst  weit  später  entdeclit 
wurde.  Allem  Anscheine  nach  hat  unter  jenen  dreien  nui'  Gauss, 
wenigstens  nachträglich,  ihre  Berechtigung  erkannt  und  damit  ihre 
Entdeckung  durch  Riemann  vorweggenommen. 


Kapitel  VII. 

Lobatschefsky  als  Rektor  der  Universität  Kasan,  1827 — 1846. 

Nach  dieser  liUigern  Abschweifung  kehren  wir  zur  Leb ensge schichte 
iinsers  Helden  zurück.  Wir  hatten  deren  Erzählung  in  dem  Augen- 
blicke abgebrochen,  wo  Lob.itschefskij  der  physiko-mathem atisehen 
Abtheilung  seine  „Exposition  succmcte"  vorlegte  mid  damit  zum  ersten 
Male  einem  wenn  auch  verLtltnissm assig  kleinen  Kreise  die  Entdeckung 
mittheilte,  die  stets  als  seine  heivorragendste  Leistung  gelten  wird. 
Wir  erinnern  uns,  dass  die  Universität  Kasan  damals  unter  dem  ver- 
heissungsvollen  Eindrucke  der  Sheltuchinschen  Revision  stand,  durch 
die  sich  endlich  Aussicht  auf  Befreiung  von  dem  unerträglichen  Zwange 
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der  Magnizkijschen  Tyrannei  eröffnete.  Wir  wissen  ferner,  dass  ein 
Jahr  später  Mussin-Puschkin  zum  Kurator  der  Universität  und  des 
ganzen  Lehrbezirks  Kasan  ernannt  wurde. 

Als  der  neue  Kurator  sein  Amt  überjjabm,  befand  sich  die  Uni- 
versität im  Zustande  vollstündigster  Verwirrung;  die  Zahl  der  Pro- 
fessoren war  sehr  zusammengeschmolzen  und  genügte  bei  Weitem 
nicht  für  die  Bedürfnisse  des  Unterrichts,  mussten  doch  nicht  wenige 
Professoren  zwei  Lehrstühle  auf  einmal  versehen.  Die  Sammlungen 
und  Institute  der  Universität  waren  in  Unordnung,  ja  geradezu  ver- 
wahrlost, die  Finanzen  zerrüttet.  Das  Schlimmste  war  aber,  dass 
unter  den  wenigen  vorhandenen  Professoren  auch  noch  die  grösste  Un- 
einigkeit herrschte.  Der  damalige  Rektor,  ein  Professor  Fuchs,  der 
seine  Erhebung  zu  diesem  Amte  noch  Magnizkij  zu  verdanken  hatte, 
war  zwar  ein  durchaus  ehrenwerther  uml  auch  persönlich  beUebter 
Mann,  entbehrte  aber  gänzlich  der  Energie,  die  dazu  gehörte,  das 
Profes  so  renkollegi  um  in  Schranken  zu  halten  und  den  Universitäts- 
unterricht sowie  die  Verwaltung  wieder  in  geordnete  Bahnen  zu  lenken: 
in  den  oft  stürmischen  Sitzungen  war  er  machtlos  und  wurde  nicht 
einmal  angehört. 

Mussin-Puschkin  überzeugte  sich  sehr  bald,  dass  es  unbedingt 
nÖthig  sei,  Fuchs  durch  eine  geeignetere  Persönlichkeit  zu  ersetzen, 
und  mit  scharfem  Blicke  erkannte  er  eine  solche  in  Lobatschefskij. 
Er  bestimmte  deshalb  den  Senat,  Lobatschefskij  zum  Rektor  zu 
wählen,  obgleich  dieser  erst  dreiunddre issig  Jahre  zählte  und  obgleich 
von  den  drei  Jahren,  auf  die  man  Fuchs  gewählt  hatte,  noch  nicht 
einmal  das  zweite  abgelaufen  war.  Die  in  der  Geschichte  der  Univer- 
sität Kasan  denkwürdige  Wahl  fand  am  3.  (15.)  Mai  1827  stiitt  und  am 
30.  August  (11.  September)  1827  trat  Lobatschefskij  sein  Amt  an. 

Welch  glücklichen  Griff  man  mit  der  von  Puschkin  empfohlenen 
Wahl  gethan  hatte,  zeigte  sich  bald.  In  der  That  war  Lobatschefskij 
ganz  der  richtige  Mann  für  seinen  Posten. 

Schon  das  Beispiel,  das  er  durch  seinen  unermüdlichen,  vor  keiner 
Arbeit  zurückschreckenden  Pflichteifer  gab,  musste  ihm  die  allge- 
meine Ächtung  erwerben  und  seine  Kollegen  anspornen  ihre  Pflicht 
zu  thun,  die  während  der  letzten  Jahre  gar  mancher  von  ihnen  gröb- 
lich vernachlässigt  hatte.  Vor  allen  Dingen  aber  wusste  er  durch 
entschiedenes,  jedoch  immer  gerechtes  und  unparteiisches  Auftreten 
die  Einigkeit  im  Senate  der  Universität  wiederherzustellen,  sodass  die 
unfruchtbaren  Zänkereien  allmählich  aufhörten  und  die  Universitäts- 
angelegenheiten wieder  ruhig  und  sachgemäss  behandelt  wurden.  Er 
achtete   jede   von  der  seinigeu   abweichende   Meinung   und  suchte  die 
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Gegner  nur  durch  das  Gewicht  seiner  Gründe  zu  iiberzcufren.  Wiir 
ihm  das  in  der  Sitzung  selbst  nicht  gelurgen,  so  nahm  er  die  Kollegen, 
die  sich  noch  nicht  hatten  belehren  lassen,  mit  auf  seine  Wohnung, 
wo  hei  einer  Tasse  Thee  und  vielleicht  auch  bei  einer  Pfeife  oder 
Cigarre  -—  Lobatschefskij  war  nämlich  keineswegs  ein  Verüchter 
des  Tabaks  ■ — ■  die  Frage  noch  einmal  in  aller  Ruhe  durchgesprochen 
wurde,  uud  da  gelang  es  ihm  iu  der  Begel,  die  vorhandenen  Meinungs- 
verschiedenheiten auszugleichen  uud  seine  Gegner  zu  bekehren,  ohne 
dass  er  die  Entscheidung  des  Kurators  anzurufen  brauchte.  Es  wird 
erzählt,  dass  er  sich  nur  ein  einziges  Mal  zu  diesem  äussersten  Schritte 
genöthigt  sah,  nämlich  gegenüber  einem  Professor  der  Anatomie,  der 
.sich  durchaus  nicht  daran  gewöhnen  wollte,  seine  Vorlesungen  regel- 
mässig zu  halten,  und  bei  dem  alles  gütliche  Zureden  nichts  half, 
obgleich  schliesslich  im  ganzen  Senate  niemand  mehr  auf  seiner  Seite 
stand.  Wie  ernst  es  Lobiitachefskij  überhaupt  mit  seinen  Pflichten 
als  Rektor  nahm  und  wie  gewissenhaft  er  bei  der  Leitung  der  Ver- 
handlungen des  Senats  verfuhr,  das  geht  ganz  besonders  deutlich  aus 
einer  Thatsache  hervor,  die  .Tanisehefskij  in  seiner  Biographie  be- 
richtet: Unter  den  sämtlichen  Protokollen  über  die  Senats  Sitzungen, 
die  während  der  vielen  Jahre  abgehalten  worden  sind,  in  denen  Lo- 
batschefskij Rektor  war,  findet  man  kein  einziges,  das  nicht  eine 
von  ihm  eigenhändig  geschriebene  Entscheidung  enthielte,  mit  genauer 
Angabe  der  Unterlagen  und  Beweggründe. 

Nicht  geringere  Verdienste  erwarb  sieh  Lobatschefskij  um 
die  Sammlungen  und  Institute  der  Universität,  die  unter  der  Vernach- 
lässigung der  letzten  Jahre  ganz  besonders  gelitten  hatten. 

Vor  allen  Dingen  galt  es,  die  Universitätsbibliothek  endlich  in 
Ordnung  zu  bringen  und  wirklich  brauchbar  zu  machen.  Lobat- 
schefskij hatte  zwar,  wie  wir  wissen,  die  Verwaltung  der  Bibliothek 
schon  im  Oktober  1825  übernommen,  aber  da  man  ihn  ohne  jede 
Unterstätzung  gelassen  hatte,  war  auch  er  nicht  im  Stande  gewesen, 
die  ungeheure  Arbeit  zu  bewältigen,  die  hier  der  Erledigung  harrte. 
Sogleich  nach  der  Ernennung  Musstu-Puschkins  wendete  er  sich 
daher  an  diesen,  um  die  nöthigen  Hülfskräfte  zu  erhalten.  Es  wurde 
denn  auch  eine  Kommission  niedergesetzt,  die  unter  Lobatschefskijs 
Leitung  die  vorhandenen  Bücher  zu  ordnen  und  Kataloge  herzustellen 
hatte.  Da  diese  Kommission  dem  Kurator  wöchentlich  über  ihre 
Thätigkeit  berichten  musste,  so  machte  ihre  Arbeit  rasche  Portschritte 
uud  wurde  schon  im  folgenden  Jahre,  also  1828,  beendet.  Erst  jetzt 
konnte  man  ganz  übersehen,  wie  grosse  Einbusse  die  Bibliothek  durch 
die  Nachlässigkeit   ihrer   früheren  Verwalter   erlitten    hatte:   auf  750 
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Rubel  berechnete  die  Kommission  den  Werth  der  verschwundenen 
Büclier  und  auf  4500  den  der  nicht  mehr  vorhandenen  Zeitschriften- 
bände.  Diese  Lücken  konnten  aeibstverständlich  nur  nach  und  nach 
ergänzt  werden,  docb  that  Lobatschefskij  sein  Möglichstes,  um  das 
zu  erreichen,  denn  er  beantragte  öfters  und  niemals  vergeblich  beim 
Ministerium  die  Bewilbgung  ausserordentlicher  Geldmittel  zur  Vervoll- 
ständigung der  Bibliothek.  Noch  bis  zum  Jahre  1835  behielt  er  das 
Amt  des  Bibliothekars  bei  und  übei^b  es  dann  einem  von  ihm  selbst 
empfohlenen  Nachfolger. 

Gleich  nach  seinem  Ämtsantritte  hatte  Mussin-Puschkin  noch 
eine  andre  Kommission  niedergesetzt,  deren  Bestimmung  war,  die 
übrigen  Institute  und  Sammlungen  der  Universität  nachzusehen  und 
die  vorhandenen  Bestünde  festzustellen;  auch  an  dieser  war  Lobat- 
schefskij als  Mitglied  betheiligt.  Wie  nicht  anders  zu  erwarten, 
machte  man  hier  ebenso  betrübende  Erfahrungen  wie  bei  der  Biblio- 
thek. Zum  Beispiele  waren  unter  Magnizkij  verschiedene  werthvolle 
Sammlungen  für  das  mineralogische  Kabinet  angekauft  worden;  die 
waren  aber  nicht  einmal  ausgepackt,  sondern  lagen  noch  in  den 
Kisten,  in  denen  sie  angekommen  waren,  eine  von  ihnen  war  sogar 
spurlos  verschwunden  und  die  dafür  verantwortlicien  Professoren  waren 
entweder  gestorben  oder  hatten  die  Universität  längst  verlassen.  Mehrere 
Sammlungen  von  Gesteinen  und  Erzen,  die  Lobatschefskijs  Bruder 
Alesej  auf  einer  Reise  nach  Sibirien  zusammengebracht  und  an  die 
Universität  geschickt  hatte,  wurden  erst  nach  langem  vergeblichen 
Suchen  ganz  zufällig  wieder  aufgefunden;  auch  sie  waren  noch  unaus- 
gepackt. Man  kann  sich  hiernach  ungefähr  vorstellen,  eine  wie  rui- 
angenehme  und  schwierige  Arbeit  die  Kommission  zu  leisten  hatte, 
doch  wurde  auch  diese  Arbeit  schliessUcli  glücklich  zu  Ende  geführt. 
Nachdem  so  ermittelt  war,  was  in  den  Sammlungen  eigentlich  hätte 
vorhanden  sein  sollen  und  was  wirklich  noch  vorhanden  war,  konnte 
man  daran  geben,  sie  systematisch  zu  ordnen  und  mögliehst  zweck- 
mässig aufzustellen.  Selbstverständlich  sorgten  Puschkin  und  Lo- 
batschefskij dafür,  dass  das  geschah;  auch  wurden  reichliche  Mittel 
flüssig  gemacht,  um  die  Sammlungen  planmässig  zu  vervollständigen. 

Unter  den  verschiedenen  von  uns  erwähnten  Uebelstäuden,  die 
Puschkin  an  der  Universität  Kasan  bei  Uebernahme  seines  Amtes 
vorfand,  war  nicht  der  geringste  der,  dass  die  Zahl  der  noch  vor- 
handenen Professoren  viel  zu  klein  war,  um  alle  Lehrfächer  auch  imr 
einigermassen  genügend  zu  besetzen.  Puschkin  und  Lobatschefskij 
Hessen  es  sieh  selbstverständlich  sehr  angelegen  sein,  diesem  Mangel 
nach  Möglichkeit  abzuhelfen,   doch  war  das   keineswegs  leicht,  da  es 
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damals  überhaupt  bei  allen  russischen  Universitäten  sehr  an  Lehr- 
kräften, besonders  an  einheimischen,  fehlte.  Sie  sahen  sich  daher, 
wenigstens  in  den  ersten  Jahren,  genöthigt,  wieder  zu  dem  Auskunft»- 
mittel  der  Berufung  deutscher  Professoren  zu  greifen,  doch  trafen  sie 
zugleich  geeignete  Jfassregeln,  um  die  allmähliche  Heranbildung  einer 
genügenden  Anzahl  einheimischer  Lehrkräfte  zn  sichern.  So  wurden 
einzelne  besonders  begabte  junge  Leute  zu  ihrer  weiteren  Ausbildung 
ins  Ausland  oder  nach  Petersburg  geschickt;  namentlich  aber  diente 
diesem  Zwecke  die  von  Lobatschefskij  angeregte  Umgestaltung  des 
mit  der  Universität  verbundenen  pädagogischen  Instituts. 

Dieses  war,  wie  wir  wissen,  früher  errichtet  worden,  um  den 
Kandidaten  und  Magistern  Gelegenheit  zu  bieten,  sich  auf  ihren  künf- 
tigen Lehrerberuf  vorzubereiten.  Unter  Bronners  Direktion  hatte 
es  seine  Bestimmung  ganz  gut  erfüllt,  aber  nachdem  Bronner  1819 
Kasan  verlassen  hatte,  war  es  vollständig  in  Verfall  gerathen,  da 
Magnizkij  die  Direktion  ganz  unfähigen  Menschen  anvertraut  hatte: 
war  doch  einer  der  von  ihm  ernannten  Nachfolger  Bronners  vorher 
Postbeamter  gewesen!  Lobatschefskij  war  zweifellos  schon  beim 
Antritt  seines  Rektorats  von  der  Re form be Dürftigkeit  des  pädagogischen 
Instituts  überzeugt,  doch  hinderten  ihn  jedenfalls  ziuiächst  dringendere 
Aufgaben,  die  Reform  in  Angriff  zu  nehmen.  Erst  im  Jahre  1829 
that  er  das.  Er  stellte  dem  Senate  der  Universität  vor,  dass  das  pä- 
dagogische Institut  in  seiner  bisherigen  Verfassung  unmöglich  seine 
Aufgabe  erfüllen  könne,  da  ein  einzelner  Mann,  möge  er  auch  noch 
so  hervorragend  sein,  nicht  im  Stande  sei,  allen  Wissenschaften  ge- 
recht zu  werden.  Er  schlug  deshalb  vor,  es  solle  zukünftig  eine 
grössere  Anzahl  von  Professoren  an  dem  Institute  mitwirken,  und  zwar 
solle  jeder  die  pädagogische  Ausbildung  der  Kandidaten  und  Magister 
übernehmen,  die  sich  seinem  besondern  Fache  widmeten.  Nachdem  diese 
Vorschläge  die  Billigung  des  Senats  und  des  Kurators  gefunden  hatten, 
wurde  das  pädagogische  Institut  ihnen  gemäss  umgestaltet,  und  die 
Universität  Kasan  erhielt  so  eine  Anstalt,  in  der  sowohl  für  die  Gym- 
nasien des  Kasaner  Lehrbezirks  als  auch  für  die  Universität  selbst 
geeignete  Lehrkräfte  herangebildet  wurden.  Dass  Lobatschefskij  die 
pädagogischen  Studien  der  zukünftigen  Mathematiklehrer  zu  leiten  über- 
nahm, bedarf  kaum  der  Erwähnung;  dass  er  es  in  einer  äusserst 
anregenden  und  gründlichen  Weise  that,  bezeugt  Janischefskij,  in- 
dem er  hervorhebt,  mit  welcher  Freude  und  Genugthuung  die  da- 
maligen Schüler  Lobatschefskijs  sieh  noch  1868  der  mathematisch- 
pädagogischen Anleitung  erinnerten,   die  sie  bei  ihm  genossen   hatten. 

Ueberhaupt  dachte  Lobatschefskij  von  der  pädagogischen  Auf- 
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gäbe  der  üniversitElt  sehr  hoch  und  verlangte,  dass  die  Hochschule 
nicht  blos  eine  Anstalt  zur  Erwerbung  von  Kenntnissen,  sondern 
auch  eine  Anstalt  zur  Erziehung  ihrer  Schüler  sei.  Bezeichnend  für 
diese  Auffassung  ist  es,  dass  er  nach  dem  Antritte  seines  Rektoi-ats 
die  erste  sich  ihm  bietende  Gelegenheit  benutzte,  um  seinen  Ansichten 
über  die  Erziehung  öffentlich  Ausdruck  zu  verleihen.  Die  Universität 
Kasan  feierte  damals  ihr  Jahresfest  am  5.  (17-)  Juli,  weil  sie  an  diesem 
Tage  des  Jahres  1814  zum  ersten  Male  als  eine  sich  selbst  verwaltende 
Körperschaft  mit  selbst  gewähltem  liektor  und  selbst  gewählten  De- 
kanen aufgetreten  war.  Als  nun  im  Jahre  1828  der  eben  genannte 
Tag  zum  ersten  Male  unter  Lobatschefskijs  Rektorate  begangen 
wurde,  da  hielt  dieser  in  der  feierlichen  Versammlung  der  Universität 
eine  Rede  „Ueber  die  wichtigsten  Gegenstände  der  Erziehung",  in  der 
er  sich  über  die  Aufgaben  und  tiie  Bedeutung  der  Erziehung  aussprach. 
Er  hat  seine  Rede  später,  im  Jahre  1832,  im  Kasaner  Boten  drucken 
lassen,  und,  soweit  man  nach  den  von  Wasailjef  aus  ilir  mitgetheilten 
Proben  urteilen  kann,  findet  sich  darin  /.war  nicht  wenig  Phrasenhaftes, 
doch  spricht  sicli  überall  eine  auf  das  Ideale  gerichtete  Gesinnung  aus, 
die  nur  das  Beste  der  Universität  und  des  Vaterlandes  im  Auge  hat. 
Wir  haben  zu  schildern  versucht,  wie  rastlos  und  unermüdlich 
Lobatschefskij  als  Rektor  thätig  war,  um  die  Universität  Kasan 
aus  dem  Zustande  kläglichsten  Verfalls,  in  den  sie  durch  Magnizkij 
gerathen  war,  emporzuheben.  Der  Erfolg  konnte  nicht  ausbleiben. 
Nach  Verlauf  weniger  Jahre  war  die  Universität  vollständig  reorganisirt 
und  in  den  Stand  gesetzt,  ihre  Aufgabe  als  Unter richtsanstalt  und 
als  Pflanzstätte  wissenschaftlicher  Studien  zu  erfüllen.  Unter  diesen 
Umständen  ist  es  kein  Wunder,  dass  Mussin-Piischkin  zu  Lobat- 
schefskij, der  sein  Vertrauen  so  glänzend  gerechtfertigt  hatte,  eine 
aufrichtige  und  herzliehe  Freundschaft  fasste  und  dass  er  keine  der 
Fragen,  die  in  seiner  Stellung  als  Kurator  des  Lehrbezirks  Kasau  an 
ihn  herantraten,  erledigte,  ohne  den  Rath  Lobatschefskijs  eingeholt 
zu  haben.  Ebenso  erkannten  auch  Lobatschefskijs  Kollegen  dessen 
Verdienste  um  die  Universität  rückhaltlos  an,  indem  sie  ihn  immer 
und  immer  wieder  zum  Rektor  wählten,  so  dass  man  ihn  mit  ge- 
wissem Rechte  als  den  Rector  perpetuus  der  Universität  Kasan  be- 
zeichnen konnte.  Im  Ganzen  ist  er  sechsmal  hinter  einander  zum 
Rektor  gewählt  worden  —  zweimal  auf  je  drei  Jahre,  dann  auf  je 
vier  ~  und  neunzehn  Jahre  lang  hat  er  dieses  Amt  imunterb rochen 
bekleidet,  bis  er  1846  von  seiner  Stellung  als  Professor  entbunden 
wurde  und  infolgedessen  auch  das  Rektorat,  das  ihm  im  Jahre  vorher 
zum  sechsten  Male  übertragen  worden  war,  niederlegte. 
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Während  dieser  Isingeii  Zeit  horte  Lobatschefskij  nicht  auf, 
für  das  Wohl  der  Universität  zu  arbeiten  und  deren  Blüthc  nach 
Kniftfn  zu  fördern;  da  wir  jedoch  keine  Geschichte  der  Universität 
Kasan  schreiben  wollen,  so  müssen  wir  uns  eine  eingehende  Schilderung 
dieser  seiner  amtlichen  Wirksamkeit  versagen:  nur  das  Wichtigste 
wollen  wir  kurz  besprechen  und  uns  dann  wieder  seiner  wissenschaft- 
lichen Tbätigkeit  zuwenden. 

Im  Jahre  1830  kam  die  Choiera,  die  damals  ihren  Zug  durch 
ganz  Europa  begonnen  hatte,  auch  nach  Kasan.  Sobald  die  ersten 
Spuren  der  Seuche  bemerkt  worden  waren,  machte  Lobatschefskij 
den  Gouverneur  darauf  aufmerksam,  dieser  aber  wollte  noch  nicht  recht 
an  das  Vorhandensein  der  Seuche  glauben,  sondern  ordnete  erst  eine 
iirztliche  Untersuchung  aller  verdächtigen  Kranken  an.  Als  nun  am 
12.  (24.)  September  alle  Aerzte  der  Stadt  das  Auftreten  der  Cholera 
für  zweifellos  erklärt  hatten,  du  berief  Lobatschefskij  — -  Puschkin 
war  damils  abwesend  ■ —  sofort  eme  ausserordentliche  Senatssit/.ung, 
111  der  m  in  sieb  dafür  entschied  die  Vorlesungen  zu  schüessen,  und  ihiL 
beauftragte,  die  n  tbigen  Mi-isregeln  zu  treffen,  um  die  in  den  Uni- 
veisititsgeb  luden  wohnenden  Piofessoren,  Beamten  und  Studenten  vor 
(lei  An^äteckung  zu  sichern 

Am  nächsten  Tage  begab  sieb  Lobatschefskij  zum  Gouverneur, 
um  mit  diesem  die  zu  treffenden  Massregeln  zu  besprechen,  erfuhr 
aber  dort,  dass  während  der  Nacht  die  Stadt  geschlossen  und  ab- 
gesperrt worden  war,  als  wäre  sie  von  der  Pest  heimgesucht.  Er 
eilte  daher  sofort  nach  der  Universität  zurück  und  ordnete  an ,  dass 
jeder  Verkehr  zwischen  den  Bewohnern  der  Universität  und  denen  der 
übrigen  Stadtviertel  aufhören  solle:  alle  Thore  der  Universität  wurden 
bis  auf  eines  gesperrt,  und  auch  durch  dieses  eine  wurde  der  Zutritt 
nur  Aerzten  gestattet.  Da  ausser  den  ständigen  Bewohnern  der  Uni- 
versität noch  andre  Studenten  und  mehrere  TJniversitätsbeamte  mit 
ihren  Familien  auf  dem  Gebiete  der  Universität  eine  Zuflucht  gesucht 
hatten,  so  belief  sich  die  Zahl  der  dort  Eingeschlossenen  auf  560 
Personen,  darunter  im  Ganzen  neun  Professoren  und  Adjunkten.  Lo- 
batschefskij sorgte  dafür,  dass  alle  diese  auf  Staatskosten  verpflegt 
wurden;  die  Herbeischaffmig  der  dazu  nöthigen  Lebensmittel  geschab 
unter  Aufbietung  aller  der  Vors  ich  t  sin  assregeln,  die  man  bei  den  damals 
herrschenden  übertriebeneu  Vorstellungen  von  der  Ansteckungsgefahr 
der  Cholera  für  uöthig  hielt.  Für  diese  Vorstellungen  bezeichnend 
ist  es,  dass  an  dem  einen,  nicht  vollständig  gesperrten  Thore  nur 
solche  Schriftstücke  angenommen  werden  durften,  die  ans  losen  Blättern 
bestanden,  weil  man  glaubte,  die  zum  Heften  benutzten  Fäden  könnten 
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die  Ansteckung  besonders  leicht  Übertragen;  aber  auch  diese  losen 
Blätter  luussten  erst  noch  mit  Chlor  dämpfen  desinficirt  oder  mit 
Chlorwasser  abgewaschen  werden!  Besonders  streng  hielt  Lobat- 
schefskij  darauf,  dass  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  Universität  die 
grosste  Reinliclikeifc  herrschte  und  dass  die  Luft  durch  häufige  Räu- 
clierungen  mit  Chlor  uud  Essig  gereinigt  wurde.  Für  die  an  der 
Cholera  Erkrankten  wurden  zwei  Lazarethe  eingerichtet;  die  Bettwäsche 
imd  die  Kleidungsstücke  jedes  Gestorbenen  wurden  verbrannt. 

Anderthalb  Monate  lang  blieb  die  Universität  auf  diese  Weise 
von  jedem  Verkehre  mit  der  Stadt  abgeschlossen;  dank  den  von  Lo- 
batschefskij  getroffenen  Maasregeln  kamen  in  dieser  Zeit  auf  dem 
Universitäts gebiete  nur  vierzig  Cholerafälle  vor,  von  i^enen  sechzehn 
tödtlich  verliefen  —  einer  der  Professoren  war  unter  den  Gestorbenen 
—  wahrend  in  der  übrigen  Stadt  die  Sterblichkeit  unverhültnissmässig 
viel  grösser  war.  I>ie  Vorlesungen  konnten  erst  am  25.  November 
(7.  Deeember)  wieder  aufgenommen  werden. 

Wir  haben  früher  (S.  3G6)  des  Antheils  gedacht,  den  Loba- 
tsehefskij  bereits  in  den  zwanziger  Jahren  an  der  Erbauung  der 
eigentlichen  Univeraitätsgebäude  genommen  hatte.  Im  Jahre  183^^ 
wurde  abermals  ein  Ausschuss  niedergesetzt,  der  den  Bau  einer  grossen 
Anzahl  von Üniversitäfcsinstituten  beaufsichtigen  sollte.  Lobatschefskij 
wurde  wieder  Vorsitzender  dieses  Ausschusses,  und  unter  seiner  Lei- 
tung entstanden  im  Laufe  der  Jahre  1833—41  die  Sternwarte,  das 
BibliotheksgebUude,  das  physikalische  Listitut,  die  Anatomie  und  die 
Klinik.  Er  kümmerte  sich  dabei  um  alle  Einzelheiton,  und  ihm  war 
es  hauptsächlich  zu  danken,  dass  bei  diesen  Bauten  gegenüber  den 
Voranschlägen  eine  Summe  von  nicht  weniger  als  49  000  Silberrubeln 
erspart  wurde.  Aber  die  Freude  über  die  Vollendung  der  neuen  statt- 
lichen Gebäude  blieb  nicht  lange  ungetrübt.  Eine  Feuersbrunst,  die 
im  August  1842  in  Kasan  wüthete  und  die  halbe  Stadt  in  Äsche  legte, 
zerstörte  die  Sternwarte  und  einige  andre  Universitätsgebäude;  doch 
hatten  die  energischen  Massregeln,  die  Lobatschefskij  traf,  wenigstens 
so  viel  Erfolg,  dass  man  die  übrigen  UniversitätsgebUude,  namentlich 
die  Bibliothek,  rettete  und  auch  die  innere  Einrichtung  der  Sternwarte 
bergen  konnte.  Der  Wiederaufbau  der  abgebrannten  Gebäude  wurde 
auch  jetzt  unter  Lobatschefskijs  Leitung  ausgeführt  und  so  ge- 
fördert, dass  er  bereits  1844  beendet  war. 

Vergessen  wir  übrigens  nicht,  dass  sich  Lobatschefskijs  amt- 
liche Thätigkeit  keineswegs  auf  die  Universität  beschränkte.  Er  war 
lange  Zeit  hindurch  Vorsitzender  der  Kommission,  vor  der  die  zu- 
küuftigen  Studenten  die  zur  Aufnahme  in  die  Universität  erforderliche 
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Prüfung  abziilegeji  hatten.  Als  solcher  hatte  er  vielfache  Gfelegenheit 
auf  den  Gymnaslalunteriicht  einzuwirken  und  für  dessen  Besserung  zu 
sorgen.  Auch  wurde  er  mehrmals  vom  Unterrichtsministerium  mit 
der  Revision  von  Gymnasien  heauftragt:  so  revidirte  er  vom  Decetnber 
1835  his  zum  MUrz  1836  alle  Gymnasien  der  Gouvernements  Nishnij- 
Nowgorod  und  Simbirsk,  und  1842  hatte  er  dieselbe  Aufgabe  im 
Gouvernement  Pensa. 

Neben  den  aufreibenden  Geschäften,  die  das  Rektorat  mit  sich 
brachte,  vernachlässigte  Lobataehefskij  seine  Lehrthätigkeit  keines- 
wegs. In  den  ersten  Jahren  musste  er,  wie  wir  wissen,  neben  der 
Mathematik  auch  noch  die  theoretische  Physik  und  die  Mechanik  in 
den  Kreis  seiner  Vorlesungen  ziehen.  Nachdem  aber  1833  E.  Knorr 
als  Professor  der  Physik  angestellt  worden  war  und  bald  auch  die 
Mechanik  ihren  eigenen  Vertreter  erhalten  hatte,  konnte  sich  Loba- 
tschefskij  in  der  Hauptsache  auf  Vorträge  über  reine  Mathematik 
beschranken;  doch  blieb  die  Zahl  der  Vorlesungen,  die  er  hielt,  und 
der  mathematischen  Fächer,  die  er  darin  behandelte,  immerhin  recht 
beträchtlich.  Dass  er  daneben  noch  besondre  Lehrverpfiichtungcn 
an  dem  pädagogischen  Institute  der  Universität  übernahm,  haben  wir 
schon  gesehen.  Doch  auch  diis  war  ihm  noch  nicht  gi'nug.  Er  hielt 
mehrmals  öffentliche,  jedermann  zugängliche  Vorlesungen  über  Physik, 
die  zum  Theile  auch  von  Versuchen  begleitet  waren,  und  suchte  dadurch 
zur  Bildung  des  Volkes  beizutragen.  Insbesondre  hielt  er  1839 — 40 
für  den  Handwerkerstand  eine  Reihe  von  Vortrügen  unter  dem  Titel: 
„Volksthümliche  Phj.sik". 

Endlieh  dürfen  wir  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  er  neben  der 
geistigen  Ausbildung  auch  die  körperliche  nicht  vernachlässigt  wissen 
wollte.  Auf  sein  Betreiben  wurde  1834  an  den  Gymnasien  und  au 
der  Universität  das  Turnen  eingeführt  und  auch  tür  die  Pflege  des 
Tanzens  gesorgt.  Puschkin  theilte  übrigens  seine  Ansichten  über 
den  Werth  solcher  Uebungen  und  unterstützte  ihn  bei  diesen  Be- 
strebungen. 

Es  ist  erfreulich  berichten  zu  können,  dass  Lobatschefskijs 
Wirken  hei  der  vorgesetzten  Behörde  auch  die  äussere  Anerkennung 
l'atid,  die  es  in  so  reichem  Masse  verdiente.  Im  September  1831 
wurde  ihm  der  allerhöchste  Dank  seines  Kaisers  für  sein  Verhalten 
während  der  Choleraepidemie  zu  Theil.  Im  Mai  1833  verlieh  ihm  der 
Zar  einen  Brillantring  und  im  December  desselben  Jahres  den  Stanis- 
lausorden  dritter  Klasse.  Wiederholt  sprach  ihm  das  Ministerium  seine 
besondre  Anerkennung  aus  für  die  Verdienste,  die  er  sich  um  das 
Rechnungswesen  der  Universität  und  des  Bezirks  erworben  hatte.  Nach 
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der  Kevisioii  der  dymnasien  des  GouvemeraeHta  Nishnij  erhielt  er  den 
Kt.  Annen-Orden  zweiter  Klasse.  Für  seine  Bemühungen  zur  Rettung 
der  Universitätsgebäude  wiilirend  der  Feuersbrunst  von  1842  erntete 
er  wieder  die  allerhöchste  Anerkennung  des  Monarchen  und  erhielt 
überdies  den  Wladji mir- Orden  dritter  TvUs«e  Noch  zweimal  wurde 
er  durch  Ordensverleihungtn  ausgezeichnet  und  di'js  ihm  die  übHchen 
Titel:  Staatsrath  und  wirklnher  Staatsiath  und  die  Auszeichnungen 
fiir  zwanzig-,  fünfundzwanzi,^  und  dreissigjahnge  Dienstzeit  verliehen 
wurden,  versteht  sich  von  selbst. 


Kapitel  VJIl. 

Lobatschefskijs    wissenscliaftliche  Veröffentlichangen ,    insbesondre 

seine  geometrischen  Arbeiten  in  der  Zeit  von  J827— 1846. 

Eine  so  umfangreiche  und  aufreibende  amtliche  Thatigkeit,  wie 
sie  Lohatschefskij  während  seines  neunzehnjährigen  Itektorats  ent- 
faltet iiat,  würde  die  meisten  andern  Menschen  vollständig  in  Anspruch 
nehmen  und  ihnen  zu  wissenschaftlichen  Arbeiten  keine  Zeit  übrig 
lassen.  Nicht  so  hei  ihm:  es  ist  wahrlich  staunenswerth,  was  er  in 
dieser  Zeit,  trotz  seiner  Ueberhäufung  mit  Vorlesungen  und  Ver- 
waltungsge Schäften,  auch  noch  auf  wissenschaftlichem  Gebiete  geleistet 
hat  Wir  wollen  jetzt  einen  flüchtigen  Ueberblick  über  diese  Seite 
seiner  Thatigkeit  geben,  werden  aber  hier  nur  auf  die  geometrischen 
Schriften  etwas  näher  eingehen,  wahrend  wir  uns  bei  den  nichtgeo- 
metrischen mit  einer  blosen  Aufzählung  der  einzelnen  Abbandlungen 
begnügen. 

In  den  Jahren  1829  und  30  veröffentlichte  Lohatschefskij  im 
Kasaner  Boten  endhch  wenigstens  einen  Auszug  aus  der  „Exposition 
succinte",  die  er  182(3  der  physiko-mathematischen  Abtheilung  vorgelegt 
hatte.  Dieser  in  russischer  Sprache  abgefasste  Auszug,  der  den  Titel 
trägt:  „Ueber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie",  sichert  ihm,  wie  wir 
schon  erwähnt  haben,  die  Priorität  der  Veröffentlichung  gegenüber 
J.  Bolyai,  dessen  Appendix  erst  1831  gedruckt  und  1832  erschienen 
ist.  Dafür  ist  aber  wieder  zu  berücksichtigen,  dass  J.  Boiyais  Ap- 
pendix nur  eine  Anzahl  Sätze  voraussetzt,  die  Euklid  unabhängig 
vom  Parallelen axiome  bewiesen  hat,  sonst  aber  eine  wirklich  voll- 
ständige Begründung  der  nichteuklidischen  Geometrie  enthält,  die  aller- 
dings äusserst  knapp  gefasst  ist  und  deshalb  vom  rein   geometrischen 
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Staüdpuiikte  aua  manclies  zu  wünschen  übrig  liisst;  während  ( 
der  von  Lohatschefskij  veröffentlichte  Auszug  aus  der  „Exposition" 
zwar  Andeutungen  darüber  enthält,  wie  man  vom  Begriffe  der  Kugel- 
fiäche  ausgehend  die  ganze  Geometrie  aufhauen  kann,  andrerseits  jedoch 
eine  Reihe  neuer,  der  nichteuküdischen  Geometrie  eigenthüml icher 
öütze  ohne  Beweise  mittheilt.  Hinwiederum  darf  man  nicht  übersehen, 
dass  hei  Lobatschefskij  die  neue  Geometrie  gleich  in  einer  tür  An- 
wendungen unmittelbar  brauchbaren  Form  erscheint:  die  zur  Berech- 
nung geometrischer  Figuren  nöthigen  Formeln  sind  systematisch 
entwickelt,  und  eine  grosse  Anzahl  dahin  gehöriger  Aufgaben  ist 
voltständig  gelöst.  J.  Bolyai  giebt  in  dieser  Beziehung  nur  das 
allernothdürftigste :  man  sieht  zwar,  dass  er  den  Gegenstand  vollständig 
beherrscht,  aber  man  würde  doch  noch  eine  beträchtliche  geistige 
Arbeit  aufwenden  müssen,  wollte  man  auf  Grund  der  Andeutungen 
des  Appendix  selbständig  derartige  Aufgaben  in  Augriff  nehmen. 

Ferner  wollen  wir  noch  auf  Folgendes  aufmerksam  machen:  Lo- 
hatschefskij hat  später  in  den  „Neuen  Anfangsgründen"  das  nach- 
geholt, was  in  seiner  ersten  Arbeit  „Ueber  die  Anfangsgründe"  fehlte, 
er  hat  eine  vollständige,  zusammenhängende  Entwickelung  und  Dar- 
stellung seiner  neuen  Geometrie  geliefert,  eine  Darstellung,  au  der  auch 
vom  rein  geometrischen  Standpunkte  aus  verhültnissmässig  nicht  sehr 
viel  auszusetzen  ist.  Er  war  dabei  sichtlich  bestrebt,  die  Anfänge  der 
Geometrie  von  jeder  Beimischung  der  Aualysis  frei  zu  halten  und  die 
Geometrie  rein  synthetisch  soweit  zu  entwickeln,  bis  man  im  Stande 
ist,  jjede  Abhängigkeit  durch  Gleichungen  darzustellen  und  für  jede 
Art  geometrischer  Grössen  Ausdrücke  zu  geben".  Das  zeigt  sich  be- 
sonders darin,  dass  er,  hewusst  oder  unbewusst,  in  den  „Neuen  An- 
fangsgründen" von  der  Stetigkeit  nur  sehr  sparsamen  Gebrauch  macht 
und  dass  die  Zahl  der  Stelleu,  wo  er  die  Stetigkeit  benutzt,  während 
sie  doch  vermieden  werden  kaun,  äusserst  gering  ist.  Dagegen  hat 
J.  Boiyai  zwar  auch  angefangen,  eine  grosse  und  zusammenhängende 
Darstellung  der  Geometrie  auszuarbeiten,  aber  was  er  niedergeschrieben 
hat,  blieb  in  seinen  Papieren  vergraben  und  ist  niemals  erschienen. 
Was  davon  zur  Veröffentlichung  geeignet  ist,  wird  Stäckel  in  einiger 
Zeit  der  Allgemeinheit  zugänglich  machen,  und  es  wird  sich  dann 
wohl  zeigen,  dass  J.  Bolyai  bei  seiner  Darstellung  nach  ähuhcheu 
Grundsätzen  zu  Werke  gehen  wollte,  wie  sie  Lohatschefskij  that- 
sächlich  befolgt  hat.  In  dem  Appendix  freilich  hat  J.  Bolyai  unter 
dem  Zwange  des  Strebens  nach  äusserster  Kürze  und  Knappheit  einen 
nur  allzu  ausgiebigen  Gebrauch  von  der  Stetigkeit  gemacht. 

Um   endlich   die   Vergleichung   der   beiden   Begründer   der   nicht- 
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eukÜdischeu  Geometrie  zum  Abschluss  zu  bringen  und  Licht  und 
Schatten  in  gerechter  Weise  zu  vertheilen,  sei  noch  folgender  That- 
sache  gedacht:  In  seinem  Appendix  geht  J.  Bolyai  insbesondre  auch 
auf  die  der  nichteuklidischen  Geometrie  eigenthiimlichen  Konstruktions- 
aufgaben ein.  Zum  Beispiel  giebt  er  sehr  elegante  Lösungen  für  die 
beiden  Aufgaben:  durch  einen  gegebenen  Punkt  die  Parallelen  zu 
einer  gegebenen  Geraden  zu  ziehen  und  die  Gerade  zu  zeichnen,  die 
auf  dem  einen  Schenkel  eines  spitzen  Winkels  senkrecht  steht  und  /u 
dem  andern  Sehenkel  parallel  ist;  auch  zeigt  er,  dass  im  Falle  dei 
iiiehteuli lidischen  Geometrie  eine  geometrische  Quadratur  des  Kreises 
möglich  ist.  In  den  „Neuen  Anfangsgriinden"  Lobatschefskijs  und 
in  dessen  übrigen  Arbeiten  werden  Fragen  dieser  Art  niigend«  bt 
rührt,  nur  in  der  ersten  Abhandlung  „lieber  die  Anfangsgründe"  giebt 
es  Spuren,  aus  denen  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  htrrorgeht,  dass 
auch  er  im  Besitze  von  Konstruktionen  war,  die  zur  Lo'.ung  der 
beiden  zuerst  erwähnten  Aufgaben  dienen  können. 

Ausser  der  Abhandlung  „Ueber  die  Anfangsgründe"  enthält  der 
Kasaner  Bote  nur  noch  zwei  Arbeiten  von  Lobatschefskij:  einen 
1828  veröffentlichten  Auszug  aus  einer  akustischen  Abhandlung  von 
Wheatatone  und  die  erst  1832  gedruckte  Kektoratsrede  aus  dem 
Jahre  1828.  Im  Laufe  der  Zeit  stellte  sich  nämlich  immer  deutlicher 
heraus,  dass  der  Kasaner  Bote  nicht  lebensfähig  war.  Ursprünglich 
enthielt  er  friedlich  neben  einander  rein  wissenschaftliche  Arbeiten, 
populäre  Aufsätze,  üebersetzungen  aus  fremden  Sprachen,  politische 
Nachrichten  und  Regierungsverordnungen.  Dieses  Gemisch  der  ver- 
schiedenartigsten Gegenstände  konnte  niemanden  befriedigen,  zumal  da 
die  politischen  Nachrichten  wegen  des  seltenen  Erscheinens  der  Zeit- 
schrift jedesmal  längst  veraltet  waren.  Man  hatte  deshalb  seit  1828 
die  politischen  Nachrichten  allwöchentlich  als  „Zugabe  zum  Kasauer 
Boten"  herausgegeben,  während  von  der  eigentlichen  Zeitschrift  alle 
Monate  oder  alle  zwei  Monate  ein  Heft  erschien.  Aber  auch  das 
hatte  nichts  geholfen,  der  Absatz  blieb  ganz  unbedeutend  und  damit 
selbstverständlich  auch  die  Auflage,  Heutzutage  würde  man  schwer- 
lich noch  ein  Exemplar  des  Kasaner  Boten  von  1829  und  30  zu 
kaufen  bekommen,  wollte  man  es  auch  mit  Gold  aufwiegen. 

Unter  diesen  Umständen  wurde  das  Erscheinen  des  Kasaner  Boten 
mit  Ende  des  Jahres  1832  eingestellt.  Aber  Lobatschefskij  sorgte 
für  einen  Ersatz.  Auf  sein  Betreiben  wurde  nämlich  jetzt  eine  rein 
wissenschaftliche  Zeitschrift  geschaffen,  die  nur  Originalarbeiten  ent- 
halten sollte.  Es  sind  das  die  noch  heute  bestehenden  Utschönjja 
Sapiski,    die    Gelehrten    Schriften   der    Kasaner    Universität,    nnd    ihre 
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Gründung  ist  nicht  das  kleinste  unter  den  vielen  Verdiensten,  die  sich 
Lobatschefskij  um  diese  Hochschule  erworben  hat. 

Im  Jahre  1834  erschien  das  erste  Heft  der  Gelehrten  Schriften 
mit  einer  Vorrede,  in  der  Lobatschefskij  die  Vorgeschichte  und  den 
Plan  der  neuen  Zeitschrift  schildert.  Auch  enthielt  schon  dieses  erste 
Heft  eine  wissenschaftliche  Arbeit  von  seiner  Hand,  in  der  er  seine 
auf  S.  309  erwähnten  Untersuchungen  über  Gleichungen  von  der  l'orm: 
x"  —  1  =  0  fortsetzte.  Ebenso  brachte  das  zweite  Heft  des  Jahrgangs 
1834  eine  Abhandlung  von  ihm  über  trigonometrische  Reihen,  und 
auch  in  den  Jahren  1835 — 38  war  er  es  hauptsächlich,  der  den  Inhalt 
der  Gelehrten  Schriften  bestritt.  Ausser  einer  zweiten  grossen  Ab- 
handlung über  unendliche  Reihen,  die  1835  erschien,  bezogen  sich 
diese  Arbeiten,  drei  an  der  Zahl,  sämmtlich  a.iif  seine  neue  sogenannte 
imaginäre  Geometrie. 

Der  ersten,  1836  erschienenen  Arbeit,  gab  er  sogar  den  Titel 
„Imaginäre  Geometrie",  statt  aber  seine  neue  Geometrie  Schritt  fiir 
Schritt  zu  entwickeln,  wie  er  es  in  der  Abhandlung  „üeber  die  An- 
fangsgründe der  Geometrie"  wenigstens  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
gethaii  hatte,  schlug  er  hier  genau  den  umgekehrten  Weg  ein:  Er 
stellte  nämlich  von  vornherein  und  ganz  unvermittelt  die  Gleichungen, 
die  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Dreiecks  seiner  neuen 
Geometrie  bestehen,  als  etwas  Gegebenes  hin  und  bewies  nun  erstens, 
dass  diese  Gleichungen  ein  in  sich  widerspruchsfreies  System  bilden, 
und  zweitens,  dass  sie  für  Dreiecke  mit  unendlich  kleinen  Seiten  in 
die  Gleichungen  der  Euklidischen  Geometrie  übergehen.  Diesen  letztern 
Umstand  benutzte  er,  um  die  in  der  neuen  Geometrie  gültigen  Aus- 
drücke für  Bogenelemente ,  Flächenelomente  und  Baumelemente  auf- 
zustellen und  löste  dann  im  Grossi^n  und  Ganzen  dieselben  Aufgaben 
über  die  Berechnung  von  Bogenlängen,  Flächenräumen  und  Haumin- 
halten,  die  er  schon  in  der  Abhandlung  „üeber  die  Anfangsgründe" 
gelöst  hatte. 

Eine  Art  Fortsetzung  dieser  Arbeit  ist  die  1836  erschienene:  „An- 
wendung der  imaginären  Geometrie  auf  einige  Integrale",  doch  ist  sie, 
wie  schon  ihr  Titel  zeigt,  hauptsächlich  bestimmt,  die  Verwendbarkeit 
der  neuen  Geometrie  für  die  Integralrechnung  zu  zeigen,  ein  Gesichts- 
punkt, der  auch  schon  in  den  beiden  frühern  geometrischen  Arbeiten 
stark  hervorgehoben  wird. 

Die  dritte  und  umfangreichste  Arbeit  endlich  heisst;  „Neue  An- 
fangsgründe der  Geometrie"  und  vertheilt  sieh  von  1835  bis  1838  auf 
nicht  weniger  als  sechs  Hefte  der  Gelehrteji  Schriften.  Sie  ist  ein 
vollständiges  Lehrbuch  der  neuen  Geometrie  von  den  ersten  Anfängen 
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an  und  fiihri  diese  soweit,  bis  die  Gleichungen  für  die  geradlinigen 
und  die  sphärischen  Dreiecke  aufgestellt  sind.  Allerdings  fallen  die 
beiden  letzten,  183'*  erschienenen  Kapitel  dei'  „Neuen  Anfangsgründe" 
ganz  aus  dem  Rahmen  des  üebrigen  heraus  und  sind  wohl  nur  aus 
rem  zuf  illigpn  Gründen  unttr  demselben  Titel  veröifentlicbt ;  sie  haben 
namlich  mit  der  inaaginaren  Geometrie  gar  nichts  zu  thun  und  be- 
schd,ttigen  sich  nur  mit  der  Auflösung  der  geradlinigen  Dreiecke  der 
Euklidischen  Geometrie  und  mit  der  Auflösung  der  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecke. 

Man  kann  nicht  umhin  die  „Neuen  Anfangsgründe"  als  eine  wirk- 
lich meisterhafte  Leistung  zu  bezeichnen,  denn  so  wenig  man  leugnen 
wird,  dasa  sie  auch  ihre  Mängel  haben,  so  wenig  darf  man  diesen 
Mängeln  besondres  Gewicht  beilegen :  sie  verschwinden  neben  den 
Vorzügen  des  Werkes  fast  ganz.  Bedauerlicher  Weise  waren  aber 
Lobatschefskijs  Landsleute  noch  nicht  reif,  diese  Leistung  zu  wür- 
digen: gerade  seine  geometrischen  Arbeiten  begegneten  in  Russland 
Überall  entweder  vollkommener  Gleichgültigkeit  oder  verständnisa losem 
Widerspruche. 

So  erschien  z.  B.  1834  in  der  Petersburger  Zeitschrift  „Syii 
0 tj ets ehest wa"  (Sohn  des  Vaterlandes)  eine  geradezu  kränkende  Be- 
sprechung der  Arbeit  „lieber  die  Anfangsgründe".  Der  offenbar  nicht 
sehr  sachkundige  Verfasser  dieser  Besprechung  behauptete,  die  Arbeit 
tauge  nichts,  neil  er  unter  den  Beispielen  ein  „abgeschmacktes"  Inte- 
gral gefunden  habe.  In  der  1835  gedruckten  „Imaginären  Geometrie" 
beklagt  sich  Lobatschefskij  darüber,  dass  eine  von  ihm  im  No- 
vember 1834  eingesandte  Entgegnung  noch  jetzt,  nach  fünf  Monaten, 
nicht  aufgenommen  worden  sei,  ja  er  kommt  an  einer  spätem  Stelle 
derselben  Arbeit  noch  ein  zweites  Mal  auf  jene  abfallige  Kritik  zu- 
rück und  zwar  bei  Gelegenheit  eines  Integrals,  das  nach  einer  später 
von  Dirichlet  eingeführten  Benennung  als  ein  DiskonfcinuitUtsfaktor 
zu  bezeichnen  wäre  Er  meint,  der  bewusste  Recensent  müsse  ent- 
weder recht  unerfahren  sein  oder  allzu  voreilig  mit  seinem  Urteile, 
da  er  solche  bereits  bei  Poisson  vorkommende  Integrale  abge- 
schmackt nenne.  Es  scheint,  daas  jene  Entgegnung  überhaupt  un- 
ge druckt  geblieben  ist. 

Nun  ist  es  allerdings  sehr  begreiflich,  dass  die  Arbeit  „Ueber  die 
Anfangsgründe"  nicht  verstanden  wurde,  denn  sie  stellte  in  der  That 
für  die  damalige  Zeit  an  den  Leser  sehr  hohe  Ansprüche;  dieser  musste 
sich  nicht  nur  in  ganz  neue,  ungewohnte  Vorstellungen  hineindenken, 
sondern  sah  sich  auch  vor  die  Aufgabe  gestellt,  die  zahlreichen,  oft 
gar  nicht   leichten  Rechnungen,  die  Lobatschefskij   grössten  Theils 
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nur  angedeutet  hatte,  selbständig  auszuführen;  nicht  zu  gedenken  der 
Dructfehler,  die  diese  Aufgabe  noch  erschwerten.  Desgleichen  waren 
auch  die  „Imaginäre  Geometrie"  und  die  „Anwendung  der  imaginären 
Geometrie"  alles  andre  als  leicht  lesbar.  Dagegen  fallen  bei  den 
„Neuen  Anfangsgründen"  alle  diese  Entschul  digungs  grün  de  weg,  denn 
von  der  Einleitung  abgesehen,  die  hie  und  da  dem  Verständnisse 
Schwierigkeiten  bereitet,  sind  die  „Neuen  Anfangsgründe"  durchaus 
klar  und  verständlich  gesehriehen,  Weuu  also  auch  diese  Arbeit  bei 
den  russischen  Mathematikern  keine  Beachtung  und  Anerkennung  fand, 
so  liegt  die  Schuld  daran  lediglich  an  Lobatschefskijs  Landaleuten, 
nicht  an  ihm. 

Ausser  den  vorhin  erwähnten  Veröffentlichungen  in  den  Gelehrten 
Schriften  sind  noch  eine  ganze  Reihe  andre  zu  nennen.  Im  Jahre 
1833  gab  er  sein  Lehrbuch  der  Algebra  heraus,  dessen  Manuskript, 
wie  wir  wissen,  schon  1825  beendet,  aber  damals  nicht  zum  Drucke 
gelangt  war.  Im  fönenden  Jahre  schickte  er  nach  Moskau  eine  Abhandlung 
„lieber  die  Bedingungsgleichuogeu  für  die  Bewegung  und  die  Lage 
der  Hauptdrehungsaxen  eines  starren  Körpers",  die  1835  in  den  Ge- 
lehrten Schriften  der  Moskauer  Universität  gedruckt  wurde.  Hierzu 
kommen  einige  Arbeiten  in  französischer  und  deutscher  Sprache,  wäh- 
rend die  bisher  erwähnten  alle  russisch  abgefasst  sind. 

Die  1835  in  den  Kasaner  Gelehrten  Schriften  herausgegebene 
„Imaginäre  Geometrie"  ist  nichts  andres  als  eine  wenig  veränderte 
Bearbeitung  einer  Abhandlung,  die  Lobatschefskij  schon  vorher 
unter  dem  Titel  „Geometrie  imaginaire"  au  Grelle  geschickt  hatte, 
die  aber  freilich  erst  1837,  im  17.  Bande  des  Crelleschen  Journals,  er- 
schienen ist.  Durct  die  VeröffentlichuDg  dieser  Arbeit  wollte  er 
jedenfalls  seine  geometrischen  Entdeckungen  allen  europäischen  Ma- 
thematikern zugänglich  machen,  da  er  ja  doch  nicht  erwarten  konnte, 
dass  diese  die  russischen  Arbeiten  lesen  würden,  wenn  sie  sie  über- 
haupt zu  Gesicht  bekamen.  Leider  aber  war  die  in  der  „Geometrie 
imaginaire"  gewählte  Darstellung  zu  diesem  Zwecke  nicht  sehr  geeignet, 
ja  sie  konnte  dem  Verständnisse  und  der  Verbreitung  seiner  Ideen  nur 
hinderlich  sein;  das  wird  man  schon  aus  dem  Wenigen  ahnen,  was 
wir  vorhin  zur  Cbarakterisirung  der  russischen  Bearbeitung  der  „Geo- 
metrie imaginaire"  gesagt  haben. 

Lobatschefskij  mochte  das  selbst  fühlen  und  entschloss  sich 
daher,  in  deutscher  Sprache  eine  ganz  kurze  und  möglichst  elementare 
Bearbeitung  seiner  Geometrie  herauszugeben.  Diese  erschien  1840  in 
Berlin  als  selbständiges  Schriftchen  unter  dem  Titel:  „Geometrische 
Untersuchungen   zur  Theorie   der  Parallellinien".     Er  hatte  darin  eine 
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Darstelluug  gewählt:,  die  allen  bÜligen  Anforderungen  entsprach.  Nur 
im  Anfange  waren  ohne  Beweis  einige  wenige  Sätze  zusammengestellt, 
die  er  für  das  Folgende  brauchte,  die  aber  schon  bei  Euklid  unab- 
hängig vom  Parallelenasiome  bewiesen  sind.  Alle  übrigen  Sätze  waren 
streng  bewiesen,  in  der  Hauptsache  so  wie  in  den  „Neuen  Anfangs- 
gründen", doch  waren  auch  an  mehreren  Stellen  die  Beweise  nicht 
unwesentlich  vereinfacht.  Die  Entwickeliing  hatte  er  so  weit  geführt, 
dass  die  trleichungen  für  die  geradlinigen  Dreiecke  der  neuen  Geo- 
metrie vollständig  abgeleitet  waren.  Am  Schlüsse  wies  er  noch  auf 
den  Zusammenhang  hin,  der  zwischen  diesen  Gleichungen  uud  denen 
der  sphärischen  Trigonometrie  besteht.  Das  Ganze  setzte  fast  gar 
keine  Vorkenntnisse  voraus,  war  klar  geschrieben  und  bot  dem  Ver- 
ständniss  durchaus  keine  Schwierigkeit. 

Trotz  alledem  blieben  die  „Geometrischen  Untersuchungen"  genau 
ebenso  unbeachtet,  wie  die  „Geometrie  imaginaire".  Vermuthlich 
hörten  Überhaupt  nur  die  wenigsten  Mathematiker  etwas  von  ihrem 
Erscheinen,  und  wer  konnte  ahnen,  dass  eben  dieses  dünne,  xmschein- 
bare  Heftchen  von  61  Kleinoktavseiten  die  Lösung  des  Parallelen- 
räthsels  enthielt,  das  seit  Euklids  Zeiten  unzähligen  Menschen  Kopf- 
zerbrechen verursacht  hatte  und  das  jahraus  jahrein,  aber  immer  ver- 
gebens, in  so  und  so  vielen  Schriften  bearbeitet  wurde? 

So  schien  es,  dass  Lobatschefskij  die  Anerkennung  seiner 
geometrischen  Entdeckungen,  die  seine  Landsleute  ihm  versagten, 
auch  ausserhalb  Russlands  nicht  finden  könne.  Und  doch  gab  es 
wenigstens  einen  Mathematiker,  der  seine  Leistungen  zu  schätzen 
wusste,  einen,  dessen  Urteil  ihn  über  die  Gleichgültigkeit  und  Ver- 
stand nisslosigkeit  aller  andern  trösten  konnte  und,  wir  dürfen  es  hoffen, 
auch  getröstet  hat.    Dieser  eine  war  Gauss. 

Allem  Anscheine  nach  war  Gauss  auf  die  „Geometrischen  Unter- 
suchungen" zuerst  durch  eine  in  Gersdorfs  Repertorium  der  deutschen 
Literatur  erschienene  Anzeige  aufmerksam  geworden,  die  er  selbst  als 
„höchst  albern"  bezeichnet.  Von  einem  gewissen  Knorre  —  so  schreibt 
er  den  Namen  in  einem  1841  an  Encke  gerichteten  Briefe,  dem  ich 
diese  Thatsachen  entnehme  —  von  diesem  Knorre  also  hatte  er 
dann  „eine  kleine  in  russischer  Sprache  geschriebene  Abhandlung" 
Lobatschefskijs  bekommen,  die  ihn  schon  deshalb  besonders  anzog, 
weil  er  damals  anfing,  „das  Russische  mit  einiger  Fertigkeit  zu  lesen". 
Durch  das  Studium  dieser  beiden  Arbeiten  fasste  er  ein  lebhaftes  In- 
teresse für  den  „scharfsinnigen  rassischen  Mathematiker"  und  gab  in 
verschiedenen  Briefen  an  Encke,  Gerling  und  Schumacher  seiner 
hohen  Meinung  über  Lobatschefskij   unverhohlen  Ausdruck.     Da  er 
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es  jedoch  grundsätzlich  vermied,  sich  in  seinen  Veröffentlichungen 
über  die  Frage  der  Parallelen  theo  rie  auszusprechen,  so  hat  er  in  seinen 
gedruckten  Arbeiten  den  Namen  Lobatsehefskij  niemals  erwähnt, 
ebensowenig  wie  er  jemals  J.  Bolyai  genannt  hat,  dessen  Appendix  er 
doch  auch  seinerzeit  mit  wahrer  Bewunderung  gelesen  hatte.  Immer- 
hin that  er  l'ür  Lobatsehefskij  wenigstens  soviel,  dass  er  1842 
dessen  Wahl  zum  Korrespondenten  der  Gijttinger  Gesellachaft  der 
Wissenschaften  veranlasste  und  die  Uebersendung  des  Diploms  mit 
einem  eigenhändigen  Briefe  begleitete.  Es  unterliegt  wohl  keinem 
Zweifel,  dass  diese  ganz  unerwartete  Anerkennung  Lobatsehefskij 
eine  ganz  besondere  Freude  und  Genugthuung  bereitet  hat,  zumal  sie 
von  einem  Manne  kam,  den  zu  bewundern  er  schon  in  seiner  Jugend 
gelernt  hatte.  Das  an  Gauss  gerichtete,  noch  erhaltene  Dankschreiben 
Lobatschefskijs  stammt  aus  dem  Juni  1843;  es  ist  allerdings  von 
der  Hand  eines  Schreibers  und  von  Lobatsehefskij  nur  unterzeichnet. 
Der  „unglückliehe  Brand  der  Stadt"  trug  die  Schuld  an  der  Ver- 
zögerung der  Antwort,  denn  er  hatte,  wie  es  in  dem  Schreiben  heisst, 
Lobatschefskijs  Gesundheit  und  auch  seine  „persönlichen  Au gelegen- 
heiten  etwas  zerstört"  und  ihn  ,,ausserdem  noch  mit  einer  Menge  be- 
sonderer Dienstgeschäfte  iiberhiluft". 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig  anzugeben,  was  Lobatsehefskij 
sonst  noch  während  seines  Rektorats,  also  bis  zum  Jahre  1840  ver- 
öffentlicht hat. 

In  erster  Linie  ist  da  zu  nennen  eine  deutsch  geschriebene  Ab- 
handlung „üeber  die  Convergenz  <Jer  unendlichen  Reiben",  die  in 
Kasan  1841  als  Beilage  zu  den  von  Ernst  Knorr  herausgegebenen 
„Meteorologischen  Beobachtungen  aus  dem  Lehrbezirk  der  Universität 
Kasan"  erschienen  ist.  lieber  den  Inhalt  der  Abhandlung  werden  wir 
später  sprechen,  hier  nur  einiges  über  die  Vorgeschichte  der  ganzen 
Veröffentlichung,  die  von  Lobatschefskijs  vielseitigem  wissenschaft- 
lichen Interesse  Zeugniss  ablegt. 

Schon  im  Jahre  1828  waren  einige  Zöglinge  der  Universität  Kasan 
beauftragt  worden,  regelmässige  meteorologische  Beobachtungen  anzu- 
stellen. Die  Aufsieht  über  diese  Beobachtungen,  die  im  Kasaner  Boten 
abgedruckt  wurden,  hatte  zuerst  der  Professor  der  Physik  Kupffer 
übernommen  und  dann,  als  Kupffer  noch  in  demselben  Jahre  als 
Mitglied  der  Akademie  nach  Petersburg  berufen  worden  war,  Loba- 
tsehefskij. Das  dauerte  bis  zum  Anfange  des  Jahres  1833,  wo  Ernst 
Knorr  die  Professur  der  Physik  und  damit  zugleich  die  Leitung  der 
meteorologischen  Beobachtungen  übernahm. 

Dass  Lobatsehefskij  auch  nach  diesem  Zeitpunkte  immer  noch 
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regen  Antlieil  an  der  Sache  liahm,  zeigt  eben  jene  Veröffentiichung 
aus  dem  Jahre  1841.  Wir  haben  aber  dafür  noch  einen  andern  Be- 
weis. Es  wird  berichtet,  dass  er  sich  mit  grossem  Eifer  an  Beobach- 
tungen über  die  Temperatur  des  Erdbodens  betheih'gte.  Dazu  wurde 
auf  dem  Hofe  der  Universität  ein  Brunnen  angelegt,  der  bis  zu  einer 
Tiefe  von  S'2  Metern  reichte  und  in  dem  man  gegen  20  Thermometer 
vertheilte.  Die  Zahl  der  gemachten  Beobachtungen  belief  sich  1833 
und  1834  jährlich  auf  mehr  als  3000.  Wegen  des  Auftretens  grosser 
Mengen  von  Kohlensäure  wurden  die  Beobachtungen  1835  aufgegeben, 
aber  1841  liess  sie  Lobatschefskij  wieder  beginnen  und  richtete  ' 
dabei  seine  Aufmerksamkeit  namentlich  auf  die  Temperatur  der  vege- 
tabilischen Bodenschicht;  um  diese  Temperatur  zu  messen  ersann  er 
sogar  ein  Metallthermometer  von  eigner  Konstruktion. 

Der  vorhin  erwähnte  Knorr  ist  für  uns  aus  zwei  Gründen  von 
besonderm  Interesse.  Erstens  ist  er  es  wahrscheinlich  gewesen,  der 
Gauss  jene  „kleine  in  russischer  Sprache  geschriebene  Abhandlung" 
Lobatschefskijs  verschafft  hat.  Zu  vermuthen  ist  das  deshalb,  weil 
sich  Knorr  eben  mit  Lobatschefskijs  geometrischen  Untersuchungen 
eifrig  beschäftigt  hat  und  weil  er  gerade  im  Jahre  1840  im  Auftr^e 
der  russischen  Regierung  neun  Monate  lang  die  Schweiz,  Deutschland, 
England  und  Frankreich  bereist  hat,  um  physikalische  Apparate  zu 
kaufen;  dagegen  ist  wohl  kaum  anzunehmen,  dass  der  Astronom 
K.  F.  Knorre  aus  Dorpat,  der  von  1821  ab  an  der  St  euer  mann  sschule 
und  später  an  der  Sternwarte  von  Nikoläjef  gewirkt  hat,  Gaussens 
Bekanntschaft  mit  den  Arbeiten  Lobatschefskijs  vermittelt  haben 
sollte.  Vermuthlich  hat  also  Gauss  irrthümlich  Knorre  statt  Knorr 
geschrieben. 

Zweitens  ist  aber  Knorr  auch  deswegen  interessant,  weil  er  trotz 
jahrelangen  Verkehrs  mit  Lobatschefskij  und  trotz  aller  Bewun- 
derung für  dessen  Leistungen  sich  nicht  zu  der  neuen  Geometrie  hat 
bekehren  können.  In  Kijef,  wohin  er  1843  berufen  worden  war,  hat 
er  1849  einen  „Versuch  einer  Darstellung  der  Elemente  der  Geometrie" 
veröffentlicht,  in  dessen  Vorrede  er  die  „Geometrischen  Untersuchungen" 
erwähnt  und  bemerkt;  „es  gehört  in  der  That  eine  nicht  gewöhnliche 
Freiheit  des  Geistes  dazu,  eine  solche  Untersuchung,  bey  welcher  stets 
ein  gewisses  inneres  Gefühl  die  Zulässigkeit  der  ursprünglichen  An- 
nahme [dass  die  Winkelsumme  im  Dreiecke  kleiner  ist  als  zwei  Rechte] 
zurückweist,  so  durchzuführen,  wie  diess  von  Lobatschewsky  geschehen 
ist.''  Aber  er  fügt  hinzu:  „Um  so  mehr  muss  ich  bedauern  nicht  die 
Ansicht  Lobatschewsky 's  theilen  zu  können,  dass  neben  der  euclidischen 
Geometrie    noch    eine    andere,     die    von    ihm    sogenannte    imaginäre 
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Geometrie,  möglich  aey,  denn  meiner  ÄEsicht  nach  zeigt  seine  Arbeit 
nur,  dasa  auf  dem  von  ihm  betretenen  Wege  der  Beweis  dessen  wa8 
zu  beweisen  gefordert  wird,  nicht  erlangt  werden  kann,  aber  nicht 
dass  es  keinen  anderen  Weg  gebe,  der  znra  Ziele  führe."  Sein  Buch 
ist  <3enn  auch  ein  neuer,  selbatveratündlieh  verunglückter  Versuch,  die 
Eiiklidische  Parallelentheorie  zu  retten. 

Ausser  der  1841  erschienenen  Arbeit  über  unendliche  Reihen 
haben  wir  hier  noch  drei  Veröffentlichungen  Lobatschefskijs  zu 
erwähnen. 

Im  Jahre  1842  erschien  im  24.  Bande  des  Crelleschen  Journals  eine 
ganz  kurze  Arbeit  von  ihm  unter  dem  Titel:  ,,Sur  la  probabilite  des 
resultats  moyena,  tires  des  observationa  repetees".  Sie  ist  nichts 
weiter  als  eine  gross tentheils  wörtliche  Uebersetzung  eines  Abschnitts 
aus  dem  1838  herausgegebenen  zwölften  Kapitel  seiner  „Neuen  An- 
fangsgründe". 

In  demselben  Jahre  wurde  Lobatschefskij  zugleich  mit  Simonof 
von  der  Regierung  nach  Pensa  geschickt,  um  dort  die  am  24.  Juni 
(6.  Juli)  stattfindende  totale  Sonnenfinsterniss  zu  beobachten,  woran 
sich  die  schon  früher  erwähnte  Revision  der  Gymnasien  des  Gouverne- 
ments Pensa  schloss.  Zurückgekehrt  veröffentlichte  er  in  den  Kasaner 
Gelehrten  Schriften  und  im  Journale  des  Ministeriums  für  Volksbildung 
einen  ausführlichen  Bericht  über  die  Sonnenfinsterniss,  der  besonders 
deshalb  merkwürdig  ist,  weil  er  darin  seine  Ansichten  über  die  Ent- 
stehung der  Sonnenkorona  und  über  die  verschiedenen  Lichttheorieen 
auseinandersetzt. 

Im  Jahre  1845  erwarb  Popöf,  Lobatschefakijs  Schüler  und 
späterer  Nachfolger  auf  dem  Lehrstuhle  der  reinen  Mathematik,  den 
Doktorgrad  mit  einer  Arbeit  „Ueber  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen der  Hydrodynamik".  Dem  Abdrucke  dieser  Arbeit  hatte 
Lobatschefskij  eine  ausführliche  Beurteilung  hinzugefügt,  in  der 
er  zugfeich  auch  noch  eigne  Ergebnisse  mittheilte.  Später,  als  er 
zeitweilig  den  Posten  eines  Kurators  des  Kasaner  Lehrbezirks  zu  ver- 
sehen hatte,  regte  er  an,  es  solle  zukünftig  überhaupt  jeder  Doktor- 
dissertation eine  ausführliche  gedruckte  Beurteilung  beigegehen  werden; 
jedoch  fand  dieser  Plan  iin  Senate  Widerstand  und  kam  infolgedessen 
nicht  zur  Ausführung. 
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Kapitel  IX. 

Die  letzten  Lebensjahre.     Lobatscliefskij  als  Mensch 

und  als  Lehrer. 

Wir  brechen  jetzt  die  Aufzählung  der  wissenschaftlichen  Arbeiten 
Lobatschefskijs  ab  und  wentJen  uns  zur  Betrachtung  des  letzten 
Jahrzehnts  seines  Lebens. 

Mit  dem  Jahre  1841  waren  fünfundzwanzig  Jahre  vergangen, 
seitdem  Lobatschefskij  zum  Professor  ernannt  worden  war  Von 
diesem  Zeitpunkte  ab  gehörte  er  nach  den  in  Russland  gültigen  Be 
Stimmungen  zu  den  pensionirten  Professoren,  doch  war  er  mit  dem 
Titel  eines  Honorarprofessors  noch  auf  fünf  Jahre  in  semei  Stellung 
belassen  worden.     Im  Juli  1846  waren  auch  diese  fünf  JahiP  zu  Ende 

Obgleich  nun  Lobatschefskij  im  Jahre  vorher  noch  einmal  auf 
vier  Jahre  zum  Rektor  gewählt  worden  war,  und  obgleich  der  Senat 
an  das  Ministerium  die  dringende  Bitte  richtete,  ihm  nochmal*?  tun! 
Jahre  zuzugeben,  „da  es  für  den  Senat  eine  grosse  Ehre  sein  werde, 
einen  so  hervorragenden  Gelehrten  und  so  erfahrenen  Professor  unter 
seinen  Mitgliedern  zu  haben",  so  wurde  trotzdem  darauf  keine  Röck- 
sicht genommen.  Durch  eine  kaiserliche  Entschliessung  vom  28.  August 
(9.  September)  1846  wurde  er  von  seinen  Äemtern  als  Professor  und 
Rektor  entbunden  und,  da  gerade  um  dieselbe  Zeit  Mussin-Puschkin 
nach  Petersburg  versetzt  wurde,  zum  Stellvertreter  des  Kurators  er- 
nannt. Diesen  Posten  hat  er  bekleidet,  bis  er  im  November  1855 
ganz  in  den  Robestand  versetzt  wurde. 

Als  Vertreter  des  Kurators  leitete  er  die  Verwaltung  der  Uni- 
versität bis  zur  Ankunft  des  neuen  Kurators  Molostwöf,  die  1847 
erfolgte.  Aber  merkwürdig:  so  lange  er  Rektor  gewesen  war,  hatte 
zwischen  ihm  und  dem  Senate  stets  ungestörte  Einigkeit  geherrscht, 
in  seiner  neuen  Stellung  gerieth  er  sofort  iii  Streitigkeiten  mit  dem 
Senate.  Woran  das  lag,  ist  nicht  ganz  aufgeklärt,  doch  seheint  es, 
dass  Simonof,  den  man  zu  seinem  Nachfolger  im  Rektorate  gewühlt 
hatte,  die  Schuld  mit  trug:  wenigstens  wird  dieser  als  ein  ziemlich 
eitler  Mann  geschildert,  der  schon  lange  nach  dem  Rektorposten  lüstern 
gewesen  war.  Wie  dem  auch  sei,  Lobatschefskij  sah  seinen  wohl- 
verdienten und  so  lange  behaupteten  Einfluas  zusehends  schwinden. 
Nach  der  Ankunft  des  neuen  Kurators  zog  er  sich  daher  von  den 
Geschäften  fast  ganz  zurück  und  wirkte  nur  noch  bei  den  Aufnahme- 
prüfungen und  bei  den  andern  Prüfungen  mit. 
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Die  Gemüthsbewegungeiij  die  dieser  jähe  Wechsel  seiner  Stellung 
an  seiner  geliebten  Universität  in  ihm  hervorrief,  heeiufiussten  auch 
sein  körperliches  Befinden  ungünstig  und  verminderten  seine  Wider- 
standskraft. Die  länger  als  zwei  Jahrzehnte  hindurch  fortgesetzte 
übermässige  Anspannung  seiner  Kräfte  rächte  sich  jetzt:  seine  Gesund- 
heit, die  schon  früher  gelitten  hatte,  nahm  mit  Riesenschritten  ab. 
Dazu  kam  schwerer  Kummer  in  seiner  Familie.  Er  hatte  1832  ge- 
beirathet,  und  seine  Gattin  hatte  ihm  drei  Söhne  und  eine  Tochter 
geschenkt.  Den  ältesten,  1833  geborenen  dieser  Söhne  musste  er 
Anfang  der  fünfziger  Jahre  als  hoffnungsvollen  Studenten  sterben 
sehen.  Dies  Alles  brach  seine  Kraft,  und  in  den  letzten  Jahren  seines 
Lebens  machte  der  eben  erst  sechzigjährige  den  Eindruck  eines  hin- 
ialligen  Greises. 

Auch  sein  Augenlicht  nahm  immer  mehr  ab  und  ging  zuletzt 
gänzlich  verloren.  Trotzdem  fuhr  er  fort,  die  Universitätsversamm- 
lungen zu  besuchen,  die  Doktordisputatiouen  und  akademischen  Reden 
anzuhören.  Noch  ganz  kurz  vor  seinem  Tode  stellte  er  sich  persön- 
lich in  Uniform  dem  Minister  für  Volksbildung  vor,  der  Kasan  be- 
suchte. Das  war  seine  letzte  Anstrengung  im  Dienste  der  Pflicht. 
Am  12.  (24.)  Februar  1856  starb  er. 

Wissenschaftlich  fchätig  war  Lobatschefskij  auch  noch  in  diesen 
letzten  zehn  Jahren  seines  Lebens.  Eine  im  Jahre  1852  zugleich 
russisch  und  deutsch  veröffentlichte  Arbeit  über  bestimmte  Integrale 
beweist  das.  Namentlich  aber  beschäftigte  er  sich  immer  wieder  mit 
seiner  imaginären  Geometrie.  Einmal  —  mehrere  Jahre,  nachdem  er 
von  seiner  Professur  entbunden  worden  war  —  hielt  er  vor  einem 
auserlesenen  Zuhörerkreise  von  Universitatsprofessoren  und  Gymnasial- 
lehrern eine  längere  Reihe  von  \'orträgen  über  seine  neuen  Anfangs- 
gründe der  Geometrie,  und  als  im  Jahre.  1855  das  fünfzigjährige  Ju- 
biläum der  Universität  Kasan  gefeiert  werden  sollte,  da  raffte  er  seine 
letzten  Kräfte  zusammen,  um  einen  würdigen  Beitrag  zu  der  Samm- 
lung wissenschaftlicher  Abhandlungen  zu  spenden,  die  die  Universität 
bei  dieser  Gelegenheit  herauszugeben  vorhatte.  „PangeometrJe"  nannte 
er  diesen  Beitrag,  in  dem  er  nochmals  eine  ausführliche  Darstellung 
seines  geometrischen  Systems  gab,  um  zum  Ausdrucke  zu  bringen, 
das 8  dieses  System  die  gewöhnliche  Euklidische  Geometrie  als  be- 
sonderen Fall  umfasse. 

Die  Pangeometrie,  die  sowohl  in  französischer  als  in  russischer 
Sprache  erschien,  war  Lobatschefskijs  letzte  wissenschaftliche  Ar- 
beit. Noch  vor  der  Beendigung  des  Druckes  erblindete  er;  es  heisst 
sogar,  er  habe  sie  einigen  seiner  Schüler  in  die  Feder  diktirt. 
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Leider  war  es  ihm  niclit  vergönnt  bei  Lebzeiten  seine  geometrischen 
Arbeiten  in  seinem  Vaterlande  anerkannt  zu  sehen.  Noch  1853  er- 
schien von  dem  Äliademiker  Bunjakofskij  in  Petersburg  eine  um- 
fangreiche Arbeit  über  die  ParallelHnien,  in  der  Lobatschefskij 
nicht  einmal  erwähnt  ist!  Auch  unter  seinen  zahlreichen  Schülern  fand 
sich  beiner,  der  diese  Arbeiten  fortgesetzt  hätte.  Die  einzige  Aus- 
zeichnung, die  ihm  von  einer  wissenschaftlichen  Körperschaft  seines 
Vaterlandes  zu  Theil  geworden  ist,  kam  von  der  Moskauer  Universität: 
bei  Gelegenheit  ihres  hundertjährigen  Jubiläums  ernannte  ihn  diese 
zu  ihrem  Ehren mitgliede.  Das  Ausland  blieb,  von  Gauss  abgesehen, 
theilnamelos. 

Lobatschefskij  war  mittleren  Wuchses.  Die  Bilder,  die  man 
von  ihm  besitzt,  zeigen  ein  ernstes,  strenges  Gesicht;  auf  einem  Bilde, 
das  aus  seinen  letzten  Lebensjahren  stammt  und  das  unserm  Buche 
beigegeben  ist,  sieht  er  fast  mürrisch  aus.  Als  ein  ernster,  finster 
blickender,  unzugänglicher  und  wortkarger  Mann  lebte  er  auch  iii  der 
Erinnerung  derer,  die  nur  den  von  Alter  und  Krankheit  gebeugten 
Greis  gesehen  hatten.  In  seiner  Jugend  muss  er  lebhaft,  ja  feurig 
gewesen  sein ;  eine  aufreibende  Thätigkeit  im  Dienste  seiner  Universität, 
schwere  Erfahrungen,  die  auch  ihm  nicht  erspart  blieben,  sie  hatten 
ihn  so  verschlossen  und  wortkarg  gemacht.  Gleichwohl  bewahrte  er 
sich  lebenslang  ein  warmes  Herz,  und  wahrhaft  väterlich  war  seine 
Liebe  zur  studirenden  Jugend.  Als  Rektor  hat  er  nicht  wenige  Stu- 
denten vor  den  Folgen  jugendlicher  Uebereilungen  bewahrt  und  sieh 
bei  allen  ein  ehrfurchtsvolles  Andenken  gesichert.  Namentlich  aber 
war  er  stets  bereit,  begabte  junge  Leute  auf  alle  Weise  zu  unter- 
stützen und  zu  fördern.  Man  erzählt  dafür  verschiedene  Beispiele. 
Einen  Handlungsdiener  Namens  Bolzani  fand  Lobatschefskij  hinter 
dem  Ladentische  damit  beschäftigt,  ein  mathematisches  Buch  zu  lesen. 
Er  ermöglichte  dem  jungen  Manne  den  Eintritt  in  das  Gymnasium 
und  dann  den  Besuch  der  Universität,  und  aus  dem  Handlungsdiener 
wurde  später  der  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Kasan. 
Eines  armen  Priesters  Sohn  war  zu  Fuss  aus  Sibirien  nach  Kasan 
gekommen,  gänzlich  mittellos;  mit  Lobatschefskijs  Hülfe  gelang  es 
ihni  in  die  medicinische  Fakultät  einzutreten.  Nachdem  er  später  als 
Arzt  eine  geachtete  Stellung  erworben  hatte,  vermachte  er  aus  Dank- 
barkeit der  Universität  seine  kostbare  Bücher  Sammlung. 

Der  hervorstechendste  Zug  in  Lobatschefskijs  Charakter  war 
jedoch  seine  Gewissenhaftigkeit  und  sein  unermüdhcher  Pflichteifer.  In 
einem  dem  Andenken  seines  Lehrers  gewidmeten  kurzen  Aufsatze  erzählt 
Popof,  einer  der  Kollegen  Lobatschefskijs   habe   sich   über  diesen 
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80  ausgesprochen:  „Es  gab  für  ihn  im  Dienste  und  in  der  Wissen- 
schaft nichts  Untergeordnetes;  was  er  auch  angriff,  Alles  war  in  seinen 
Augen  von  der  grössten  Wichtigkeit,  Alles  that  er  mit  ganzem  Herzen 
und  mit  voller  Ueberzeugnng  von  dem  Nutzen  seiner  Arbeit.  Niemals 
entzog  er  sich  seinen  Verpflichtungen  und  in  vielen  Fällen  nahm  er 
freiwillig  Arbeiten  auf  sich."  Ich  denke,  denselben  Eindruck  wird 
man  aus  den  von  mir  angeführten  Tbatsachen  gewonnen  haben. 

Ueber  Lobatschefskij  als  Lehrer  sagt  derselbe  Popof  Folgen- 
des; „Im  Hörsaale  verstand  es  Lobatschefskij  scharfsinnig  oder  hin- 
reissend zu  sein  je  nach  dem  Gegenstande  seines  Vortrags.  Im  All- 
gemeinen glich  sein  gesprochener  Stil  dem  geschriebenen  nicht. 
Während  sich  seine  Abhandlungen  durch  einen  knappen  \\nd  nicht 
immer  ganz  klaren  Stil  auszeichneten,  liess  er  es  sieh  im  Hörsaale 
angelegen  sein,  seine  Auseinandersetzungen  recht  klar  zu  geben,  in- 
dem er  zunächst  auf  synthetischem  Wege  specielle  Aufgaben  löste  und 
dann  auf  analytischem  Wege  die  allgemeinen  behandelte.  Um  den 
Mechanismus  der  Bechnung  kümmerte  er  sich  wenig,  sondern  vor 
allen  Dingen  um  die  Scharfe  der  Begriffe,  Auf  der  Tafel  schrieb  er 
nicht  schnell,  vielmehr  sorgfältig;  Formeln  schrieb  er  schön,  damit 
die  Phantasie  des  Zuhörers  sieh  mit  Vergnügen  die  Gegenstände  des 
Unterrichts  wieder  vergegenwärtige.  Er  liebte  es  mehr,  selbst  zu 
lehren,  als  die  Schriften  andrer  auszulegen,  und  üherliess  es  daher 
seinen  Zuhörern,  sich  mit  der  gelehrten  Literatur  bekannt  zu  machen. 
Seine  öffentlichen  Vorträge  über  Physik  zogen  ein  zahlreiches  Publikum 
in  seinen  Hörsaal,  und  die  Vorlesungen  für  einen  auserwählten  Zu- 
hörerkreis, in  denen  er  seine  neuen  Anfangsgründe  der  Greometrie 
entwickelte,  können  mit  Fug  und  Recht  als  äusserst  scharfsinnig  be- 
zeichnet werden." 

Hören  wir  endlich  noch,  was  Popof  über  Lobatschefskij  als 
Examinator  erzählt:  „Bei  den  Prüfungen  war  er  anscheinend  eigen- 
sinnig: zuweilen  begnügte  er  sich  mit  einer  ganz  kurzen  Antwort, 
andre  Male  unterbrach  er  missvergnügt  eine  gewandte  Antwort  des 
Studenten.  Das  lag  daran,  dass  er  sein  Augenmerk  stets  auf  die 
Entwickelung  der  Fähigkeiten  und  des  gesunden  Verstandes  richtete, 
während  er  den  Besitz  eines  jugendlich  guten  Gpdächtnisses  nicht  für 
dauerhaft  hielt.  Aber  indem  er  von  den  jungen  Leuten  tadellose 
Schärfe  des  Ausdrucks  forderte,  erschien  er  unnöthig  streng,  denn  der 
gelehrte  Stil  wird  von  den  Doktoranden  zu  allerletzt  erworben." 

Janischefskij,  der  selbst  noch  von  Lobatschefskij  geprüft 
worden  war,  erzählt  ebenfalls,  dass  dieser  ein  strenger,  ja  peinlicher 
Examinator  gewesen  sei  und  dass  er  auf  auswendig  gelernte  Antworten 
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wenig  Werth  gelegt,  sondern  hauptsächlich  Schärfe  des  Ausdrucks 
verlangt  habe.  Bei  den  Prüfungen  namentlich  habe  sich  Loba- 
tschefskijs  ausgedehntes  Wissen  gezeigt:  er  konnte  fast  über  jede 
Wissenschaft  examiniren,  und  niemals  verüess  man  die  Prüfung  ohne 
das  Bewusstsein,  etwas  gelernt  zu  haben. 

Aeusserlich  verBoss  das  Lebe»  Lobatscbefskijs  sehr  ruhig  und 
gleiehmässig.  Abgesehen  von  den  früher  erwähnten  Dienstreisen  hat 
er  nur  noch  zwei  grossere  Reisen  gemacht,  das  eine  Mal  war  er  vom 
September  1836  bis  zum  Januar  1837  in  Petersburg  und  besuchte  bei 
dieser  Gelegenheit  auch  Dorpat,  wo  er  vielleicht  sogar  seinen  Lehrer 
Bartels,  der  1836  am  7.  (19.)  December  gestorben  ist,  noch  einmal 
gesehen  hat.  Endlich  vertrat  er  1840  seine  Universität  in  Helsingfors 
bei  dem  zweihundertjährigen  Jubiläum  der  dortigen  Hochschule.  Die 
Gräiizen  Russlands  hat  er  niemals  verlassen. 

Seine  Erholung  von  der  wissenschaftlichen  Arbeit  und  von  den 
Am tsge Schäften  suchte  er  auf  dem  Lande.  An  der  Wolga  stromauf- 
wärts, wenig  mehr  als  sechzig  Kilometer  von  Kasan,  liegt  ein  Dörfchen 
„Bjelowdlshskaja  Slobödka",  das  ihm  gehörte.  Hier  legte  er  einen 
schönen  Garten  an,  in  dem  sich  noch  heutigen  Tages  ein  Cedemhain 
erhalten  hat.  Nach  einer  üeberlieferung  seiner  Familie  soll  er  beim 
Pflanzen  dieser  Cedern  scbwermüthig  geäussert  haben,  die  Früchte 
werde  er  wohi  nicht  mehr  erleben,  und  wirklich:  die  ersten  Cedern- 
nüsse  wurden  in  seinem  Todesjahre  gepflückt,  aber  erst  nach  seinem  Tode. 

Aber  auch  diese  ländlichen  Beschäftigungen  trieb  er  nicht  blos 
zu  seiner  Erholung  und  zu  seinem  Vergnügen,  sondern  auch  dabei 
verfolgte  er  ernstere  Ziele  und  war  bemüht,  sein  bescheidenes  Besitz- 
tbum  zu  einer  Musterwirtbschaft  zu  machen.  Er  legte  eine  Wasser- 
mühle an  und  erfand  ein  eigenes  Verfahren  zur  Herstellung  von 
Mühlsteinen.  Er  benutzte  sogar  Guano  zum  Düngen.  Mit  besonderm 
Erfolge  betrieb  er  die  Schafzucht:  von  dem  Erlöse  für  den  Brillant- 
ring, den  ihm  Kaiser  Nikolaus  geschenkt  hatte,  kaufte  er  eine  Anzahl 
Merinoschafe  und  bei  der  Bearbeitung  der  Wolle  führte  er  gewisse 
Verbesserungen  ein,  für  die  ihm  die  kaiserliche  1  and wirth schaftliche 
Gesellschaft  zu  Moskau  1850  ihre  silberne  Medaille  verlieh.  Auch 
war  er  ein  sehr  eifriges  Mitglied  der  1839  gegründeten  kaiserlichen 
Oekonomischen  Gesellschaft  zu  Kasan  und  bekleidete  darin  lange  Jahre 
das  Amt  eines  Abtbeil  ungs  vor  sitz  enden. 
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Kapitel  X. 

Lobatseliefskijs  Sclircibart,  Naeliträgliches  über  seine  geometrisclien 
Scliriften.   Seine  Arbeiten  anf  dem  Gebiete  der  Analysis. 

Wir  wenden  uns  jetzt  ■wieder  zur  Betrachtung  der  Schriften 
Lobatschefsbijs  «nd  wollen  zunächst  versuchen,  uns  von  dem  all- 
gemeinen Eindrucke  Rechenschaft  zu  gehen,  den  diese  machen. 

Da  müssen  wir  sagen,  dass  Lohatschefskijs  Stil  im  Grossen 
und  Ganzen  nicht  sehr  flüssig  ist,  eher  schwerfällig.  Am  wenigsten 
fühlbar  ist  das  hei  rein  mathematischen  EntwJckelungen :  seine  Dar- 
stellung ist  da  zwar  nirgends  elegant,  aber  doch  fast  immer  klar  und 
verständlich;  in  einzelnen  Schriften  ist  sie  freilich  zu  knapp,  zu  ab- 
gerissen und  stellt  recht  hohe  Ansprüche  an  die  Fähigkeit  des  Lesers, 
zwischen  den  Zeilen  zu  lesen,  nur  angedeutete  Gedankengänge  selb- 
ständig wiederherzustellen,  unterdrückte  Rechnungen  zu  ergänzen.  Viel 
unangenehmer  machen  sich  die  Mängel  seines  Stils  bei  allgemeinen 
Auseinandersetzungen  hemerklich,  die  das  philosophische  Gebiet  streifen, 
wie  zum  Beispiel  in  der  Einleitung  zu  den  „Neuen  Anfangsgründen". 
Da  ist  er  nicht  selten  dunkel  und  wirklich  schwer  verständlich. 

Sieht  mau  von  stilistischen  Unebenheiten  im  Einzelnen  ab,  son- 
dern achtet  blos  auf  die  Darstellung  im  Ganzen ,  also  darauf,  ob  die 
Gedankenent  Wickelung  gut  geordnet  vor  sich  geht  und  plan  massig 
vom  Leichtern  zum  Schwerern  fortschreitet,  so  wird  man  nicht  an- 
stehen, die  „Neuen  Anfangsgründe"  —  wohlbemerkt  mit  Ausnahme  der 
Einleitung  — ■  und  die  „Geometrischen  Untersuchungen"  als  gut,  ja 
sogar  musterhaft  geschrieben  zu  bezeichnen.  Auch  der  „Pangeometrie" 
wird  man  bis  zu  einem  gewissen  Grade  diese  Anerkennung  nicht  vor- 
enthalten können  und  die  Abhandlung  „üeher  die  Anfangsgründe" 
würde  man  mit  den  beiden  zuerst  genannten  auf  eine  Stufe  stellen 
müssen,  wenn  sie  nicht  gar  zu  aphoristisch  abgefasst  wäre,  so  dass 
sie  ohne  vorhergehendes  Studium  der  „Neuen  Anfangsgründe"  nur 
äusserst  schwer  ver stündlich  ist.  Was  dagegen  die  übrigen  geo- 
metrischen Arbeiten,  die  „Imaginäre  Geometrie"  und  die  „Anwendung 
der  imaginären  Geometrie"  anbetrifft,  so  wird  man,  ohne  ungerecht 
zu  sein,  dem  Urteile  von  Gauss  beipflichten  können,  dass  sie  „mehr 
einem  verworrenen  Walde  gleichen,  durch  den  ea,  ohne  alle  Bäume 
erst  einzeln  kennen  gelernt  zu  haben,  schwer  ist,  einen  Durchgang 
und  Uebersicht  zu  finden".   Die  Arbeiten  endlich,  die  rein  analytischen 
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Inhalts  sind,  verrathen  zwar  in  jeder  Zeile  den  geübten,  yor  keiner 
noch  so  mühsamen  Rechnung  zurückscheuenden  Mathematiker,  aber 
sie  sind  gerade  deshalb  nicht  leicht  zu  lesen,  und  man  ist  bei  ihnen 
immer  in  Gefahr,  den  Faden  zu  verlieren. 

üeber  den  Inhalt  und  über  (He  Bedeutung  der  geometriachen 
Arbeiten  Lobatschefskijs  ist  früher  schon  das  Nöthige  gesagt, 
ausserdem  kann  man  jetzt  die  beiden  wichtigsten  unter  ihnen,  die  bis- 
her ganz  unzugänglich  waren,  die  „Neuen  Anfangsgründe"  und  die 
Abhandlung  „Ueber  die  Anfangsgründe"  in  deutscher  Uebersetzung 
lesen.  Da  ferner  in  den  Anmerkungen  zu  dieser  Uebersetzung  auch 
noch  aus  der  jjmaginären  Geometrie",  den  „Geometrischen  Unter- 
suchungen" und  der  „Pangeometrie"  alles  einigermassen  Wichtige  mifc- 
getheilt  ist,  was  in  den  beiden  übersetzten  Abhandlungen  nicht  berührt 
wird  und  was  zu  deren  Ergänzung  dienen  kann^  so  bleibt  jetzt  nur 
noch  einiges  wenige  nachzutragen. 

Schon  in  der  Abhandlung  „Ueber  die  Anfangsgründe"  zeigt 
Lobatschefskij  sehr  deutlich  das  Bestreben,  die  Fruchtbarkeit  seiner 
imaginären  Geometrie  für  die  Integralrechnung  in  ein  möglichst  helles 
Licht  zu  setzen.  Er  hat  deshalb  auch  einen  ganzen  Abschnitt  ein- 
geschaltet, der  sich  blos  mit  der  Betrachtung  gewisser  Integrale  be- 
schäftigt, auf  die  seine  imaginäre  Geometrie  führt.  In  der  Ueber- 
setzung habe  ich  diesen  Abschnitt  weggelassen,  weil  er  eigentlich  ganz 
in  das  Gebiet  der  Integralrechnung  gehört.  Hier  will  ich  nur  er- 
wähnen, dass  Lobatschefskij    darin  unter  anderm  zwei  Funktionen; 

L{x,  m)  ^   I — — — ,        0(x)  =  —  f  dx  .  log  cos  x 

J   e'  +  e    '■^  —  acosoi  J 

einführt,  mit  deren  Hülfe  sich  viele  in  der  imaginären  Geometrie  vor- 
kommende Integrale  ausdrücken  lassen,  namentlich  die  Inhalte  von 
Pyramiden  (vgh  S.  56  ff.).  Insbesondre  will  ich  noch  auf  eine  Be- 
ziehung aufmerksam  machen,  die  sich  aus  den  Gleichungen  (73)  und 
(75)  auf  S.  56  f  sehr  leicht  ergiebt,  nämlich  auf  diese: 

sin  2oj .  L{x,  2a)  =  *(ra  +  §)  +  ®(ra  —  I)  —  2*(<a), 
wo  %  und  X  durch  die  Gleichung: 


verbunden  sind,  endlich  auch  auf  die  Reiheuentwickelung: 
^iß)  =  a:  log  2  -  i-  ^  ^7i-  sin  2va: 
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und  auf  die  daraus  folgende  Relation: 

^(x-\-  X)  =  0(x)  -f  ?ilog2. 

In  der  11^35  ersehieüenen  „Imaginäreii  Geometrie"  tritt  das  vorhin 
gekennzeichnete  Bestreben  Lobatschefsbijs  noch  viel  deutlicher  her- 
vor. Man  hat  geradezu  den  Eindruck,  als  ob  die  neue  Geometrie 
Nebensache  und  die  Anwendung  auf  die  Integralrechnung  die  Haupt- 
sache wäre.  Uebrigens  sind  die  in  der  „Imaginären  Geometrie"  ge- 
machten Anwendungen  auf  die  Integralrechnung  zum  grössten  Theile 
auch  schon  in  der  frühern  Arbeit  befaandeJt. 

Ganz  und  gar  solchen  Anwendungen  gewidmet  ist  die  1836  er- 
schien enej,,  Anwendung  der  imaginären  Geometrie  auf  einige  Integrale", 
doch  enthält  sie  zugleich  die  Lösung  verschiedener  geometrischer 
Aufgaben.  Zum  Beispiel  wird  der  Rauminhalt  eines  Kegels  berechnet, 
dessen  Grundfläche  ein  Kreis  ist  und  dessen  Erzeugende  parallel  sind 
zu  einer  Geraden,  die  auf  der  Ebene  des  Kreises,  aber  nicht  im  Kreis- 
mittelpunkte, senkrecht  steht.  Ferner  wird  mit  grosser  Ausführlichkeit 
die  Berechnung  des  Rauminhalts  von  Pyramiden  auseinandergesetzt. 
Diese  liauminhalte  drückt  Lobatschefskij  mit  Hülfe  der  Funktion 
0{x)  aus,  die  aber  jetzt  mit  L(x)  bezeichnet  wird,  und  zwar  bildet 
er  sie  aus  den  Werthen,  die  diese  Funktion  für  gewisse  Werthe  ihres 
Arguments  annimmt,  durch  Addition  und  Subtraktion.  Die  ver- 
schiedenen Wege,  die  man  zur  Berechnung  eines  solchen  Rauminhalts 
einschlagen  kann,  liefern  eine  Menge  linearer  Gleichungen  zwischen 
gewissen  Werthen  der  Funktion  L(x). 

Ausserdem  entwickelt  Lobatschefskij  in  der  hier  besprochenen 
Abhandlung  noch  eine  lange  Reihe  von  Relationen  zwischen  Integralen. 
Sein  Verfahren  besteht  im  Allgemeinen  darin,  dass  er  ein  bekanntes, 
ausführbares  Doppelintegral  durch  Einlührung  eines  neuen  Koordi- 
natensystems umgestaltet  und  auf  diese  Weise  zu  neuen  Integralen 
kommt,  die  auch  iu  endlicher  geschlossener  Form  dargestellt  werden 
können.  In  einzelnen  Fällen  zeigt  er  dann  noch,  wie  man  rein  ana- 
lytisch, ohne  die  imaginäre  Geometrie  heranzuziehen,  das  eine  Integral 
auf  das  andre  zurückführen  kann.    Er  sagt  darüber  einmal  Folgendes: 

„Ueberliaupt  wollen  wir  bemerken,  dass  man  zu  allen  Schlüssen, 
zu  denen  das  Hülfsmittel  der  imaginären  Geometrie  führt,  immer  auch 
vermittelst  der  Analjsia  gelangen  kann,  indem  man  sich  auf  die 
zwischen  den  Veränderlichen  bestehenden  Gleichungen  selbst  stützt. 
Wenn  ich  im  gegenwärtigen  Falle  der  Kürze  halber  nicht  gleich 
diesen  Weg  eingeschlagen  habe,  so  dient  das  nebenbei  als  ein  Beispiel 
dafür,  welchen  Vorzug  das  geometrische  Verfahren  nicht  nur  in  Itück- 
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sieht  auf  die  Einfachheit  der  Itechuung  besitzt,  sonderü  sogar  durch 
die  Unmittelbarkeit,  mit  der  sieh  hier  jede  Abhängigkeit  zwischen  den 
Zahlen  darbietet." 

Auf  Einzel  [leiten  einzugehen  ist  hier  nicht  möglieh,  ist  doch 
aliein  die  Zusammenstellung  der  gefundenen  Integralausdrücke ,  die 
er  am  Schlüsse  der  Abhaudiung  giebt,  so  umfangreich,  dass  sie  iu 
der  Sammlung  seiner  geometrischen  Arbeiten  sechzehn  Quartseiten  füllt! 
Wir  haben  früher  erwähnt,  dass  die  beiden  letzten  Kapitel  der 
„Neuen  Anfangsgründe"  mit  der  imaginären  Geümetrie  nichts  zu  thun 
haben,  sie  sind  deshalb  auch  in  der  Uebeisetzung  weggelassen.  Es 
ist  aber  doch  angebracht,  auch  über  diese  Kapitel  XU  und  XIII  noch 
etwas  zu  sagen. 

In  dem  Kapitel  XII  behandelt  Lobatschefskij  mit  grosser 
Öorgfalt  die  verschiedenen  l'älle,  die  bei  der  Auflösung  der  gerad- 
linigen Dreiecke  der  gewöhniichen  Geometrie  zu  unterscheiden  sind. 
Er  legt  dabei  ganz  besondres  Gewicht  darauf,  festzustellen,  wie  gross 
der  KinÜuss  ist,  den  die  Benutzung  siebenstelliger  Logarithmentafeln 
und  die  dadurch  bedingte  Vernachlässigung  der  hohem  Decimalen 
auf  das  Endergebniss  hat.  In  jedem  einzelnen  Falle  entwickelt  er  die 
Formeln,  aus  denen  sich  beurteilen  lüsst,  wie  gross  die  Abweichung 
des  Kechnungsergebnisses  von  dem  wahren  Werthe  des  gesuchten 
Stückes  höchstens  sein  kanu.  Auch  theilt  er  jedesmal  vollständig 
durchgerechnete  Zahlen  bei  spiele  mit.  Erwähnenswerth  ist  überdies, 
dass  er  gewisse  Hülfsmittel  angiebt,  die  zur  Erreichung  einer  noch 
grösseren  Genauigkeit  der  Rechnung  dienen  können. 

Bei  der  Untersuchung  über  die  Grösse  der  Abweichung  des  Re- 
sultats von  der  Wahrheit  geht  aber  Lobatschefskij  noch  welter. 
Er  bemerkt,  dass  er  bisher  hei  der  Beurteilung  dieser  Grösse  alle 
Umstände  als  ungünstig  angenommen  habe,  während  doch  sehr  oft 
im  Laufe  der  Rechnung  ein  Fehler  dem  andern  entgegengesetzt  ist, 
so  dass  also  einer  den  andern  vermindern  oder  sogar  ganz  aufheben 
kann.  Er  stellt  daher  auch  noch  Betrachtungen  darüber  an,  wie 
gross  die  Wahrscheinlichkeit  des  Auftretens  jedes  einzelnen  Fehlers 
ist.  Diese  Betrachtungen  hat  er  später  im  24.  Bande  des  Crelleschen 
Journals  in  französischer  Sprache  von  Neuem  veröffentlicht  (vgl.  S.  401). 
Da  ferner  auch  die  gegebenen  Stücke  des  Dreiecks  nur  durch 
Messungen  gefunden  sind,  die  mit  Fehlern  behaftet  sind,  so  wird  noch 
der  Einfluss  untersucht,  den  diese  Fehler  auf  die  übrigen  Stücke  haben. 
Endlich  bespricht  er  gewisse  Fälle,  in  denen  man  mit  Vortheil  von 
Reihenentwickelungen  Gebrauch  machen  kann,  um  die  fehlenden  Stücke 
des  Dreiecks  zu  ermitteln. 
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In  Kapitel  XIII  wird  die  Auflösung  der  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecke  genau  in  derselben  Weise  bebandelt. 

Von  den  geometrischen  Schriften  blieben  jetzt  nur  noch  die 
„Geometrischen  Untersuchungen"  und  die  „Pangeometrie"  Übrig;  doch 
haben  wir  die  „Untersuchungen"  schon  früher  zur  Genüge  gekenn- 
zeichnet, und  über  die  Pnngeometrie  ist  nicht  viel  zu  sagen,  da  sie  im 
Vergleich  mit  den  altern  Schriften  nur  wenig  wirklich  Neues  enthält. 
Höchstens  konnten  wir  bemerken,  dass  in  der  „Pangeometrie"  au 
einigen  Stellen  Spuren  vorhanden  sind,  die  auf  die  geschwächte  Seh- 
kraft des  Verfassers  hinzudeuten  scheinen.  Einzelne  Rechnungen  sind 
so  umstUndlieh  und  so  wenig  übersichtlieh  durchgeführt,  dass  man 
fast  glauben  möchte,  Lobatschefskij  habe  hier  nur  im  Allgemeinen 
den  einzuschlagenden  Weg  angegeben  und  die  Ausführung  der  erforder- 
lichen Rechnungen  seinen  Schülern  überlassen.  Doch  gilt  das  nur 
von  verhiiltni  SS  massig  wenigen  Stellen,  und  im  üebrigen  zeigt  sich 
der  Verfasser  der  Pangeometrie  noch  im  vollen  Besitze  seiner  Geistes- 
kräfte. 

Lobatschefskijs  rein  analytische  Untersuchungen  hat  man  bis- 
her gänzlich  vernachlässigt,  nur  Wassiljef  hat  seit  einigen  Jahren 
bei  vevs^■hiedenen  Gelegenheiten  darauf  hingewiesen ,  dass  auch  sie 
durchaus  nicht  des  Interesses  entbehren,  dass  sie  vielmehr  Stellen 
aufweisen,  an  denen  Lobatschefskij  seiner  Zeit  vorauseilend  Ge- 
danken ausspricht,  die  heutzutage  allerdings  Gemeingut  der  Mathe- 
matiker sind,  damals  aber  noch  vollständig  neu  waren.  Es  würde 
sich  wohl  lohnen,  diese  Schriften  einmal  sorgiäitig  durchzuarbeiten, 
vielleicht  würde  man  sogar  Manches  finden,  was  auch  jetzt  immer  noch 
von  Werthe  ist.  Leider  sind  sie  zum  grössten  Theile  russisch  ge- 
schrieben und  ausserhalb  Kusslands  nur  in  äusserst  wenigen  Exem- 
plaren vorhanden. 

Hier  inuss  ich  mich  selbstverständlich  mit  einigen  kurzen  An- 
deutungen über  diese  Schriften  begnügen,  doch  will  ich  wenigstens 
ein  paar  Proben  daraus  mittheilen. 

Lobatschefskijs  Lehi'bnch  der  Algebra,  das  ich  leider  nicht  zu 
Gesicht  bekommen  habe,  ist  an  erster  Stelle  zu  nennen.  Es  behan- 
delt in  17  Kapiteln  die  elementaren  Rechnungsoperationen,  die  Brüche 
und  Kettenbrüebe,  die  Gleichungen  ersten  Grades,  die  unbestimmten 
Gleichungen,  die  reellen  und  komplexen  Potenzen,  die  trigonometrischen 
Funktionen,  die  Differenzen  und  Summen  von  Funktionen,  die  Auf- 
lösung der  binomischen  Gleichungen  und  die  Auflösung  beliebiger 
algebraischer   Gleichungen,      Insbesondre    enthält    es    auch    schon   ein 
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von  Lobatschefskij  ersounenes  Verfahren  zur  Untersuchung  der  Kon- 
vergenz unendlicher  Reihen,  auf  das  wir  später  zurüekkommen  werden. 

Man  sieht  hieraus,  daas  sich  der  Verfasser  für  sein  Lehrbuch 
ziemheh  weite  Gränzen  gesteckt  hatte.  Aber  auch  soEsfc  war  dieses 
keine  Arbeit  nach  der  Schablone.  Charakteristisch  hierfür  ist  eine 
Stelle  im  Vorworte,  wo  es  heisst:  „In  allen  Zweigen  der  mathematischen 
Wissenschaften  erwirbt  man  die  ersten  Begriffe  leicht,  aber  immer 
mit  Mängeln  behaftet.  Schliesslich  muss  man  jedoch  einmal  wieder 
zu  den  Grundlagen  zurückkehren,  und  dann  ist  es  an  der  Zeit,  auf 
vollkommene  Strenge  Gewicht  zu  legen."  Nach  seiner  Ansicht  „be- 
ginnt erst  in  der  Algebra  die  Mathematik  mit  der  ganzen  Schärfe 
der  Begriffe  und  mit  der  ganzen  Weite  des  Gesichtskreises,  während 
die  Arithmetik  blos  den  Anfang  bildet  und  nur  zur  Vorbereitung  und 
zur  Uebung  dient".  Er  machte  deshalb  in  seiner  Algebra  den  Ver- 
such, diese  Wissenschaft  ganz  systematisch  von  den  ersten  JElementen 
an  aufzubauen,  und  in  der  Einleitung  zu  den  „Neuen  Anfangsgründen" 
(s.  S.  81  f.)  spricht  er  mit  einem  gewissen  Selbstbewusstsein  davon, 
dass  er  diesen  Versuch  jetzt  auch  bei  der  Geometrie  durchführen  wolle. 

Nur  im  Vorbeigehen  erwähnen  wir  die  1834  erschienene  Arbeit 
über  die  Gleichungen  von  der  Form:  x"  —  1  =  0.  Sie  ist  eine  Fort- 
setzung seiner  auf  S.  359  erwähnten  Jugendarbeit,  die  er,  wie  wir 
schon  damals  erzählt  haben,  später  in  sein  Lehrbuch  der  Algebra 
aufgenommen  hatte.  Er  behandelt  nämüch  jetzt  den  Fall  m^8)M-j-  1 
und  zeigt,  wie  mau  die  Gleichung  »w-teu  Grades  aufstellen  kann,  auf 
die  sich  die  gegebene  Gleichung  durch  Ausziehung  von  Quadrat- 
wurzeln zurückführen  lässt.  Etwas  näher  müssen  wir  dagegen  auf 
die  ebenfalls  1834  gedruckte  Arbeit  „lieber  die  Konvergenz  der  tri- 
gonometrischen Reihen"  eingehen.  Wir  kümmern  uns  dabei  um  den 
llauptgegenstand  der  Arbeit,  die  trigonometrischen  Reihen,  gar  nicht 
und  berichten  davon  nur  soviel,  dass  Lobatschefskij  die  berühmte 
Arbeit  Dirichlets  aus  dem  vierten  Bande  des  IJrelleschen  Journals 
(1829)  anführt  und  meint,  Dirichlet  scheine  „ohne  die  nöthige  Vor- 
sicht" die  unendliche  Reihe: 

blos  deshalb  für  konvergent  erklärt  zu  haben,  weil  das  Vorzeichen  der 
Glieder  wechselt,  ein  Tadel,  dessen  Berechtigung  hier  unerörtert  bleiben 
muss.  Wohl  aber  wollen  wir  die  für  jene  Zeit  wirklich  merkwürdigen 
Betrachtungen   mittheilen,   die  Lobatschefskij   über  den  Funktions- 
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begriff  und  über  den  Differentialquotienten  anstellt.  Es  heisst  da  auf 
S.  181  ff.  in  genauer  TJebersetzung : 

„Der  allgemeine  Begriff  erfordert,  dass  man  eine  Zahl  dann  [I8i 
als  Funktion  von  x  bezeichnet,  wenn  sie  für  jedes  x  gegeben  wird 
und  sich  mit  x  stetig  ändert.  Der  Werth  der  Funktion  kann  entweder 
durch  einen  analytiachea  Ausdruck  gegeben  sein  oder  durch  eine  Be- 
dingung, die  ein  Mittel  liefert,  um  alle  Zahlen  zu  prüfen  und  eine 
davon  auszuwählen;  oder  endlich  kann  die  Abhängigkeit  bestehen,  aber 
unbekannt  bleiben. 

„Zum  Beispiele  ist  x^  eine  Funktion  von  x,  die  analytisch  aus- 
gedrückt ist;  aber  die  Wurzel  einer  Gleichung  fünften  Grades  ist  eine 
Funktion  des  letzten  Gliedes,  für  die  noch  kein  analytischer  Ausdruck 
gefunden  ist  und  die  durch  die  Gleichung  seihst  als  Bedingung  be- 
stimmt wird.  Im  strengen  Sinne  muss  man  sagen,  dass  weder  von 
diesen  noch  von  jenen  Funktionen  die  Werthe  uumittelbar  gegeben 
sind,  sondern  dass  sie  stets  durch  Bedingungsgleiehungen  begränzt 
und  deshalb  grössten  Theüs  nur  näherungsweise  berechnet  werden. 
Zum  Beispiele  wird  ja  die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl,  wenn 
sie  nicht  vrieder  ganz  ist,  durch  einen  unendlichen  Bruch  dargestellt, 
bei  dem  die  Decimalstellen  eine  nach  der  andern  durch  Versuche  er- 
mittelt vrerden. 

„Endlich  können  die  Bedingungen,  denen  eine  Funktion  unter- 
worfen ist,  noch  unbekannt  sein,  während  schon  zweifellos  eine  [182 
Abhängigkeit  zwischen  Zahlen  besteht.  In  diesem  Falle  muss  die 
Annahme,  die  Funktion  lasse  sich  analytisch  ausdrücken,  als  willkür- 
lich bezeichnet  werden.  Es  ist  wahr,  dass  man  noch  keine  solchen 
Beispiele  gefunden  hat,  bei  denen  es  unmöglich  ist,  die  Abhängigkeit 
Kwiaehen  den  Zahlen  unmittelbar  oder  mittelbar  durch  einen  analy- 
tischen Ausdruck  darzustellen;  jedoch  kann  man  auch  nicht  vollkommen 
sicher  sein,  dass  nicht  etwa  eine  andre  Annahme  zu  einer  andern 
Lösung  führen  könnte.  In  meiner  Abhandlung  über  die  Anfangs- 
gründe der  Geometrie  (Kaaaner  Bote  von  1830  [hier  8.  1—66])  nahm 
ich  den  Winkel  an  als  abhängig  von  dem  Abstände  zwischen  seinem 
Scheitel  und  dem  Punkte  auf  dem  einen  Schenkel,  wo  die  Senkrechte 
dem  andern  Schenkel  parallel  wird,  indem  ich  unter  einer  parallelen 
Linie  eine  solche  verstand,  die  bei  der  kleinsten  Veränderung  ihrer 
Richtung  nach  der  einen  Seite  bin  zu  schneiden  beginnt.  Es  ist  klar, 
dass  hier  der  Begriff  der  Abhängigkeit  in  der  Erklärung  selbst  ent- 
halten ist,  aber  irgend  einen  analytischen  Ausdruck  zuzulassen,  hiesse 
doch  von  vornherein  die  Allgemeinheit  der  Annahme  einschränken. 
Indem  ich  daher  den  Abstand   des  Scheiteis   von  der  Senkrechten  mit 
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X  bezeichnete,  Dannte  ich  den  Winkel  selbst  2'(x),  wobei  ich  jedoch 
keineswegs  unter  diesem  Zeichen  irgend  eine  analytische  Funktion 
von  X  verstand,  sondern  nur  ausdrücken  wollte,  dass  mit  dem  Äb- 
»stande  x  jedesmal  zugleich  der  Winkel  F(x)  gegeben  ist.  In  der 
Folge  wird  nunmehr  bewiesen,  dass  F{x)  wirklich  eine  analytische 
Funktion  ist  und  durch  die  Gleichung: 

cot  ^F(x)  =  (f 
bestimmt  wird,  wo  e  die  Grundzahl  der  Neperschen  Logarithmen  ist.  [183 

„Anscheinend  ist  es  unmöglich  an  der  Wahrheit  dessen  zu  zweifeln, 
dass  Alles  in  der  Welt  durch  Zahlen  dargestellt  werden  kann,  und 
ebensowenig  an  der  Richtigkeit  der  Annahme,  dass  jede  darin  vor- 
kommende Veränderung  und  Beziehung  durch  eine  analytische  Funktion 
ausgedrückt  wird.  Indessen  Süsst  eine  allgemeine  Betrachtung  der 
Theorie  das  Bestehen  einer  Abhängigkeit  schon  in  dem  Sinne  zu,  dasa 
man  die  Zahlen,  die  mit  einander  verbunden  sind,  als  gleichzeitig  ge- 
geben ansieht.  Lagrange  hat  infolgedessen  in  seiner  Funktioneu- 
rechnung  {Calcul  des  fonctions),  durch  die  er  die  Differentialrechnung 
ersetzen  wollte,  die  Allgemeinheit  des  Begriffs  um  ebensoviel  ge- 
schädigt, wie  er  an  Strenge  der  Schlüsse  zu  gewinnen  gedachte. 

„Man  muss  daher  unter  dem  Worte  Funktion  überhaupt  eine 
Zahl  verstehen,  deren  stetige  Aenderungen  gegeben  sind  und  von  den 
Aenderungen  einer  andern  abhängen,  wenn  auch  auf  eine  vollständig 
unbekannte  Art.  Wir  bezeichnen  mit  F{x)  eine  Funktion  von  x^  die^ 
sich  mit  X  ändernd,  unaufhörlich  wächst  von  einem  bestimmten  x  bis 
zu  X  =  a.  Wir  theilen  « —  x  in  *  gleiche  Theile  und  setzen : 
a  —  a:  =  « .  A.     Die  Zahlen  in  der  Reihe 

Fix),  Fix  +  h),  F(x  -f  2/0,  .  .  .,  F(a) 

seien  immer  bekannt,  wie  klein  auch  h  sein  möge,  das  mit  wach-  [i«4 

sendem  i  unbegränzt  abnimmt.     Das  Verhältniss: 

F(x_-\.  h)  ~_F(^ 

h 

muss  sich  zugleich  mit  /(  ändern.  Für  i'  >  i  sei  a  —  .»:  =^  ;"./('. 
Wenn  dann  überdies: 

F<x  +  7.)  -F^__  I'Xv  +  K)  -  r{m)  _ 


-'  =  E 


oder,  was  ganz  dasselbe,  wenn: 


K  .  I-\x  +  h)-k  .  F{x  +  h')  +  (h  —  K)F(x)  _ 


F 


für  jedes  x  zugleich  mit  /;   stetig  so  weit  abnimmt,   dass  es  so  klein 
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gemacht  werden  kann,  wie  man  will,  so  soll  die  Funktion  F{x)  un- 
unterbrochen heissen,  und  ea  wird  dadurch  für  das  Verhältniss: 
F{x  +  h)~  F(x) 


eine  Gränze  bedingt,  zu  der  mau  durch  stetige  Verkleinerung  von  k 
gelangt  und  die  gleich  —j —  sein  wird.  Wenn  sich  dagegen  E  bei  [185 
der  Verkleinerung  von  /(  irgend  einer  Zahl  nähert,  die  grösser  als  Null 
ist,  und  diese  nicht  überschreiten  kann,  so  zerfällt  die  Funktion  F{x)  in 
zwei,  die  zusammen  einen  Punkt  scharfen  Knickes  in  der  Krümmung 
der  Linie  darstellen,  auf  der  die  Spitzen  der  zur  x-Axe  senkrechten 
Ordinaten  F{z)  liegen.  Wenn  dieser  Knick  in  der  Krümmung  ins- 
besondre in  dem  Punkte  stattfindet,  dessen  Koordinaten  x  und  F(x) 
sind,  so  erhalten  wir  durch  die  Substitution  h'  =  —  h  den  Ausdruck: 

F(x  -\-h}  +  F(x  ~h)  —  2  FCx) 
h  ' 

der  für  eine  ununterbrochene  Funktion  F(x)  mit  /(  ohne  Grunzen  ab- 
nimmt, während  er  für  unterbrochene  Funktionen  F(x)  und  für  gewisse 
X  nicht  unter  eine  bestimmte  GrÜnze  der  Abnahme  herabsinkt," 

Lobatschefskij  hatte  also  die  Noth wendigkeit  der  Unterscheidung 
zwischen  solchen  Stellen,  an  denen  eine  Funktion  blos  stetig,  und 
solchen,  an  denen  sie  auch  different urbar  igt,  klar  erkannt.  Er  sah 
jedenfalls  die  Unmöglichkeit  ein,  zu  beweisen,  dass  aus  der  Stetigkeit 
einer  Funktion  deren  Differentürbarkeit  folgt.  Zwar  spricht  er  es 
nicht  aus,  dass  stetige  Funktionen  denkbar  seien,  die  überhaupt  nicht 
differentiirbar  sind,  und  noch  weniger  kommt  bei  ihm  ein  Beispiel 
einer  solchen  Funktion  vor;  aber  auch  so  ist  die  Bestimmtheit,  mit 
der  er  die  Unterscheidung  als  geradezu  selbstverständlich  hinstellt, 
ein  starker  Beweis  für  die  Schärfe  seines  Denkens  und  für  sein  stetes 
Streben  nach  wirklicher  Strenge. 

Aus  dem  Jahre  1835  stammt  wieder  eine  lange  Abhandlung  über 
unendliche  Reihen.  Ihr  Titel  lautet:  „Ein  Verfahren  sich  von  der 
Konvergenz  unendlicher  Reihen  zu  überzeugen  u.  s.  w.",  gemeint  ist 
damit  das  Verfahren,  das  Lobatschefskij  schon  in  seiner  Algebra 
angegeben  hatte.  Ich  übersetze  seine  Darstellung  des  Verfahrens  auf 
den  Seiten  214  —  216  der  Abhandlung: 

„Die  positive  Zahl  f(i)  möge  irgend  eine  Funktion  der  ganzen  [314 
Zahl  i  darstellen  und  zugleich  jedes  Glied  der  unendlichen  Reihe: 

(1)  s~£ai), 
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die  entsteht,  wenn  wir  die  Werthe  von  f(i)  addiren,  indem  wir  an 
die  Stelle  von  i  der  Reihe  nach  die  Zahlen  1,  2,  ?>  und  so  weiter  bis 
ins  Unendliche  setzen. 

„Die  Fnuktion  f(i)  können  wir  wieder  als  den  Werth  einer 
unendlichen  ßeibe  annehmen 

(2)  /■(.)-£!.  2-'       ('  =  " 

die  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  2  entsteht,  so  dass  hier 
«  für  alle  Glieder  konstant  ist,  X  entweder  null  oder  eine  ganze  po- 
sitive Zahl,  l  =  1  für  A  =  0  und  sodann  für  jedes  andre  A  entweder: 
l  =  0  oder:  l  =  1.  Setzen  wir  diesen  Werth  (2)  der  Funktion  f(i) 
in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  müssen  wir  erhalten: 

Ia  =  oü 
mit  ganzen  positiven  Zahlen  L.    Es  sei  jetzt  n  eine  solche  ganze  [215 
Zahl,  dass: 

(3)  ftrt^s-'   f(,,  +  ri<z->. 

Danach  ist  L  ^  ji  und  folglich; 

(4)  S<2:fi.2''~'        P^^ 

I A  ^  oo. 

„Die  Bedingungen  (3)  dienen  zur  Bestimmung  der  Grüuze,  über 
die  ft  nicht  hinauskommt  und  die  in  die  Gleichung  (4)  eingesetzt  zu- 
gleich die  Gräuze  für  den  Werth  der  Reihe  selbst  bestimmt,  wenigstens 
jedesmal  dann,  wenn  in  dieser  Form  die  Summation  mijgüeb  ist.  An 
Beispielen  wird  dieses  Verfahren  deutlicher  zu  ersehen  sein. 


rt')--i, 


wo  die  Zahl  n  für  alle  Glieder  der  lieihe  konstant   ist.     Wir   müssen 
nun  setzen: 

und  folglich:  [21G 

(i<2^  . 
Auf  Grund  der  Ungleichheit  (4)  finden  wir  ferner: 

[A  =  oo 
und  hieraus  für  w  >  1 ; 
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Die  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Analjsia. 


1  diesem  Falle  die  unendliche  K^ihe: 


'-2j~ 


immer  konvergirt,  wie  klein  auch  die  DiEFerenz  n  —  1  seiu  mag." 

Die  übrigen  Beispiele  unterdrücke  ich  und  bemerke  nur  noch, 
dass  das  ganze  Verfahren  Lobatschefskij  eigenthümlich  sein  dürfte, 
wenigstens  acheint  es  weder  vor  noch  nach  ihm  von  irgend  jemandem 
angewendet  worden  zu  sein. 

Im  weiteren  Verlaufe  der  Arbeit  kommt  der  Verfasser  in  seiner 
Ausdrueksweise  noch  einmal  auf  den  Unterschied  zwischen  Stetigkeit 
und  DifFerentiirbarkeit  zurück.     Auf  S.  297  sagt  er; 

„Bei  jeder  analytischen  Funktion,  wie  hier  f(x),  muss  man  die 
Aufmerksamkeit  auf  die  Stetigkeit  und  die  Ununterbrochenheit  lenken. 
In  meiner  Arbeit  „üeber  die  Konvergenz  der  trigonometrischen  Reihen" 
habe  ich  die  Nothwendigkeit  dieser  Unterscheidung  bewiesen,  wobei 
ich  die  Funktion  f(x)  stetig  nannte,  wenn  ihre  Zuwachse  zugleich 
mit  den  Zuwachsen  der  Veränderlichen  x  bis  auf  Null  abnehmen,  da- 
gegen ununterbrochen,  wenn  das  Verhaltniss  zweier  solcher  Zu- 
wachse bei  deren  Verkleiuerung  unmerklich  in  eine  neue  Funktion 
übergeht,  die  infolgedessen  der  Differentialquotieut  sein  wird. 
Integrale  müssen  stets  so  in  Intervalle  zerlegt  werden,  dass  die  Ele- 
mente unter  jedem  einzelnen  Integralzeichen  die  Stetigkeit  und  Un- 
unterbrochenheit bewahren." 

Man  siebt  liieraus  von  Neuem,  welche  grosse  Wichtigkeit  Lobat- 
schefskij der  Sache  beilegte. 

Von  dem  übrigen  Inhalte  der  Abhandlung  wollen  wir  nur  eine 
Stelle  erwähnen,  an  der  auch  Lobatschefskij  einem  damals  weit  ver- 
breiteten Irrthume  unterlag.  Auf  S.  233  if.  behauptet  er  nämlich: 
Wenn  F(x)  nur  für  x  =  f(n)  verschwindet,  wo  f(n)  für  ji  =  1,  2,  3  . . . 
verschiedene  Werthe  liefert,  so  ist: 

i»~4(i-^^)(i-^j-,)..., 

sobald  auch  die  Konstante  Ä  diese  Gleichung  für  irgend  ein  x  erfüllt 
und  sobald  das  Produkt  aus  unendlich  vielen  Faktoren  sich  einem 
bestimmten  Werthe  nähert,  wenn  ein  Faktor  nach  dem  andern  zu- 
gefügt wird.  Er  scheint  aber,  wie  wir  sehen  werden,  die  Unrichtig- 
keit dieser  Behauptung  später  erkannt  zu  haben. 
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Die  1841  erschienene  deutsch  geschriebene  Abhandlung  „Ueber 
die  Konvergeuz  der  unendlichen  Reihen"  ist  deshalb  von  Interesse, 
weil  Lobatschefskij  sie  benutzt  hat,  um  gewisse  El t Wickelungen 
seines  Lehrbuchs  der  Algebra  noch  einmal  zu  wiederholen.  Er  sagt 
ausdrücklich,  dass  er  die  Untersuchung  der  Konvergenz  unendlicher 
Reihen,  die  Einfuhrung  der  Exponentialfunktion,  der  Logarithmen,  der 
trigonometrischen  Funktionen  und  der  allgemeinen  Potenz  hier  ebenso 
dargestellt  habe,  wie  in  seinem  Lehrbuche  nud  diiss  er  diese  Dinge 
in  das  Lehrbuch  deshalb  aufgenommen  habe,  „um  diesem  Tbeile  der 
Mathematik  nicht  den  wesentlichen  Nutzen  zu  rauben,  welcher  von 
den  trigonometrischen  Functionen  und  der  Zerlegung  in  unendliche 
Reihen  gezogen  werden  kann,  und  um  den  Berechnungen  mit  Hülfe 
imaginärer  Grössen  eine  feste  Grundlage  zu  geben".  Ebenso  wieder- 
holt er  Einiges  aus  der  Arbeit  über  die  trigonometrischen  Reihen. 
Aber  auch  Neues  fügt  er  hinzu,  und  da  ist  besonders  eine  Stelle  be- 
achtenswerth.  Er  sagt  nämlich:  „Die  Zerlegung  der  trigonometrischen 
und  Exponential- Functionen  kann  bis  jetzt  in  ihrer  Demonstration 
nicht  als  vollkommen  begründet  angesehen  werden."  Darauf  folgt 
dann  ein  allem  Anseheine  nach  wirklich  strenger  Beweis  dafür,  dass 
die  Funktion  sina;  in  der  That  durch  das  bekannte  unendliche  Produkt 
dargestellt  wird.  Er  scheint  also  damals  den  Irrthum,  den  er  1835 
begangen  hatte,  durchschaut  zu  haben. 

Von  den  drei  bisher  nicht  besprochenen  Abhandlungen  Loba- 
tschefskijs  ist  mir  nur  noch  eine  bekannt,  die  von  18rp2,  über  be- 
stimmte Integrale.  Er  betrachtet  darin  unter  anderm  ein  Integral  von 
der  Gestalt: 


J  -J  sin  a: .  f{x) , 


wo  f{x)  den  Bedingungen: 

f(.-^)~m,  r(' + ')  -  fi') 

genügt,  und  bringt  es  auf  die  Form: 

woraus  er  schliesst,  dass  es  den  Werth: 


/' 


dx  .  f(x) 

besitzt.     Ausserdem  beschäftigt  er  sich   zum  Beispiele  auch  noch  mit 
Untersuchungen  über  die  Gammafunktion. 
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Kapitel  XI. 

Lobatsclief8ki,J8  Werke  vergessen.     Späte  Anerkennung  seiner 
Leistungen,     öegenwart. 

Als  Lobatschefakij  starb,  war  er  weiter  als  jemals  davon  ent- 
fernt, seine  geometrischen  Entdeckungen  anerkannt  zu  sehen.  Ausser- 
halb Eusslands  waren  diese  so  gut  wie  unbekannt:  nur  sehr  wenige 
Eingeweihte  wussten  etwas  davon,  vermuthlich  fast  nur  solche,  die 
mittelbar  oder  unmittelbar  durch  Gauss  von  ihrem  Vorhandensein 
unterrichtet  waren;  Gauss  selbst  war  schon  todt.  In  Russland 
kümmerte  sich  niemand  darum,  sogar  in  Kasan  fand  sich  niemand, 
der  in  der  von  Lobatschefskij  eingeschlagenen  Ricbtuug  weiter 
gearbeitet  liätte,  keiner  seiner  8chüler  trat  für  die  Wahrheit  ein,  für 
die  jener  zwanzig  Jahre  lang  gekämpft,  die  er  in  seinem  wissenschaft- 
lichen Testamente,  der  Pangeometrie,  noch  einmal  seinen  Zeitgenossen 
ans  Herz  gelegt  hatte.  Geuau  ebenso  erging  es  den  Untersuchungen 
seines  grossen  Nebenbuhlers  J.  Bolyai,  auch  sie  schienen  für  die 
Welt  verloren  zu  sein.  Als  ob  die  neue  Geometrie  niemals  entdeckt 
worden  wäre,  kamen  wie  früher  alljährlich  neue  Versuche  zum  Vor- 
scheine, das  Euklidische  Parallelenaxiom  zu  beweisen.  Freilich  ist 
gerade  das  auch  heutzutage  noch  nicht  anders  geworden. 

Unter  diesen  Umständen  war  keine  Möglichkeit  vorhanden,  dass 
die  Arbeiten  Lobatschefskijs  und  J.  Bolyais  auch  nur  den  ge- 
ringsten Einfluss  auf  die  Entwickelung  der  Geometrie  hätten  ausüben 
können.  Ganz  unabhängig  von  ihnen  entwickelte  sich  eine  andre, 
noch  allgemeinere  Geometrie,  die  projektive  Geometrie  oder  Geometrie 
der  Lage,  deren  Anfänge  zeitlich  sogar  vor  den  Untersuchungen 
Lobatschefskijs  und  Bolyais  liegen  und  deren  Geschichte  an  die 
Namen  Poncelet,  Möbius,  Steiner,  v.  Staudt,  Chaales  geknüpft 
ist.  Unabhängig  von  ihnen  zeigte  Riemann  schon  1854  in  seiner 
Habilitationsrede,  die  allerdings  erat  dreizehn  Jahre  später  bekannt 
geworden  ist,  dass  ausser  der  Euklidischen  sogar  zwei  Geometrieen 
möghch  sind,  eine,  die  nichts  andres  ist  als  die  Lobaschefskij- 
Bolyaische,  und  eine,  die  jetzt  nach  ihm  benannt  wird,  in  der  die 
Gerade  eine  endliche  Länge  hat  und  die  Winkelsumme  im  Dreiecke 
grösser  ist  als  zwei  Rechte.  Endlich  gab  Cayley  1859,  ohne  von 
Lobatschefskij,  J.  Bolyai  und  Riemann  etwas  zu  wissen,  ein 
allgemeines  Verfahren   an,  in   die   projektive  Geometrie  metrische  Be- 
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Ziehungen  einzuführen:  er  ahnte  damals  noch  nicht,  dass  seine  pro- 
jektive Mass b est immung  geradezu  das  Wesen  der  niehteuklidischeu 
Geometrie  aufdeckte. 

Da  begann  Anfang  der  sechziger  Jahre  der  Briefwechsel  zwischen 
Gauss  und  Schumacher  zu  erscheinen.  Der  zweite  1860  heraus- 
gekommene Band  zeigte  der  überraschten  Welt,  dass  auch  Gauss  und 
zwar  schon  sehr  früh  sich  mit  der  Parallelentheorie  beschäftigt  und 
die  Möglichkeit  einer  Nicht- Euklidischen  Geometrie  —  so  nannte  er 
sie  selbst  —  erkauut  hatte.  Im  Jahre  1863  erschien  dann  der  fünfte 
Band  mit  einem  Briefe  von  1846,  in  dem  Gauss  seinen  Freund  Schu- 
macher auf  Lobatschefskijs  „Geometrische  Untersuchungen"  hin- 
weist und  sagt:  „Sie  wissen,  dass  ich  schon  seit  54  Jahren  (seit  1702) 
dieselbe  üeberzeugung  habe  (mit  einer  gewissen  spateren  Erweiterung, 
deren  ich  hier  nicht  erwähnen  will).  Materiell  für  mich  Neues  habe 
ich  also  im  Lobats che fsky 'scheu  Werke  nicht  gefunden,  aber  die  Ent- 
wickelung  ist  auf  anderem  Wege  gemacht,  als  ich  selbst  eingeschlagen 
habe,  und  zwar  von  Lobatschefsky  auf  eine  meisterhafte  Art  in  acht 
geometrischem  Geiste.  Ich  glaube  Sie  auf  das  Buch  aufmerksam 
machen  zu  müssen,  welches  Ihnen  gewiss  ganz  exquisiten  öenuss 
gewahren  wird." 

Nachdem  so  die  Autorität  von  Gauss  für  die  Berechtigung  einer 
nichteuklidischen  Geometrie  und  für  die  „Geometrischen  Untersuchungen" 
Lobatschefskijs  eingetreten  war,  konnte  diese  Geometrie  nicht  wieder 
von  der  Tagesordnung  verschwinden,  und  zugleich  war  der  Name 
Lobatschefskijs  der  Vergessenheit  entrissen.  Es  kann  nicht  meine 
Aufgabe  sein,  die  umfangreiche  Literatur,  die  seitdem  über  die  nicht- 
euklidische  Geometrie  und  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  ent- 
standen ist,  auch  nur  aufzuzählen,  geschweige  denn  zu  besprechen, 
ich  nenne  daher  neben  Biemanu,  dessen  Rede  ja  erst  1867,  nach 
seinem  Tode,  gedruckt  worden  ist,  nur  noch  die  Namen:  BeUrami, 
Helmholtz,  Felix  Klein,  Sophus  Lie  und  verzichte  darauf,  auch 
nur  anzudeuten,  was  diese  Männer  im  Einzelnen  für  die  nichteuklidische 
Geometrie  geleistet  haben;  ausserdem  darf  ich  in  dieser  Beziehung  auf 
das  zusammenfassende  Werk  Külings  verweisen:  „Einführung  in  die 
Grundlagen  der  Geometrie",  das  jetzt  in  zwei  Bänden  abgeschlossen 
vorliegt  (1893  und  1898).  Meine  Aufgabe  erblicke  ich  vielmehr  jetzt 
darin,  wenigstens  in  grossen  Zügen  zu  schildern,  was  seitdem  ge- 
schehen ist,  um  den  Leistungen  Lobatschefskijs  zu  der  gebührenden 
Anerkennung  zu  verhelfen. 

Allem  Anscheine  nach  ist  es  Baltzer  gewesen,  der  zuerst  nach- 
drücklich und  mit  Erfolg  für  das  Bekanntwerden  der  Unters uchimgen 
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Lobafcschefskijs  gewirkt  hat.  In  der  1867  erscHeneiien  zweiten 
Auflage  des  zweiten  Bandes  seiner  Elemente  der  Mathematik  wies  er 
auf  die  von  Lobatschefski,)  und  J.  Bolyai  entdeckte  Geometrie 
hin.  Vorher  hatte  er  schon  Hoüel  brieflich  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, und  dieser  nahm  sich  der  Sache  mit  grossem  Eifer  an.  HoÖel 
veröffentlichte  1866  und  1868  französische  üeb  er  Setzungen  der  „Geo- 
metrischen Untersuchungen"  und  des  Bolyaischen  Appendix.  Auf 
seine  Veranlassung  gab  Battaglini  1867  und  1868  italienische  Ueber- 
setzungen  der  „Pangeomefcrie"  und  des  Appendix  heraus.  Namentlich 
aber  wendete  sich  HoUel  schon  1867  nach  Kasan  und  suchte  dort 
das  Andenken  Lobatschefskijs  der  Vergessenheit  zu  entreissen.  Und 
nicht  vergebens.  Im  Oktober  1867  fasste  die  physiko- mathematische 
Fakultät  der  Universität  Kasan  den  Beschluss,  eine  Sammlung  der 
geometrischen  Werke  Lobatschefskijs  herauszugeben.  Es  kamen 
zwar  allerhand  Hindemisse  dazwischen,  so  dass  der  erste,  die  russisch 
geschriebenen  Arbeiten  enthaltende  Band  erst  1883  erschienen  ist 
und  der  zweite  mit  den  deutsch  oder  französisch  geschriebenen  erst 
1886  —  aber  der  Anstoss  war  gegeben,  man  war  sich  endlich  wenigstens 
in  Kasan  beivusst  geworden,  dass  man  in  Lobatschefskij  einen  Mathe- 
matiker besessen  hatte,  auf  den  man  stolz  sein  konnte. 

Nun  war  die  Bahn  gebrochen.  Die  Namen  Lobatschefskij  und 
Bolyai  fingen  an,  allgemein  bekannt  zu  werden;  doch  ist  nicht  zn 
leugnen,  dass  die  Kenntniss  ihrer  Werke  wenigstens  in  Deutschland 
heute  noch  auf  einen  verhältnissmässig  engen  Kreis  von  Mathematikern 
beschränkt  ist.  Bei  J.  Bolyai  liegt  das  hauptsächlich  an  der  nicht 
geringen  geistigen  Anstrengung,  die  das  Studium  seines  Appendix  er- 
fordert, der  überdies  noch  nicht  einmal  in  deutscher  Uebersetzung  er- 
schienen ist;  bei  Lobatschefskij  liegt  es  mit  daran,  dass  gerade 
seine  wichtigsten  Schriften  bisher  nur  dem  zugänglich  waren,  der  des 
Russischen  mächtig  ist.  Auch  die  Versuche,  die  Frischauf  1872 
und  1876  in  zwei  kleinen  Schriften  gemacht  hat,  die  Geometrie 
Bolyais  und  Lobatschefskijs  für  das  mathematische  Publikum  zu 
bearbeiten,  haben  daran  nicht  viel  ändern  können.  Dagegen  sind  die 
französischen  Uebersetzungen,  die  Hoüel  von  den  „Geometrischen 
Untersuchungen"  und  dem  „Appendix"  herausgegeben  hat,  und  die 
englischen  Uebersetzungen  Halsteds,  nach  der  Zahl  ihrer  Auflagen 
zu  urteilen,  ziemlich  verbreitet. 

Inzwischen  nahte  das  Jahr  1893  heran  und  damit  Lobatschefskijs 
hundertjähriger  Geburtstag.  Da  zeigte  sich  doch,  dass  Lobatschefskij 
der  mathematischen  Welt  jetzt  mehr  war,  als  ein  bioser  Name.  Die 
Physiko -mathematische  Gesellschaft  au  der  Universität  Kasan   sah  es 
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als  eine  Ehrenpflicht  an,  für  eine  würdige  Feier  des  Tages  zu  sorgen; 
Dank  ihren  Bemühungen  vereinigten  sich  die  ersten  Mathematiker  der 
Gegenwart,  um  öffentlich  zu  einer  Sammlung  aufzufordern,  von  deren 
Ertrage  man  in  Kasan  ein  doppeltes  Denkmal  für  Lohatachefskij 
errichten  wollte:  eines  in  Erz,  Aas  vor  der  Universität  Kasan  stehend 
die  Züge  des  grossen  Mathematikers  und  einstigen  Rektors  den  Nach- 
kommen vor  die  Augen  führen  sollte,  eines  in  Gestalt  einer  Stiftung, 
aus  der  von  Zeit  zu  Zeit  Preise  für  hervorragende  Leistungen  auf  dem 
Gebiete  der  Mathematik  verliehen  werden  sollten,  auf  dem  Loba- 
tschefskij  so  erfolgreich  gearbeitet  hatte.  Von  allen  Seiten,  aus 
allen  Ländern  liefen  die  Beiträge  ein,  und  als  man  am  22.  Oktober 
(3.  November)  1893  in  feierlicher  Sitzung  der  Universität  Kasan  den 
hundertsten  Geburtstag  Lobatschefskijs  festlich  beging,  wobei 
Wassiljef  als  Vorsitzender  der  Physiko  -  mathematischen  Gesellschaft 
die  Festrede  hielt,  da  konnte  dieser  der  Versammlung  berichten,  dass 
die  Ausführung  jenes  Planes  durch  den  über  Erwarten  günstigen  Aus- 
fall der  Sammlung  gesichert  sei. 

Eben  die  Kasaner  Feier  des  hundertsten  Geburtstages  hat  ausser- 
ordentlich dazu  beigetragen,  den  Namen  Lobatschefskijs  in  weiten 
Kreisen  bekannt  zu  machen,  namentlich  in  Russland  selbst,  wo  man 
vielfach  geradezu  überrascht  war,  dass  ein  solcher  Mann  in  seinem 
Vaterlande  so  lange  hatte  unbekannt  bleiben  können. 

Seitdem  ist  nicht  blos  das  eherne  Denkmal  Lobatschefskijs 
am  1.  (13.)  September  1896  enthüllt  worden,  sondern  es  hat  auch  am 
22.  Oktober  (3.  November)  1897  die  Physiko  -  mathematische  Gesell- 
schaft zum  ersten  Male  den  Lobatschef  skijpreis  verliehen:  unter 
neun  Bewerbern  hat  Sophus  Lie  für  die  geometrischen  Untersuchungen 
im  dritten  Bande  seines  Werkes  über  Transformationsgruppen  den  Preis 
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S.  340,  Z.  3  —  5.  Die  JaDisctefskijselie  Biographie  bat  dea  Titel; 
McTOpH'iecKaH  aaiEncK«  o  ainiinn  h  ;i'i5aTe.iT,ii0CTn  H.  II.  .'[o6a4eiiCKii.i'o. 
9, 1[.  iSrninieBCKarO  (Istoritscheskaja  sapiska  o  sMsni  i  djejatjelnosti  N.  J.  Lo- 
batschefskawa.  E.  P.  Janisebefskawa).  Kasan  18C8,  59  SS.  in  8".  Die 
TJebersetzung  A.  Potoclsis  stebt  in  dem  Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia 
delle  scienze  matematicho  e  fisicbe,  pubblieato  da  B.  Boncompagni,  und 
zwar  in  Bd.  II,  Eom  lf<69  auf  S.  223—262  unter  dem  Tite):  Notiee 
historiqne  sur  la  vie  et  les  travaus  de  Nicola«  Ivanovitcb  Lobatcbefsky. 
Diseoura  prononcti  dans  la  seance  solennelle  de  I  ünivprsite  Imperiale  de 
Kazan,  le  5,/17.  Novembre  18G8.  Die  Nacbncbten  ubei  Lobatscbefakij, 
für  die  im  Folgenden  keine  Qaelle  ancrei»ebea  ist,  smd  fast  durchweg  dieser 
Biographie  entnommen.  D  bet  eß  nd  i  Stellen  pinzeln  anznführea,  hätte 
keinen  Zweck:  ich  verw  s  d  hall  nu  da  auf  Janischefskij ,  wo  ich 
micii  dessen  Darstellung  \  nde  ng  angeschlossen  habe;  die  Seitenzahlen 
bezieben  sich  dabei  imme       uf  d      P    t    ckische  Uebersetzung. 

S.  349,  Z.  5  —  8.  D  K  d  Wa  s  Ijefs  ist  am  22.  Oktober  (3.  No- 
vember) 1893  in  Kasan  halt  n  nl  benda  1894  erschienen.  Eine  eng- 
lische Uebersetzung  bat  G.  B.  Halsted  1894  in  Austin,  Tesas  veröffentlicht. 
Eine  deutsche,  durch  Nachträge  des  Verfassers  vermehrte  Uebersetzung  habe 
ich  selbst  im  VIL  Hefte  der  „Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik" 
herausgegeben,  das  zugleich  das  Supplement  zu  dem  Jahrgange  1895  der 
„Zeitscbrift  für  Mathematik  und  Physik"  bildet,  s.  da  8.  207  —  244.  Ich 
citire  im  Folgenden  diese  Uebersetzung  kurz:    Wassiljef. 

S.  350,  Z.  9,  8  V.  u.  In  Kasan  besitzt  man  mehrere  eigenbändige  Briefe 
Lobatscbefskijs,  die  dieser  an  den  Kurator  der  Universität,  Mussin- 
Puschkin  (s.S.  384ff.),  gerichtet'  hat  (Mittheilung  von  Dr.  Sinzof  in  Kasan 
und  von  Wassiljef).  Das  auf  S.  399  erwähnte  Dankschreiben  Loba- 
tscbefskijs befindet  sieh  mit  andern  Dankschreiben  derselben  Art  zu  einem 
Bande  vereinigt  auf  der  Göttinger  Universitätsbibliothek. 
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Zu  Kapitel  I. 

S.  351,  Z.  6  und  10—13.     Mittheilungen  Wassiljefs. 

S.  .S51,  Z.  11  V.  u.  —  352,  Z,  6,     Jauischefskij  S.  225  f. 

S.  352,  Z.  13  f.  und  Z.  18  —  20.     Mittheilungen  Wassiljefs. 

S.  352  f.  Diese  Nschrichten  über  Bartels  sind  der  kurzen  Selbst- 
biographie entnommen,  die  dieser  in  der  Vorrede  zu  seinen  „Vorlesungen 
über  höhere  Analysis"  mitgetheilt  hat.  Die  Jahreszahl  1805 ,  8.  352, 
Z.  4  V.  u.,  verdanke  ich  Stäckel*)  sie  ist  durch  einen  Brief  von  Gauss 
an  Wolfgang  Bolyai  sichei  gestellt  Am  "  'lepten  hei  1S08  sthreibt 
nämlich  Gauss  aus  GÖttingen  Ein  v  eliähnger  Freund  ^on  mu  und 
mein  erster  Lehrer  m  der  Mathematik  Bartpl"!  der  9  Jahre  m  der  Schweiz 
war  nachhei  1=!0')  — 1H07  n  Biauns  hweig  und  jetzt  Pr  f  der  Mathe 
matik  in  Kasan  in  Russland  gewoiden  st  hat  m  jenen  '  Jahren  jenes 
Werk  [die  Dis^u  sitioces  arithmeticae]  auch  fleissig  studirt  und  ist  m  die 
mei  ten  Mat  nen  ngfdningen  vor  kurzen  habe  ich  den  ersten  Brief  v  n 
ihm  au  Ka  an  habt,  worin  ei  mir  schre  bt  dass  auch  unter  seinen  7u 
hSrem  nd  d      es    mit  Eifer  stud  ren        S    den     Buefweehsel   zwischei 

0.  F  Cau  und  W  Bolyai  M  t  Unterstützung  der  ungarisrheu  Akademie 
der  W  n  haft  n  herausgegeben  von  F  Schmidt  und  P  Stäckel  Lei[  ?ig 
bei  T  ubn        1898     b    94      Ich  citue  fortan  kurz      Bnefwechsd  C    B 

S.  353,  /.  li,  13  v.u.  Die  Briefe  von  Bartels  an  Gauss  befinden 
sich  in  Göttingen  im  Gaussarchive.  Die  Briefe  von  Gauss  sind  anscheinend 
Dicht  erhalten,  da  Bartels  nach  der  Angabe  0.  Struves  (vgl.  S.  429) 
seine  Korrespondenz  nicht  aufzubewahren  pflegt«. 

S.  354,  Z.  6  —  8.  Es  nd  da  d  VI  n  n  üb  mathematisclie 
Analysis  von  Dr.  J.  M.  C.  Ba  t  1  He  a  g  g  b  n  n  F  G.  W.  Struve. 
Dorpat    1837".     In   dem    „\  t   d      H    au  g  b  August  1837, 

beisst  es,  dass  das  Werk  mit  Au     ahm     i      \  han  h  n  im  Jahre  1833 

im  Druck  vollendet  war  und  Jamal      a  1     a  E     mi  laren  an  mehrere 

Lehranstalten  im  Reiche,  an  d      "^  bul  n  B    t  1       nd      i  einige  wenige 

Freunde  vertheilt  wurde**).  D  m  Fu  bh  nl  1  IJt  ia  Werk  erst  nach 
gänzlicher  Vollendung  übergeb      w    d  n     Wäl     nd  1  tzten  Krankheit 

habe  Bartels  seinen  Schwieg  h  St  u  n  t  d  H  au  gäbe  beauftragt, 
dieser  habe  aber  von  Band  11  nur  die  erste  Vorlesung  vollendet  vorgefunden 
und  diese  daher  als  Anhang  beigegeben.  Das  Work  sollte  ausser  dem, 
was  es  jetzt  darbietet,  noch  Differentialrechnung,  Integralrechnung,  ana- 
lytische Mechanik  und  Wahrscheinlichkeitsrechnung  umfassen.     Stäckel. 

S.  355,  Z.  6  und  Z.  14.  Die  Zeitangaben  nach  Mittheilungen 
Wassiljefs.  Ueber  die  merkwürdige  Persönlichkeit  Bronners  findet  man 
1  der  Allgemeinen  Deutschen  Biographie. 

S.  355,  Z.  19  V.  u.  —  356,  Z.  12.     Mittheilungen  Wassiljefs. 

S.  356,  Z.  13  —  357,  Z.  17.     Janischefskij,  S.  227  f. 

S.  357,  Z.  14 — 16.    Mittheilung  Wassiljefs.    Dieser  hat  auch  aus  den 


*■)    Im  Folgenden   -ind   die  Notizen,   die   von  Stäckel   herrüiren,  jedesmal 
am  SchluB'je  mit  dei^sen  Namen  bezeichnet. 

'*)    Hitrdurch   erklart   sieh   dis  A  orhandenaein  einzelner  Exemplare,   die  die 
Bezeithnung  Bd  I  und  die  Jj,lire''zahl  1833  tragen. 
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„Kasaner  Nachrichten"  ermittelt,  dass  Lobatschefskij  am  15.  (27.)  Sep- 
tember 1811   als  Magister  vereidigt  worden  ist. 

S.  357,  Z.  18  V.  u.  —  358,  Z.  2.  Jaaischefskij  S.  228  f.  Naeh  einer 
Jlittheilung  Wassiljefs  hatten  die  „Kasaner  Nachrichten"  im  April  1811 
zu  erscheinen  begonnen  und  zwar  zunächst  als  Privatuntemehmeii. 

S.  358,  Z.  3  —  8,  s.  G.  A.  I,  S.  II  f. 

S.  359,  2.  5  —  8,  s.  G.  A.  I,  S.  H  f .  und  VI,  Wassiljof  S.  209. 

S.  359,  Z.  9  —  18.  Man  erinnere  sich  dessen,  was  Gauss  in  einem 
Briefe  an  W.  Bolyai  über  Bartels  sagt,  s.  S.  424,  Z.  11  ff.  Hier  bei 
dieser  algebraisch -zahlentheoTetisehen  Arbeit  liegt  der  durch  Bartels  ver- 
mittelte Einfluss  Gaussens  auf  Lobatschefskij  klar  zu  Tage,  und  dieser 
Einfluss  ist  so  stark  gewesen,  dass  Lobatschefskij  auch  später  noch  die 
damals  begonnenen  Untersuchungen  fortgesetzt  hat,  vgl.  S.  412.  Dagegen 
ist  es  als  sicher  zu  betrachten,  dass  Gauss  auf  Lobatschefskijs  spätere 
■  "  i  Untersuchungen  keinen  Einfluss  ausgeübt  hat,  der  irgendwie 
re,  vgl.  S.  378-382. 

S.  359,  Z.  19  f.     Mittheilung  Wassiljefs. 

S.  359,  %.  9  —  7  V.  u.  In  Nr.  21,  ti.  Sept.  1811;  nach  den  G.  A.  I, 
S.  V  die  erste  Stelle ,  an  der  man  seinem  Namen  im  Drucke  begegnet. 
Von  den  Hülfsmitteln,  mit  denen  diese  astronomischen  Beobachtungen  an- 
gestellt werden  mussten,  kann  man  sieh  eine  Vorstellung  machen,  wenn 
man  liest,  was  Littrow  noch  vier  Jahre  später,  am  21.  November  1815, 
in  einem  Driefe  schreibt,  den  er  von  Kasan  aus  an  den  Direktor  der  Ofener 
Sternwarte,  Pasquich,  richtete  und  in  dem  er  die  Berufung  nach  Ofen 
annehmen  zu  wollen  erklärte.  Die  be merke nswerthesten  Stellen  dieses 
Briefes  sind  abgedruckt  in  dem  Aufsatze  von  A.  Heller:  „Die  St.  Gerards- 
berger  Sternwarte  zu  Ofen"  im  2.  Bande  der  „Literarischen  Berichte  aus 
Ungarn",  Buda-Pest  1878,  und  zwar  schreibt  Littrow  da  unter  Anderm: 
„Was  meine  astronomische  Lage  hier  betrifft,  so  schäme  ich  mich,  sie 
Ihnen  zu  beschreiben.  Nach  einem  fünfjährigen  Betteln  erhielt  ich  endlich 
ein  hölzernes  Gartenhaus  von  etwa  12  Schub  ins  Gevierte  und  einen  16- 
zoUigen  Multiplicationskreis  von  Baumann  nebst  einer  Secundenpendeluhr, 
die  aber  auch  schlägt  und  die  Monatstage  zeigt.  Da  jenes  Häuschen  gaoz 
und  gar  nichts  taugte,  so  habe  ich  dies  Instrument  saramt  der  Uhr  in 
einem  meiner  Zimmer,  dessen  Fenster  ich  dazu  einrichten  liess,  aufgestellt 
und  so  die  Breitenbeobachtangen  gemacht,  die  ich  Ihnen  unten  der  Sonder- 
barkeit wegen  beilege.  Jenes  Garteahüu sehen  heJsst  übrigens  die  kaiserliche 
Universitäts-Sternwarte  und  ich  wurde  von  oben  aufgefordert,  eine  gunstige 
Nachricht  davon  in  das  B[odesche]  Jahrbuch  einzurücken.  Obschon  es  auf 
diese  Art  mit  der  practischen  Astronomie  aller  meiner  Bemühungen  un- 
geachtet nicht  fortwollte,  so  ging  es  doch  auch  schlecht  genug  mit  der 
theoretischen,  da  unsere  Bibliothek  weder  irgend  die  Memoiren  einer  Aca- 
demie,  noch  sonst  auch  nur  eines  der  neueren  mathematischen  Werke  ent- 
hält und  man  jedes  Blatt,  was  man  hier  lesen  will,  bezahlen  muss,  was 
bei  der  Ungeheuern  Entfernung  und  dem  ungeregelten  Zustande  des  russischen 
Buchhandels  äusserst  kostspielig  ist."  Er  berichtet  ferner,  er  habe  sich 
einen  ly^-füssigen  DoUond  verschafft  und  an  diesem  den  Kreis  des  Dia- 
phragmas unbrauchbar  gefunden,  ein  Kasaner  „sogenannter"  Mechaniker 
habe  den  Kreis  nicht  verbessern  können,  weil  er  keine  Drechselbank  besass 
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und  weil  d  f    li     nöth        In  trum   it  in   der  ganzen  Stadt  nicht  zu 

finden  war,       U  d  d    h  n     nt  n  an  K      an   die   dritte  Stadt  des  Reiches." 
Ich    verdank      d      K  nnt  d  B     t  teilen    Herrn    Baumeister    Franz 

Schmidt  in  B  d     P    t 

S.  359    Z   b—  Wa      Ij   f        210. 

Zu   Kapitel  II. 

S.  360f.    Janischefskij   S.  229  — 233. 

S,  361,  Z.  7  —  3  T.  u.    Die  Zeitangaben  nach  Mittheilungen  Wassiljefs, 

S.  362,  Z.  7  —  11.  Nach  den  G.  A.  I,  S.  VlI.  Chompres  Uebei- 
setzvmg  der  „Trigonometria  piana  e  sferica"  Oagnoiis  war  1808  in  zweiter 
Auflage  in  Paris  erschienen. 

S.  362,  Z.  15  —  363,  Z.  5.  Wassiljef  S.  239  f.  Die  erste  ÖifontHche 
Mittheilang  über  dieses  „Kollegienheft"  hat  Wassiljef  im  September  1894 
auf  der  Wiener  Natiirforscherrersammlung  gemacht,  s.  den  Jahresbericht 
der  deutschen  Mathematikervereinigung  Bd.  IV,  für  1894 — -95,  Berlin 
1897,  S.  88. 

Zu  Kapitel  IIL 


S.  363,  Z.  5  —  3  V.  u.  Genaueres  über  Magnizkijs  ganzes  Ver- 
fahren findet  man  bei  Janischefskij  S.  235  —  246,  sowie  in  dem  Buche: 
HiCJit^oBäEia  H  CTöibH  uo  pyccKOß  .(iHTepaTypi  H  iipocßiiu,euiio  M.H,OyxoJH- 
JlHHOBa  (Untersuchungen  und  Arbeiten  über  die  russische  Literatur  und 
Bildung,   Yon    M.  J.  Suchomlinof),  Petersburg  1889  bei  Suworin. 

S.  364,  Z.  14,  13  V.  u.  Es  scheint  nicht,  dass  nach  dieser  Zeit  noch 
direkte  Beziehungen  /wischen  Littrow  uod  Lobatschefskij  bestanden 
haben.  Stäckel  bat  in  Wien  den  bandschriftlicben  Nachlass  Littrows 
eingesehen,  der  sich  im  Besitze  einer  Enkelin  Littrows,  der  Frau  Professor 
Ella  Edlen  v.  Lang,  geb.  v.  Littrow,  befindet  In  einer  Art  Tagebuch, 
das  Littrow  geführt  hat,  bat  dieser  bemerkt,  dass  er  während  seines 
Aufenthalts  in  Kasan  (1810- — ^1816)  Lobatschefskij  verschiedene  Bücher 
geliehen  habe,  so  Lehrbücher  der  Astronomie  von  Schubert  und  Laplaee, 
die  Geodäsie  von  Puissant,  Schriften  von  Lessing  und  Diderot.  In 
demselben  Tagebuche  hat  Littrow  auch  den  Inhalt  der  von  ibm  ab- 
geschickten Briefe  aufgezeichnet,  doch  kommen  keine  Briefe  an  Loba- 
tschefskij vor,  sondern  nur  solche  Ein  dessen  Kollegen  Simonof,  die 
meist  astronomische  Dinge  betreffen;  einmal,  im  Jabre  1816,  wird  auch 
Lobatschefskij  erwähnt  und  zwar  als  „Günstling"  Saltykofs,  des 
Kurators  der  Universität.     Stäckel. 

B.  365,  Z.  12  if.  Hauptsächlich  nach  Mittheilungen  Wassiljefs,  zum 
Theile  auch  nach  Janischefskij  S.  247.  Wie  ausgedehnt  die  Lehr- 
thätigkeit  Lobatschefskijs  damals  war,  sieht  man  am  deutlichsten  aus 
dem  auf  ihn  bezüglichen  Theile  des  Programms  über  die  Vorlesungen,  die 
vom  17.  August  1824  bis  zum  28.  Juni  1825  an  der  Kaiserlichen  Uni- 
versität Kasan  gehalten  werden  sollten  Wassiljef  thcilt  die  Steile  des 
Programms  vollständig  mit  (8.  228  der  deutsohen  Ueberaetzung  I ,  und  ich 
kann  mir  nicht  versagen,  sie  auch  hier  zu  wiederholen 

„Nikolaj  Lobatschefskij,  Dekan  der  pbysiko  mithematisohen  Ab- 
tbeilung,  ordentlicher  Professor  der  reinen  Mathematik,  kündigt  an 
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a)  Aus  dem  Gebiete  der  reinen  MatliBmatik  für  die  Studenten  der 
erstea  Abtheilung  Folgendes:  Ueber  die  Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen, 
über  imaginäre  Potenzen,  über  die  Wurzeln  der  (rleKhungen,  Elemente  der 
Geometrie,  ebene  und  sphärische  Trigonometrie  nach  eigenen  Heften,  für 
die  Studenten  der  zweiton  Abtheilung:  Analytische  Geometrie,  Differenzen 
rechnung,  Anfangsgründe  der  Differentialrechnung  nach  dem  Lehrbuche  von 
Lacroix;  für  die  Studenten  der  dritten  Abtheilung  Integral  und  Variation  s 
rechnung,  Anwendung  der  Analysis  auf  (reometne,  die  ersten  beiden  nach 
Lacroix,  die  letztere  nach  Monge. 

h)  Aus  dem  Gebiete  der  Physik  für  die  Studenten  der  ersten  Ab- 
theilung: Grundlagen  der  Physik,  die  Untei-sui-hungsmethuden  in  dieser 
Wissenschaft,  über  die  anziehenden  und  die  abstossenden  Kiaite,  die  An- 
schauungen der  Physiker  über  die  Körper,  die  Ausdehnung  der  Körper 
durch  die  Wärme,  über  die  Elasticität  der  Koiper  und  über  die  Ver- 
dampfung der  Flüssigkeiten.  Für  die  Studenten  der  zweiten  und  dritten 
Abtheilung;  Ueber  Elektricität,  Magnetismus,  Licht  und  Wirme,  wobei 
er  in  seinem  Untemchte  das  Werk  Biots  zu  Grunde  legt  Traite  eomplet 
de  Physique,  zugleich  mit  Benutzung  andier  Schnftstellei 

cj  Aus  dem  Gebiete  der  Astronomie  wiid  er  den  Studenten  der  dritten 
Abtheilung  sphärische  und  theoretische  Astronomie  anbieten  nach  Anleitung 
der  Werke  von  Delambre." 

Der  Rede  Wassiljefs  entnehme  ich  noch,  dass  Lnbitsehefskij 
1826  —  27  ausser  den  Vorlesungen  über  inne  Mathematik  noi  h  Statik  und 
Mechanik  der  festen  und  der  flüssigen  Körper  narh  Lagi  ange  und  Poisson 
vortrug,  sowie  mathematische  Physik  nach  Fourier,  Laplace,  Poisson  und 
Presnel. 

S.  366,  Z.  4  —  8.     Janischefskij   S.  247  f. 

S.  366,  Z.  11  —  1   V.  u.    Ebenda  ö.  249  — 2öl. 

S.  367,  Z.  8  —  27.     Ebenda  S.  248. 

Zu  Kapitel  IV. 
S.  368,  Z.  1  —  31.     Wassiljef  S.  220. 
S.  370,  Z.  19  —  10  V.  u.     Janischefskij   S.  249. 

Zu   Kapitel  V. 
S.  371,  Z,  19  —  14  V.  u.     Wassiljef  S.  221. 

Zu   Kapitel  VI. 

lieber  die  Vuigesthicbte  der  iiichteuklidischen  Geometrie  vgl.  man  das 
von  Stäckel  und  mir  hei  ausgegebene  Buch:  „Die  Theorie  der  Parallel- 
linien von  Euklid  bis  auf  Gauss",  Leipzig  1895,  das  ich  wieder  kurz 
mit:  P.Th.  bezeichne  Ergänzungen  dazu  enthält  unsre  Abhandlung:  „Gauss, 
die  beiden  Bolyai  und  die  nicht  euklidische  Geometrie",  Math.  Ann.  Bd.  49, 
S.  149  if.,  1897,  m  der  auch  alle  mathematisch  interessanten  Stellen  aus 
dem  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  W.  Bolyai  (vgl.  S.  424,  Z.  18  ff.) 
zusammengestellt  sind.  Uebngeus  hatte  Stäckel  diese  SteUen  schon  vorher 
in  den  Göttinger  Nachrichten,  Jahrgang  1897,  S.  1  ff.  veröffentlicht. 

S.  374,  Z.  17  — :!3.     Vgl.  P.Th.   S.  215-235.    Der  im  Texte  an- 
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geführte  Brief  war  an  Taarinus  gerichtet  und  steht  vollständig  P.  Th. 
S.  249  f.  Ein  Bruchstück  aus  einem  noch  älteren  Briefe  an  Gerling,  vom 
Jahre   1819,  findet  man  ebenda  S.  246. 

S.  374,  Z.  8  V.  u.  —  375,  Z.  3.  Vgl.  P.  Th.  S.  243  —  245.  In 
einem  an  Gauss  gerichteten  Briefe  vom  26.  Februar  1844  erzählt  Ger- 
ling,  dass  Schweikart  seine  Entdeckung  schon  in  Charkof  gemacht 
habe;  dort  war  aber  Schweikart  von  1812  — 1816  gewesen,  erst  1816 
kam  er  nach  Marburg.     Stäckel. 

S.  375,  Z.  4  V.  o.  —  4  v.  u.     Vgl.  P.  Tk.   S.  246  —  283. 

S.  375,  Z.  3  V.  u.  —  376,  Z.  13.  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  49,  S.  149  ff. 
und  den  Briefwechsel  G.-B. 

S  376  Z  12  T  u  —  377  Z  14  v  u  VgL  P  Th  S  31—136 
und  137  — 2üfe 

•>  37S  Z  4  —  6  Sehr  deutlich  zeigt  das  ein  im  daussarchne  le 
findlicher  Bnet  vm  laurinua  an  (.  auss  datirt  Coeln  a  Rh  den  "'S  Uec 
18^9  es  heisst  dann  Ich  darf  nun  hinzufugen  da  s  ich  das  ganze  Problem 
eigentiii-h  schon  von  Anfang  an  gew  issermassen  durchschaut  habe  denn 
sobald  icli  bemerkt  hatte  dass  die  Annahme  einer  Winkelsumn  e  von  >  180" 
conseqient  verfolgt  auf  eine  sj  hknsche  Oeometi  e  tuhrt  war  es  mein  eistei 
Gedanke  dass  dem  entj,eg  enge  setzten  ialle  auch  eine  Bedeutung  gegeben 
weiden  könne  und  ich  vermutbete  gleich  dass  diese  Hyp  tbese  mxt  der 
wCLbselseitigen  Beziehung  zwischen  Kieis  B  gen  und  Loguitb  en  zisammen 
hängen  musste  Sie  weiden  mir  verze  hei  wenn  ich  dem  Diange  mu  so 
wicht  g  und  interessant  scheinende  ^\ahrheiten  sowet  ith  se  mit  Recht 
iur  mein  Eigenthum  halten  zu  duifen  glaubte  der  Welt  n  cht  vorzuent 
halten  n  cht  w  lerstand  Der  Erfolg  bevue  mir  dass  Ihre  Autoiitit  dazu 
geh  rt     ihn  n  Aneikpnnun^  zu  \ers  haften  Tauimus  denkt  hierbei 

an  seine  1826  ersthienenen.     Geometiiae  piima  Elementa.     Stackel. 

S.  378,  '/..  10-13.  In  seinem  kleinen  Buche:  „Kurzer  Grundriss 
eines  Versuchs  u.  s.  w."  Marös-Vasarhely  1851  spricht  W.  Bolyai  mit 
hoher  Anerkennung  von  den  1840  erschienenen  „Geometrischen  Unter- 
suchungen zur  Theorie  der  Paraliellinien",  wohl  der  einzigen  Schrift  Lo- 
batschefskijs,  die  er  und  sein  Sohn  Johann  kennen  gelernt  haben.  In 
Johanns  deutschen  Aufzeichnungen  finden  sich  ebenfalls,  wie  Stäckel 
bemerkt  hat,  verschiedene  Hinweise  auf  Lobatschefskij ,  namentlich  aber 
enthält  der  magyarisch  geschriebene  Theil  von  J.  Boljais  handsehrift- 
licheiu  Nachlasse  eine  sehr  umfangreiche  Kritik  der  „Geometrischen  Unter- 
suchungen" und  ausführliche  Auseinandersetzungen  über  deren  Verhältniss 
zum  „Appendix",  (Nach  Mittheilungen  von  Sutäk  in  Buda-Pest,  die  ich 
dem  Baumeister  F.  Schmidt  verdanke.) 

S.  378,  Z.  14  —  19.  Die  Vermuthung,  dass  Gauss  durch  Bartels  die 
geometrischen  Untersuchungen  Lobatsehefskijs  angeregt  haben  könnte; 
ist  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  ausgesprochen  worden,  so  in  den  Vor- 
reden zu  den  G.  A.,  I,  S.  I  f.  und  II,  S.  4,  ferner  auch  von  Wassiljef 
S.  211  f.  Besonders  F.  Klein  ist  mit  grossem  Nachdrucke  für  diese  Ver- 
muthung eingetreten,  die  er  als  ihm  überkommene  „Göttinger  Tradition" 
bezeichnet,  s.  dessen  „Nicht euklidische  Geometrie  I",  autographirte  Vorlesung, 
gehalten  1889  —  90,  1.  Abdruck,  Göttingen  1892,  S.  175f.,  2.  Abdruck  von 
1893,  S.  174  f.     Jedenfalls  findet  sich  aber  in  Gaussens  Briefen  i 
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ein  Anhalt  1  r  d  ese  Tradition,  an  keiner  Stelle  dieser  Briefe  findet  sich 
auch  nur  die  leiseste  Andeutung,  dass  Gauss  die  Entdeckungen  Loba- 
tschefskijs  und  J  Boiyais  auf  eine  mittplhar  oder  unmittelbar  von  ihm 
ausgehende  Anlegung  zurückführte,  im  Gegenthetle  zeigen  die  Briefe  (vgl. 
S.  432  f  und  Math  Ann.  49,  S.  162,  Briefwechsel  U  B  S.  109),  dass  Gauss 
die  Selbständigkeit  beider  durchaus  anerkannte,  genau  so  wie  die  Schwei- 
karts,  dessen  Unibhangigkeit  von  Gauss  keinem  Zweifel  anterliegt.  Mit 
Stäckel  bm  ich  dann  einig,  dass  geride  dieser  Umstand  für  die  Beur- 
teilung der  ganzen  Piage  sehr  ins  Gewicht  fj,llt 

S.  378  7  9  V  u  Diesen  Ausdruck  biaucht  schon  Gauss  in  seinem 
Briefe  an  W  B  lyai  vom  25.  November  1804  Da  willst  aber  nicht 
mein  leeres  Lob,  das  auch  gewissermaassen  schon  darum  partheiisch  scheinen 
könnte,  weil  dein  Ideengang  sehr  viel  mit  dem  meinigen  Aehnliches  hat, 
worauf  ich  ehemals  die  Lösung  dieses  Gordischen  Knotens  versuchte  und 
vergebens  bisher  versuchte."  Math.  Ann.  Bd.  49,  S,  159,  Briefwechsel 
G.-B.  S.  81. 

S.  379,  Z.  10-19  und  18—11  v.  u.,  s.  Math.  Ann.  Bd.  49,  S.  157,  151), 
Briefwechsel  G.-R.  S.  36f.,  Hl. 

S.  379,  Z.  4  \  u  —  380,  Z.  6.  Dieses  Tagebuch  befand  sich  bis 
vor  Kurzem  in  dem  Besitze  der  Frau  Professor  Peters  in  Königsberg  i,  Pr., 
es  ist  aber  von  der  Koni^li  hen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen 
erworben  und  dem  Gaussarchne  überwiesen  worden. 

Schumaclier  wii   im  Winter  1808  —  1809  in  Göttingen. 

S.  380,  Z.  17  -  5  V.  u.  Diese  Briefe  sind  ebenfalls  im  Besitze  des 
Gaussarchivs. 

8.  380,  Z.  4—  2  V.  u.  Neben  Kästner  ist  hier  auch  Pfaff  in  Helm- 
stedt zu  nennen.  In  einem  Briefe  an  W.  Bolyai  vom  31.  Oktober  1851 
sagt  Gerling,  ein  Lieblingssehüler  von  Gauss  und  spater  dessen  ver- 
trauter Freund:  „Meine  früheren  Beschäftigungen  mit  der  Parallelentheorie 
erwähne  ich  nicht,  denn  schon  im  Jahre  1810 — 1812  hatte  ich  bei  Gauss, 
sowie  früher  1809  bei  J.  F.  Pfaff  einsehen  gelernt,  wie  alle  bisherigen 
Versuche  das  Euklidisebe  Axiom  zu  beweisen  misslungen  waren."  Dieses 
und  andre  Bruchstücke  aus  dem  Gerlingschen  Briefe  sind  schon  P.  Th. 
S.  244  abgedruckt  (vergl.  auch  P.  Th.  S.  215,    Z.   9  —  12).     Stäckel 

S.  381,  Z.  19—30.  Der  Brief  0.  Struves,  dem  ich  diese  Mit- 
theilungen  entnehme,  ist  datii-t:    Karlsruhe,  1896,  Jan.  31. 

S-  383,  Z.  14  — 12  v.u.  Elemann  hat  seine  berähmte  Abhandlung: 
„Ueber  die  Hypotbesea,  welche  der  Geometrie  zu  Grande  liegen"  am  10.  Juni 
1854  als  Habilitationsrede  vor  der  Göttinger  philosophischen  Fakultät  vor- 
getragen, und  Gauss  befand  sich  dabei  unter  den  Zuhörern. 

Man  darf  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  annehmen,  dass  Gauss  die 
nichteuklidische  Geometrie,  bei  der  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  grösser 
ist  als  zwei  Rechte,  gemeint  hat,  als  er  1846  in  einem  Briefe  an  Schu- 
macher von  „einer  gewissen  späteren  Erweiterung"  schrieb;  s.  den  Brief- 
wechsel Gauss-Schumacher  Bd.  5,  S.  246  und  P.  Th.  S.  235.  Dagegen 
sagt  er  in  einer  Besprechung  aus  dem  Jahre  1816  (P.  Tb.  S.  223),  dass 
„die  Unmöglichkeit  dieses  Falles  [wo  ein  Viereck  mit  drei  rechten  Winkeln 
einen  vierten  stumpfen  Winkel  bat]  in  aller  Strenge  bewiesen  werden 
kann".     Vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  49,  S.  152. 
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Zu   Kapitel  VII. 

S.  384,  Z.  4  —  28.     Janischefskij  S.  252  f. 

S.  384,  Z.  6  V.  u.   —   385,  Z.  23.     Ebenda  S.  254  f.,  259  Anm, 

S.  385,  Z.  15  V.  u.   —  386,  Z.  9.     Ebenda  S.  251  f. 

S.  386,  Z.  10  Y.  0.  —  8  V.  u.     Ebenda  S.  255  f. 

S.  386,  Z.  7  V.  u.  ~  387,  Z.  2  v.  u.  Ebenda  S.  253  f.,  240,  Z.  1—8, 
258,  Z.  7—20. 

S.  388,  Z.  6  — 10.  Die  eigentliche  Eröffnung  der  Universitüt  batte 
am  14.  (26.)  Februar  1805  stattgefunden,  nachdem  Kaiser  Alesander  I. 
die  Bestätigungsurkunde  am  5.  (17.)  November  1804  unterzeichnet  hatte. 
Jetzt  wird  dieser  letztere  Tag  gefeiert. 

S.  388,  Z.  15  —  19.  Wassiljef  S.  221  —  223.  Da  diese  Proben 
zur  Charakteristik  Lobatschefskijs  als  Menschen  beitragen,  wiederhole 
ich  sie  hier. 

Die  Kede  Lobatschefskijs  beginnt  mit  einem  Hinweise  auf  die  Be- 
deutung der  Erziehung: 

„Ich  stelle  mir  vor,  in  welchem  Zustande  sieh  ein  Mensch  befinden 
rauss,  der  der  menschlichen  Gesellschaft  entfremdet  ganz  dem  Ermessen  der 
wilden  Natur  überlassen  ist.  Sodann  richte  ich  meine  Gedanken  auf  einen 
Menschen,  der  inmitten  der  wohlgeordneten,  gebildeten  Bürgerschaft  des 
letzten  aufgeklärten  Jahrhunderts  durch  tiefe  Kenntnisse  seinem  Taterlande 
zur  Ehre  und  zum  Euhme  gereicht.  Welch  ein  Unterschied!  Welcher  un- 
ermessliche  Abstand  trennt  den  einen  vom  andern.  Hervorgebracht  hat 
diesen  Unterschied  die  Erziehung,  Sie  beginnt  von  der  Wiege  an;  zuerst 
wird  sie  durch  die  blose  Nachahmung  erworben,  allmählich  entwickeln  sich 
Verstand,  Gedäcbtniss,  Einbildungstraft,  Geschmack  für  das  Schöne,  es  er- 
wacht die  Liebe  zu  sich  selbst  und  zum  Nächsten,  die  Liebe  zum  Ruhme, 
der  Sinn  für  die  Ehre,  der  Wunsch  das  Leben  zu  geniessen.  Alle  Fähig- 
keiten des  Verstandes,  alle  Gaben,  alle  Leidenschaften,  Alles  das  verwerthet 
die  Erziehung  und  stellt  es  in  den  Dienst  eines  wohlgeordneten  Ganzen, 
und  der  Mensch,  als  wäre  er  von  Neuem  geboren,  zeigt  sich  als  das  Ge- 
schöpf in  seiner  Vollkommenheit."  Aber  die  Erziehung  darf  die  Leiden- 
schaften des  Menschen  und  die  ihm  angeborenen  Begierden  nicht  unter- 
drücken und  ausrotten:  „Alles  das  muss  bei  ihm  erhalten  bleiben:  sonst 
würden  wir  seine  Natur  verderben,  ihr  Gewalt  anthun  und  sein  Glück 
schädigen."  „Es  ist  nichts  gewöhnlicher,  als  über  die  Leidenschaften  Klagen 
zu  hören,  aber  wie  richtig  hat  Mably*)  gesagt:  je  stärker  die  Leiden- 
schaften, um  so  nützlicher  sind  sie  für  die  Gesellschaft;  schädlich  werden 
kann  nur  ihre  Richtung." 

„Aber  die  blose  Verstandesbildung  ist  noch  nicht  der  Abschluss  der 
Erziehung.  Während  der  Mensch  seinen  Verstand  mit  Kenntnissen  be- 
reichert, muss  er  auch  noch  verstehen  lernen,  das  Leben  zu  geniessen.  Ich 
meine  damit  die  Bildung  des  Geschmacks.  Leben  heisst:  empfinden  — 
das  Leben  geniessen;  unaufhörlich  etwas  Neues  empfinden,  was  uns  daran 
erinnert,  dass  wir  leben,  .  .  .    Nichts  hemmt  den  Strom  des  Lebens  so  sehr 

—  1785),    französischer   Philosoph,    ein 
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wie  die  Unwissenheit;  wie  ein  Terödeter,  geradliniger  Weg  begleitet  sie 
das  Leben  von  der  Wiege  bis  zum  Grabe.  In  den  niedem  Klassen  er- 
quicken noch  die  anstrengenden  Arbeiten  für  des  Lebens  Nothdurft  ab- 
wechselnd mit  der  Erholung  den  Gsist  des  Landmanns,  des  Handwerkers. 
Ihr  aber,  deren  Dasein  ein  uagerechtes  Sfihicksal  andern  als  eine  schwere 
Last  auferlegt  bat,  ihr,  deren  Geist  abgestumpft,  deren  Gefühl  erstickt  ist, 
ihr  geniesst  das  Leben  nicht.  Für  euch  ist  die  Natur  todt,  die  Schönheiten 
der  Poesie  sind  each  fremd,  die  Baukunst  ihrer  Eeize  und  ihrer  Herrlich- 
keiten entblöst,  die  Weltgeschichte  gleichgültig.  Ich  tröste  mich  mit  dem 
Gedanken,  dass  aus  unsrer  UniTersität  derartige  Erzeugnisse  vegetabilischer 
Natur  niuht  hervorgehen  werden;  sie  werden  nicht  einmal  hierher  kommen, 
wenn  sie  unglücklicherweise  zu  einem  solchen  Schicksale  geboren  sind. 
Sie  werden  nicht  herkommen,  wiederhole  ich,  denn  hier  weilt  die  Liebe 
zum  Ruhme,  das  Gefühl  für  Ehre  nnd  inneres  Verdienst," 

„Die  Natur,  die  den  Menschen  bei  seiner  Geburt  so  freigebig  beschenkt 
hat,  scheint  noch  nicht  zufrieden  gewesen  zu  sein  und  so  hat  sie  einem 
jeden  den  Wunsch  eingeflösst,  die  andern  zu  übertreffen,  bekannt  zu  sein, 
ein  Gegenstand  der  Bewundemng  zu  sein,  berühmt  /.u  werden,  und  auf 
diese  Art  hat  sie  dem  Menschen  die  Pflicht  auferlegt,  selbst  für  seine  Ver- 
vollkommnung zu  sorgen.  In  unaufhörlicher  Thätigkeit  strebt  der  Geist, 
Ehrenbezeugungen  zu  erringen,  sich  emporzuheben  und  das  ganze  Menschen- 
geschlecht schreitet  von  Vervollkommnung  zu  Vervollkommnung  ^  und 
wo  ist  ein  Ende  abzusehen?" 

„Wir  wollen  das  Leben  hochschätzen,  solange  es  seine  Würde  nicht 
verliert.  Mögen  Vorbilder  in  der  Gesubiehte,  ein  rechter  Begriff  von  der 
Ehre,  Liebe  zum  Vaterlande,  die  in  jungen  Jahren  erweckt  ist,  bei  Zeiten 
den  Leidenschaften  die  edle  Kichtung  und  die  Kraft  geben,  die  uns  erlauben, 
über  die  Schrecken  des  Todes  zu  siegen." 

Indem  er  sich  jetzt  zur  Moral  als  dem  wichtigsten  Gegenstande  der 
Erziehung  wendet,  verweilt  Lobatschefskij  besonders  bei  der  Liebe  zum 
Nächsten:  „Duclos*),  Kochefoucauld,  Knigge  haben  erklärt,  auf 
welche  Weise  die  Selbstliebe  die  versteckte  Triebfeder  aller  Handlungen  der 
Menschen  in  der  Gesellschaft  zu  sein  pflegt  Wer,  frage  ich,  hat  voll- 
ständig darzulegen  verstanden,  welche  Pflichten  aus  der  Liebe  zum  Nächsten 
entspringen?" 

Dies  die  von  Wassiljef  mitgetheilten  Proben. 

S.  388,  Z.  7  v.u.  Brief  von  Gauss  an  Gerling  vom  8,  Februar  1844: 
„er  scheint  rector  perpetuus  der  Universität  zu  sein".    Vgl.  S.  434,  Z,  7, 

8.  389,  Z.  8  —  390,  Z,  16,     Janischefskij  S.  256  f. 

S.  390,  Z.  17  V.  o.  —  5  V.  u.  Ebenda  S.  258  f.  Wassiljef 
S.  230.     Der  Tag  des  Brandes  war  der  24.  August  {5.  Seijtember). 

8,  391,  Z.  3  —  7.     Mittheilung  Wassiljefs. 

S.  391,  Z.  16  —  18.  Nach  Wassiljef  S.229Amn.  las  Lobatschefskij 
im  Jahre  1833  —  34  mit  Benutzung  der  Werke  von  Cousin,  Lagrange 
und  Lacroix  für  die  Studenten  des  zweiten  Kurses;  Integration  der 
Funktionen,  für  die  des  dritten  Kurses:  Integration  der  Difierentialglei- 
chutigen   mit   einer  Veränderliehen,    und  für  die  des  vierten  Kurses:    Inte- 

*)    [Charles  I'ineau  Ouclos,   1704  —  1772,  französischer  Schriftsteller.] 
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gration  der  partiellen  Differentialgleichungen  und  Variationsrechnung;  diese 
Kurse  behielt  er  bis  zum  Ende  seiner  Professorenthätigkeit  bei. 

S.  391,  Z.  20—25.     Wassiljef  S.  229. 

S.  391,  Z.  9  V.  u.  —  392,  Z.  9.     Nach  Mittheilunjen  Wassiljefs, 

Zu   Kapitel  VIII. 
Vgl.  hierzu  S.  256,  Z.  3  —  36. 
Einige    Stellen    aus    der  Vorrede   bei    Wassiljef 

V.  u.       Man    findet    die    Aeusserungen    über   jene 
K.  G.  S.  von  1835,  Heft  J,  S.  5  und   78  f.,  in  den  G.  A.  I, 

«.  In  der  russisch  geschriebenen  „Imaginären 
Geometrie"  von  1835  spricht  Lobatsehefskij  von  einor  Abhandlung  mit 
dem  Titel  „Geometrie  imaginaire",  die  er  nach  Berlin  an  Herrn  Grelle  zur 
Aufnahme  ins  Journal  geschickt  habe,  das  kann  keine  andre  als  die  1837 
erschienene  sein;  s.  K.  G.  S.  1835,  I,  S.  87  und  G.  A.  I,  S.  119. 

S,  397,  Z.  5  V,  u.  Schon  die  „Neuen  Anfangsgründe"  mochten  wenigstens 
bis  au  einem  gewissen  Grade  einem  solchen  Gefühle  ihre  Entstehung  ver- 
danken, Tgl.  S.  68,  Z.  1  —  10. 

S.  398,  Z.  13  —  1  V.  u.  Der  im  Gaussarcbive  befindliche  Brief  an 
Encke  ist  datirt:  Göttingen,  1.  Februar  1841.  Die  ganze  Stelle  lautet 
im  Zus&mm.enhange: 

„Ich  fange  an  das  Russische  mit  einiger  Fertigkeit  zu  lesen,  und  finde 
dabei  viel  Vergnügen.  H.  Knorre  hat  mir  eine  kleine  in  russischer  Sprache 
geschriebene  Abhandlung  von  Lobatsehefski  fin  Kasan)  geschickt  und 
dadurch  so  wie  durch  eine  kleine  Schrift  über  Paralleilinien  iu  deutscher 
Sprache  (wovon  eine  höchst  alberne  Anzeige  in  Gersdorfs  Report orium 
steht)  bin  ich  recht  begierig  geworden  mehr  von  diesem  scharfsinnigen 
Mathematiker  zu  lesen.  Wie  mir  Knorre  sagte,  enthalten  die  {in  russischer 
Sprache  geschriebenen)  Abhandlungen  der  Universität  Kasan  eine  Menge 
Aufsätze  von  ihm." 

Ich  füge  hierzu  zwei  Bruchstücke  aus  Briefen  von  Gauss  an  Gerling. 
Der  eine,  von  Stäckel  entdeckte,  in  den  Gottinger  Nachrichten  von  1896, 
S  2  —  3  vor  ftenthehte  Brief  ist  datirt  C  ttmgen  den  4  Februar  1844.  Auf 
eme  Anfrage  von  Gerling  theilt  Gauss  dann  zunächst  die  ausführlichen 
Titel  des  Tentan  ens  von  W  Bolyai  unl  des  Appendix  von  J.  Bolyai 
mit  und  f^hrt  dann  fort 

Uehnoens  hat  in  den  letzten  Decenn  en  ein  Busse  (Lobatsehefski, 
''taatsrath  u  Prof  in  Kasan)  einen  .ibnlichen  Weg  eingeschlagen.  Er 
nennt  die  Nicht  Euklidische  die  imaginäre  <  eometrie  (wie  Ihr  ehemaliger 
Kollege*)  Astialgeometrie)  und  hat  darubu  in  russischer  Sprache 

viele  sehr  ausgedehnte  Abhandlungen  gegeben  (meistens  in  den  IJailHCKa 
hTsasCKiro  THHBeptlTeTa  Memoiren  der  Kasans  hen  Universität  zum  Theil 
auch  in  bes  ndern  Br  hurn  Jie  ich  glaube  ich  alle  besitze,  aber  ihre 
genauere  I  cture  n  ch  ve  seh  ben  habe  1  s  ich  mich  einmahl  mit  Müsse 
nieder   in   da     Fach    \erfen    kann     und   das   Lea^n   russischer   Bücher   mir 

»t    le    Nan  e  1  t  n  ü  t  lUHget  lU    f.enfit      t  '^cbwcikart. 
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noch  geläufiger  ist  als  jet/t  lue  n,h  intht  so  ist  auch  ein  Aufsatz  des 
]).  Lobatschefskj  viellpicht  eine  Heber  etzuug  aus  den  "iailHCKn  in  Grelles 
Journal,  was  ich  iber  in  diesem  Augenblicke  nicht  nachsehen  kann." 

Der  zweite  Bnet  gehört  zu  der  grossen  Sammlunj»  Gaussischer  Briefe 
an  Gerling,  die  im  (jaussarchive  eithalten  ist,  er  ist  eine  PDitsetzung  des 
ersten,  stamn  t  vo  n  8    Febiuar  1814    und  es  heisst  dann 

„Lobits  hetskis  Aiftat?  in  CrellPS  Joumil  steht  Bind  17  pag.  295  ff. 
Ich  finde  das=!  derselbe  nur  eine  freie  Uebtraet?un?  des  lus&ischen  Auf- 
satzes im  Jahrgang  1835  1  r  Gelehiten  behnften  der  Kabtnschen  Universität 
ist*),  wo  man  ehe  da  a  ich  anstjssen  wird  wo  dies  m  dem  deutsehen**) 
Aufsätze  dei  Fall  t  In  dieiem  stossen  bie  an  S  20b  Zeile  10  hei  den 
Worten  J  ai  demontre  etc  womit  dem  Leser  der  weitei  nichts  hat  wie 
diesen  Aufsatz  wpuig  gedient  ist  Eben  so  S  303  oben  J  ai  prouve 
ailleurs  etc.,  wozu  man  dieselbe  Bemerkung  machen  muss  Der  frühere 
Aufsatz  worauf  sich  dies  zu  beziehen  scheint,  wird  wohl  derselbe  sein, 
der  in  einer  Kote  des  ei-wähnten  Russischen  Aufsatzes  angefühi-t  wü'd  als***) 
stehend  im  Ka-iaHCKOMi.  istcTuniti  (Kasanschen  Boten)  für  1828  und  182!». 
Zugleich  wird  dabei  bemerkt,  dass  eine  sehr  kränkende  Kritik  dieser  Ab- 
bau Ilun^  in  N  41  eines  andern  russischen  Journals^)  C  tiut  OTCiccnu  bohn 
des  Vaterlandes  von  lb34  stehe  wogegen  Lol  atschefski  eme  Antikiitik 
np,p'(chidt  hat    die  abei  bis  Anfang  1835  nicht  autgeDommen  sei 

Mit  diesen  literaristhen  Notizen  ist  uns  nui  heilich  auth  wenig  ge 
halfen  da  m  Deut  chHnd  schweilith  ein  Exemplar  des  Kasanschen  Boten 
von  1828  1829  zu  hnden  ein  m  chte  Da^e^en  ilei  kann  ich  Ihnen  den 
Titel  einer  ai  dern  b  hnft  nachweisen  die  Sie  ohu  Zwf  f  1  sebi  leicht 
duich  den  Buchhandel  «halten  k  nnen    und  die  nur    1  Bj^en  stark  i  t 

Oreometristhe  t  ntersuchungen  7ui  Theorie  dei  Paiallellinien  Berlin 
1840  in  der  Fmckeschen  Burhbandlung 

Ich  eiinnere  mich  in  (jersdoifs  Repertoritim  damals  eine  sehr  weg 
weifende  Eeeension  dieses  Buches  gesehen  zu  haben  die  (nemlich  die 
Becension)  übrigens  für  jeden  etwas  kuiilif,eu  Leser  das  Gepid^e  hatte 
von  einem  gtnz  unwissenden  Mens  hen  heizuruhren  Seitdem  ich  Ge 
legenheit  gehabt  bale  diese  klein  'Schuft  selbst  einzusehen  mus<!  leh  ein 
sehr  voitheilhatt es  Urtheil  darubei  ftllle  Namentlich  hat  sie  vielmehr 
Concinnitdt  uni  Iracisi  n  als  d  e  grosse  on  Aufsätze  des  Lobatschefski  die 
mehr  einem  verwonc  n  'Walde  gleichen  durch  den  es  ohne  alln  Bäume 
er  t  einzeln  kennen  j,plernt  zu  haben  schwei  ist  einen  Dmchgan^  und 
Uebersicht  zu  finden 

Ueber    die    ( lelle  17    p    30t    angeführte    experimentelle 
habe   ich   aber   nichts    m    der   bchrilt   von    l'<40    gefunden   und    ich   ■ 
mich    daher  wohl   entschl  essen    müssen,    emmahl    de  wegen   an    H    Loba 
tschefsky  selbst  zu  schreiben    dessen  Autnahme  als  (  orre  pondent  i 
Societfit    ich   vor   einem  Jahie    veianlasst    habe      Vielleicht   schickt   i 
dann    den   Kasanschen    Boten       De  ih    wäre    es    ra!  glich    dass   sich    j 


•)  Vgl.  jedoch  hierzu  R.  3'J7,  Z.  22  —  27  und  4;t2,  Z.  12—16, 

*^  Soll  wohl  heissen;    in  einer  deutschen  Zeitschrift  erscbienenen, 

**•)  „Unter  dem  Titel  Ueber  die  Anfänge  oder  Principe  der  Geometrie.  (Gaus! 

t)  „Wie  ich  vermuthe  in  Petersburg  erscheinenden.     (Qauss.) 
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folgenden  Jalirgängeii  der  Kasansohen  galährtpii  Schriften  von  l^^f) — l'^-f', 
wo  auch  lauge  Aufsätze  von  Lohatschei&ky  stehen,  etwab  daiuber  fandi,t 
Ich  besitze  diese  zwar  habe  aber  bishei,  aus  dem  m  meinem  vorigen  Biiele 
erwähnten  Grunde,  mich  bisher  nicht  näher  mit  ihnen  bekannt  gemacht 

„In  seinem  Danksagungs  seh  reiben  wegen  Aufnahme  in  der  Sociftiit 
sehrieb  mir  übrigens  Lobatschefsky  damal«,  dass  seinL  vielpn  admmistri 
tiven  Geschäfte  (er  scheint  reetor  perpetims  dei  Univeiäität  zu  sein)  ibn 
jetat  aus  den  wissenschaftlichen  Arbeiten  ganz  hei ausgebi acht  hdtten  " 

Zu  diesen  Briefstellen  sind  einzelne  Erläuterungen  nothig. 

Die  zweimal  erwähnte  Reeensiou  der  „Geometrischen  Untersuchungen" 
steht  in  Gersdorfs  „Itepertorium  der  gesammten  deutschen  Literatur"  in 
Bd.  25,  dem  dritten  Bande  des  Jahrgangs  1840,  und  zwar  auf  S.  147  f. 
Dieses  Repertorium  erschien  damals  im  Verlage  von  F.  A.  Brockhaus  in 
Leipzig  am  1.  und  15,  jedes  Monats,  das  uns  hier  angehende  Heft  also 
wahrscheinlich  am  15.  Juli  1840.  Die  Becension  selbst  hat  folgenden 
Wortlaut: 

„Nach  des  Vfs.  Behauptung  kann  man,  ohne  auf  Widerspräche  zu 
gerathen,  annehmen,  dass  sich  durch  einen  gegebenen  Punct  zu  einer  ge- 
gebenen graden  Linie  zwei  nicht  /.usainmenfallende  Parallelen  ziehen  lassen 
(vgl.  S.  lü)  und  zwischen  diesen  beiden  Parallelen  soUen  grade  Liniea 
duixih  denselben  Punct  gehen  können,  die  die  gegebene  Grade  nicht  schneiden 
und  doch  nicht  parallel  zu  ihr  sind,  obgleich  sie  in  derselben  Ebne  liegen. 
Auf  eine  solche  Gi"nndtage  will  der  Vf.  unter  dem  Namen  der  „Imi^nären 
Geometrie"  eine  eigne  Wissenschaft  gränden.  Die  Graiidzüge  derselben 
liegen  in  diesem  Schriftchen  vor,  jedoch  wird  dieses  Princip  und  der  da- 
durch erklärliche  Satz  S.  21:  „Je  weiter  Parallellinien  auf  der  Seite  ihres 
I'arallelismus  verlängert  werden,  desto  mehr  nähern  sie  sich  einander",  wohl 
hinreichend  das  ScLriftchen  chai-akterisiren,  um  den  Ref.  jeder  weiteren  Beur- 
theilung  zu  überheben." 

Unterzeichnet  ist  die  Kecension  mit  „140"  und  es  wäre  recht  erwünscht 
zu  wissen,  welcher  Name  sich  hinter  dieser  Ziffer  verbirgt,  leider  sind  aber 
bis  jetzt  alle  meine  Versuche,  das  zu  ermitteln,  vergeblich  gewesen.  Er- 
wähnt sei  nur,  dass  auch  noch  in  dem  ganzen  Jahrgange  1841  des  Eeper- 
toriums  Besprechungen  mathematischer  Schriften  enthalten  sind,  die  mit 
140  unterzeichnet  sind,  vom  Jahrgange  1842  ah  tritt  dagegen  an  die 
Steile  der  140  die  ebenso  räthselhafte  Zahl  11. 

Welches  ist  nun  aber  die  „kloine  in  russischer  Sprache  geschriebene 
Abhandlung  von  Lobatschefski",  die  Gauss  von  Knorre  geschickt  be- 
kommen hatte,  und  woher  hatte  Gauss  die  „Memoiren  der  Kasanschen 
UmverMtat"  und  die   „bniondern  Brochurn"   erhalten,   die  er  1844    besassV 

In  der  \on  Gauss  hmterlassenen  Bibliothek  befinden  sich  zwei  Exem- 
plaie*]  der  „Geometrischen  Untersuchungen"  und  ausserdem  folgende  russische 
Schriften,  die  Arbeiten  Lobatschefskijs  enthalten:  Ej-stens  ein  mit  eigens 
dazu  gedruL,ktem  Titelblatte  versehener  Sonderabdruck  der    „Anwendung  der 


*)  IHs  eine  hatte  sich  Gauss  wahrMhcinlich  kommen  lassen,  nachdem  er 
lurch  dl"  Eicension  m  GersJorfe  Kepertorium  (s.  S.  432  f.)  auf  das  Schriftohen 
■Lufmi rksira  geworden  war    dis  aadre  Exemplar  hatte  ihm  später  0.  Struve  zu- 
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iniagiiiäien  Geometiie  auf  einige  Integrale",  die  im  I .  Hefte  des  Jahrgangs 
1Ö36  der  Kasaner  Gelehrten  Schriften  ei-schienen  ist;  zweitens  eine  be- 
trächtliche Anzahl  von  einzelnen  Heften  dieser  Gelehrten  Schriften  aus  den 
Jahren  1835 — 41;  endlich  drittens  zwei  Hefte  des  Kasaner  Boten  aus  dem 
Jahre  1830,  enthaltend  die  beiden  letaten  Stücke  der  Abhandlung  „Ueber 
die  Anfangsgründe",  wtlhrend  die  drei  ersten  Stücke  dieser  Abhandlung  nur 
in  einer  sehr  säubern  Absclu-ift  vorhanden   siod. 

Die  „Kleine  in  russischer  Sprache  geschriebene  Abhandlung"  ist  höchst 
wahrscheinlich  die  „Anwendung  der  imaginären  Geometrie";  einzelne  Rand- 
bemerkungen und  ein  darin  liegender  Zettel  mit  Notizen  zeigen  deutlich, 
dass  Gauss  in  dieser  Arbeit  gelesen  hat,  es  scheint  ihm  aber  entgangen 
zu  sein,  dass  auch  sie  aus  den  Kasaner  Gelehrten  Schriften  stammt. 

Die  eiiiaelneu  Hefte  aus  den  Kasaner  Gelehrten  Schriften,  die  Gauss 
besass,  hat  ihm  0.  Struve  verschafft.  Dieser  sagt  nämlich  in  seinem 
schon  auf  S.  381  und  42!)  erwühnten  Briefe  an  mich:  „Ende  August  1844 
besuchte  ich  Gauss  zum  letzten  Mal  und  ti-af  ihn  bei  der  Lecture  einer 
kleinen  Lobatsirhewskischen  Schrift,  welche  ihn,  wie  er  sagte,  sowohl  wegen 
ilires  Inhalts  wie  auch  wegen  der  Kussischen  Sprache,  die  er  damals  eifrig 
betrieb,  interessii-te.  Kine  Folge  unseres  Geplauders  wai-  es  dass  ich  Ende 
desselben  Jahres  eine  Sammlung  Lobatschewskischer  Schriften,  so  viel 
ich  deren  in  Petersburg  auftreiben  konnte,  an  Gauss  sandte."  Andrei-seits 
schreibt  Gauss  selbst*)  am  11.  December  1846  an  Wilhelm  Struve: 
„Gleichennassen  bin  ich  für  die  übrigen  Zusendungen  zu  dem  verbind- 
lichsten Danke  verpflichtet;  für  die  russischen  Sachen  von  Lobatschewsky 
walirseheinlieh  zunächst  Ihrem  Herrn  Sohne,  gegen  den  ich  vor  einigen 
Jahren  bei  seinem  Hiersein  meinen  Wunsch  ausgesprochen  hatte;  ich  lasse 
mich  seinem  freundlichen  Andenken  angelegentlichst  empfehlen.  Mit  meiner 
russischen  Sprtichkenntniss  werde  ich  wohl  etwas  zurückgekommen  sein, 
da  ich  seit  länger  als  einem  Jahre  nicht  dazti  habe  kommen  können,  auch 
nur  einen  russischen  Buchstaben  anzusehen,  ich  hoffe  jedoch  in  der  ersten 
freien  Zeit  das  Versäumte  schnell  nachznhohlen,  und  werde  dann  der  Lecture 
jener  interessanten  Aufsätze  meine  besondere  Aufmerksamkeit  widmen.  Die 
kleine  deutsche  Schrift  von  Lobatschewsky  besass  ich  schon  vorher  selbst." 
Hier  stimmt  allerdings  die  Zeitangabe  0.  Struves  „August  1844"  nicht 
mit  der  Thatsache,  dass  Gauss  die  betreffenden  Schriften  bereits  im  Februar 
1844  besass;  jener  Itesuch  bei  Gauss  muss  also  in  Wirklichkeit  schon 
früher  stattgefunden  haben;  wie  wir  nachher  sehen  werden,  vermuthlich 
im  August  1843. 

Unerklärt  bleibt  nur,  wie  Gauss  in  den  Besitz  der  Abhandlung  „Ueber 
die  Anfangsgründe"  gelangt  ist,  denn  diese  hatte  er  im  Februar  1844 
augenscheinlich  noch  nicht.  Sollte  er  den  Gedanken,  an  Lobatschefskij 
selbst  zu  schreiben,  ausgeführt  und  von  diesem  den  Kasaner  Boten  und  die 
ergänzende  Abschrift  bekommen  haben?  Vielleicht  wird  sich  mit  der  Zeit 
auch  dieser  Punkt  noch  aufklären. 

Einige    nicht    unwichtige    Ergänzungen    zu    dem    bisher    Mitgetheilten 

*}  Diese  Briefstelle  veriUnkc  ich  Stäckel,  durch  dessen  Vermjttelung 
O.  Struvi,  "echi  an  wntn  Vatei  Wilhelm  Struve  gerichtete  Briefe  von  Gauss 
der  Göttinsjüi   Gesdloch-iit  dti   Wissenschaften  geschenkt  hat. 
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liefert  der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Sehumiicher,  naineiitlich 
giebt  er  über  die  Anfänge  und  den  ursprünglicheii.  Zweck  der  russischen 
Studien  von  Gauss  Aufschluss  und  liefert  auch  noch  die  Möglichkeit  fest- 
znstellen,  wann  der  vorhin  erwähnte  Besuch  0.  Struves  bei  Oaass  statt- 
gefunden iiat. 

Am  17.  Aug.  1839  schreibt  Gauss  von  Göttingen :  „Im  Anfange 
des  vorigen  Frühjahrs  hatte  icb,  Aneignung  irgend  einer  neuen  Fertigkeit 
als  eine  Art  Verjüngung  betrachtend,  angefangen  mich  mit  der  russischen 
Sjtra^ihe  zu  beschäftigen,  .  .  .,  und  fand  schon  viel  Interesse  daran"  (Brief- 
wechsel III,  242).  Er  erwühnt  ferner,  dass  er  früher  zu  demselben  Zwecke 
das  Sanskrit  angefangen,  diesem  aber  keinen  Geschmack  abgewonnen  habe 
und  dass  sein  Studium  des  Russischen  seit  dem  Mai  1839  durch  gewisse 
Arbeiten  fast  ganz  unterbrochen  gewesen  sei,  bittet  aber  jetzt  Schumacher 
um  Besorgung  russischer  Bücber,  da  er  es  wieder  anfangen  wolle.  Schu- 
macher schickt  ihm  am  22.  Aug.  1839  einen  russischen  Kalender  und 
Gauss  dankt  dafür  am  8.  Sept.  (Briefwechsel  III,  247  und  269).  Am 
8.  Aug.  1840  (Briefwechsel  III,  394)  berichtet  Gauss,  er  besitze  drei 
Itäode  der  poetischen  Werke  von  Puschkin,  wünsche  aber  auch  russische 
Prosalektüre  zu  haben,  und  bittet  daher  Schumacher,  der  nach  Petersburg 
reisen  will,  ihm  Romane  mitzubringen.  Am  7.  Okt.  1840  schreibt  Schu- 
macher (III,  403)  er  habe  die  Werke  von  Bestiischeff  gekauft  und 
bringe  als  Geschenk  Schuberts  fünf  Bände  Memoiren  des  russischen  Topo- 
graphischen  Bureaus    mit.      Gauss   dankt    ihm    am    9.  Okt.   und  21.  Dec. 

1840  (III,  405  und  430).  Am  29.  Dec.  1841  (IV,  45)  schreibt  Gauss, 
ass    er   wenig    zum    Russischen    komme.      Am    13.  Jum    1845    (V,   12) 

empfiehlt  ihm  Schumacher  einen  gewissen  Bolitoff  zur  Aufklürung  über 
die  Aussprache  des  Russischen  Dei  Name  Lobatschefskijs  kommt  in 
keiner  dieser  Brietstellen  vor 

Mit  Stäckel,  dem  ich  die  Zusammen  Stellung  dieser  Briefstellen  verdanke, 
scbliesse  ich  hieiaus,  dasi  dei  Wunsch,  Lobat^chefskijs  nissische  Werke 
lesen  zu  können  nicht  die  urspiiingiiche  Vetanlassung  zu  Gaussens  russischen 
Studien  gewesen  lat  Femer  halten  wir  es  für  ziemlich  sieher,  dass  Gauss 
am  8.  Aug.  1840  die  kleine  von  Knorre  uber'iandte  Abhandlung  in  russischer 
Sprache  nocE  nicht  besessen  hat  >n!i  '^onst  wurde  er  sie  gewiss  erwähnt 
haben.     Er  wiid  diese  also  zwischen  dem  8    Aug    1840  und  dem    1.  Febr. 

1841  erhalten  haben 

0.  Struve  wird  m  zwei  Bnefen  Schumachers  erwähnt.  Am  24.  Juli 
1843  (IV,  lb2)  heisst  es  da.  „Dei  junge  Struve  ist  Sonnabend  .  .  . 
nach  Bonn  gegangen,  und  kehrt  über  Göttingen,  Gotha,  Leipzig  und  Berlin 
zurück'',  und  am  10.  Aug.  1844  (IV,  281):  „Der  junge  Struve  und  .  .  . 
wollen  Sie  gegen  Ende  dieses  Monats  in  Göttingen  besuchen.  Struve 
kennen  Sie  .  .  .  ."  Da  Gauss  im  Febr  1844  die  von  Struve  übersandten 
Schriften  schon  besass  wird  also  der  auf  "^  435,  Z.  15  f.  erwähnte  Besuch 
0.  Struves  bei  Gauss  der  erste  von  diesen  beiden  Besuchen  gewesen  sein. 

Ueber  Knorre  endlich  vgl    man  S    437  f. 

S  399,  Z.  5  —  9.  N-u-h  einer  Mittheilung  F.  Kleins  (vgl.  Gott.  Nachr. 
1896,  S.  4)  hat  Gauss  am  23  Novembei  1842  den  Kaiserlich  Russischen 
Staatsrath  Nicolaus  Lobatschefski  zum  KoiTespon deuten  der  GÖttinger 
Societät    vorgesehlageu ,    mit    der    Begründung,    dieser    sei    einer    der    aus- 
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gezeiuhnetsten  Mathematüei"  des  russischen  Reiches.  Dass  Gauss  die  üehei- 
sendung  des  Diploms  mit  einem,  eigenhündigon  Briefe  begleitet  hatte,  geht 
aus  Lobatschofskijs  Dankschreiben  hervor,  das  folgenden  Wortlaut  hat: 

„Ihr  gütiges  Schreiben  erhielt  ich  zugleich  mit  dem  Diplom  als  Mit- 
glied der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  ku  Göttingen.  Ich  ersuche 
Sie  ergebenst  der  Königl.  Gesellschaft  meinen  Dank  zu  bezeugen  und  der- 
selben zu  versichern,  dass  ich  mir  es  für  eine  grosse  Ehre  schlitze,  zu  den 
coiTespondirenden  Mitgliedern  derselben  zu  gehören,  und  ich  wünsche,  dass 
jede  meiner  Arbeiten  im  gelehrten  Fache  würdig  seyn  möchte,  mit  den 
ausgezeichneten  Schriften  der  Gesellschaft  vereinigt  zu  werden,  ich  werde 
wenigstens  alle  meine  Bemühungen  dahin  richten. 

„Verzeihen  Sie  mir,  dass  ich  so  lange  zögerte  Ihnen  zu  antworten,  der 
unglückliche  Brand  der  Stadt  trägt  die  Schuld  davon;  dieser  hatte  sowohl 
meine  Gesundheit  als  auch  meine  pereönlichen  Angelegenheiten  etwas  ver- 
stört, und  mich  ausserdem  noch  mit  einer  Menge  besonderer  Dienstgeschäfte, 
überhäuft. 

„Empfangen    Sie    bey    dieser    Gelegenheit    zugleich     die    Versicherung 
meiner  ausgezeichnetsten  Hochachtung,  mit  welcher  ich  für  immer  verbleibe 
Ewr.  Hoch  wohlgeboren 

orgebenster 
N.  Lobatschewsky." 

Die  noch  tolgpndpu  Titel  lasst  luh  ebenso  wie  die  Anrede  als  über- 
flüssig weg.  Wie  schon  im  Texte  Piw.ihnt,  ist  in  diesem  Briefe  nur  die 
Unterschrift  N.  Lobatschewski    eigenhändig 

S.  399,  Z.  10 — 2  V  u  Diese  Koti7en  entnehme  lüh  der  Abhandlung: 
„üeber  den  Gang  dei  l'empeiatur  zu  Kisan  während  des  Jahres  1833" 
von  E.  Knorr,  s  S  b-i7  ff  des  42  Bandes  von  Poggendorffs  Annalen, 
Leipzig  1837.  Danach  wuiden  übrigens  die  angestellten  Beobachtungen 
regelmässig  im  Kasaner  Boten  veioftentlicht,  so  lange  dieser  ei-schien. 

S.  400,  Z.  3  —  13     Wassiljef  S    226 

S.400,  Z.14  — 27.  Auf  die  Vermuthung,  dass  E.  Knorr  (1805— 1879) 
und  nicht  K.  P.  Knorre  (1801^1883)  es  gewesen  sei,  dem  Gauss  die 
„Kleine  in  russischer  Sprache  geschriebene  Abhandlung"  (vgl.  S.  398  und 
432,  Z.  24f.)  verdankte,  hat  mich  Stäckel  gebracht.  In  der  That  spricht 
dafür  schon  der  Umstand,  dass  jene  „Kleine  Abhandl  ng  allei  Wahr 
scheinliehkeit  nach  der  mit  eignem  Titel  versehene  Sonderabd  uck  de  An 
Wendung  der  imaginiiren  Geometrie"  war  (s.  S.  435),  denn  e  nen  solchen 
Abdruck  konnte  Gauss  doch  wohl  nur  von  einem  Manne  hei  m  en  haben 
der  zu  Lobatschefskij  in  persönlichen  Beziehungen  stand  während  nun 
hei  K.  F.  Knorre  solche  Beziehungen  höchst  unwahrs  he  nl  h  s  nd  er 
klären  sie  sich  bei  E.  Knorr  auf  die  natürlichste  Weise  von  der  Welt  aus 
dem  langen  Zusammenwirken  heider  in  Kasan.  Andrerse  ts  kann  mau  sich 
auch  sehr  gut  erklilren  wie  Gauss  dazu  kam,  Knorin  für  Knorr  zu 
schreiben:  K.  P,  Knorre  war,  was  schon  sein  Vater  (1759  —  1810)  ge- 
wesen war,  Astronom,  der  Name  Knorre  war  daher  Gauss  viel  geläufiger 
als  der  des  wenig  bekannten  Physikers  Knorr. 

Uebrigens  habe  ich  jetzt  wenigstens  dafür  den  sichern  Beweis,  dass 
K,  F.  Knorre  nicht  der  Uebersender  jener  „Kleinen  Abhandlung"  gewesen 
sein    kann.     Der   Knorre    nilmlich,    von   dem    Gauss    in  dem    Briefe    vom 
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1.  Pebmai-  18il  spi'iüht  (a.  S.  432),  niuss  vor  diesem  Zeitpunkte  in  Göt- 
tiogen  oder  anderswo  mit  Gauss  zusanimengetroffen  sein;  in  dem  Briefe 
heisst  es  ja:  „Wie  mir  KnoiTO  sagte  .  .  .".  Wun  aber  erfahre  ich  soeben 
(Oktober  1898)  von  K.  F.  Knorres  Sohn,  Hen-n  Professor  V.  Knorre, 
Observator  an  der  BerÜDer  Sternwarte,  dass  sein  Vater  in  der  Zeit  vor 
1841  cur  einmal  in  Deutschland  gewesen  ist  und  damals  Gauss  nicht 
angetroffen  hat.  Damit  ist  also  die  Möglichkeit,  dass  Gauss  ihn  gemeint 
habe,  ausgeschlossen,  und  es  wird  immer  wahrscheinlicher,  dass  E.  Knorr 
gemeint  ist  Freilich  habe  ich  dafür  bis  jetzt  nur  die  hier  uud  im  Texte 
angegebenen  Wahi-scheinlichkeitsgründe,  keine  wirklich  zwingenden  Beweise*). 

Wassiljef,  dem  ich  im  Jaanar  1898  die  Stiickelsche  Vermuthung 
mittheilte,  konnte  mir  sofort  bestätigen,  dass  E.  Knorr  mit  Lobatschefskij 
befreuiMlet  gewesen  ist,  er  verwies  mich  auf  die  Veröffentlichung  Knorrs 
von  1841 ,  KU  der  Lobatschefskij  seine  Abhandlung  über  unendliche 
Reihen  beigesteuert  hat  (s.  S.  399),  gab  mir  ferner  Nachrieht  von  der 
grossen  Reise,  die  Knorr  1840  gemacht  hat**),  und  theilte  mir  endlich 
die  itit  Te.^te  wiedergegebenen  Stellen  aus  dem  1849  in  Kijef  erschienenen 
Buche  Knorrs  mit.  üeber  die  weiteren  Schicksale  des  Mannes  wusste 
er  allerdings  nur,  dass  dieser  1858  in  den  Ruhestand  getreten  und  nach 
Kützsehenbroila  bei  Dresden  übergesiedelt  war. 

Nach  verschiedenen  vergeblichen  Vei-suchen  ist  es  mir  dann  gelungen 
festzustellen,  dass  E.  Knorr  einen  einaigeii  Sohn  Alexander  hinterlassen 
hat,  der  in  St.  Petersburg  als  Inspektor  der  JCaiserlich  Uussischon  Staats- 
bank lebt.  Dieser  hat  mir,  als  ich  mich  an  ihn  wendete,  auf  das  Bereit- 
willigste Alles  mitgetheilt,  was  er  selbst  wusste,  und  namentlich  nach  den 
mündlichen  Erzählungen  seines  Vaters  dessen  freundschaftliche  Beziehungen 
zu  Lobatschefskij  bestätigt.  Nach  diesen  Eniählungen  habe  sich  Loba- 
tschefskij im  Privatleben  beständig  von  allen  andern  Professoren  der 
Universität  Kasan  fern  gehalten  und  nur  mit  E.  Knorr  in  freundschaft- 
lichem Verkehr  gestanden.  Briefe  Lobatschefskijs  an  E.  Knorr  sind 
leider  nicht  vorhanden,  auch  erinnert  sich  Herr  A.  Knorr  nicht,  gehört 
zu  haben,  dass  sein  Vater  Gauss  persönlicli  gekannt  habe,  und  ebensowenig 
hat  er  in  den  Papieren  seines  Vaters  Hindeutuiigen  darauf  fmd«n  kiinnen, 
nur  dessen  neunmonatliche  Eeise  von   1840  steht  auch  nach  ilim  fest. 

Den  Mittheilungen  des  Herni  A.  Knorr  über  den  Lebensgang  seines 
Vaters  entnehme  ich  Folgendes: 

Ernst    Knorr    ist   geboren    am    23.  November   1805    in    Herzberg   in 

*)  Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  noch  eine  andre  Vermuthung  auK- 
sprechen,  die  jedenfalls  Manches  für  sich  hat,  die  Vermuthimg  nilmlich,  dass  auch 
das  Erscheiiken  der  „Geometrischen  Untersuchungen"  lici  einem  Berliner  Verleger 
(G,  Pincke)  durch  Knorr  vermittelt  ^forden  ist.  Jedenfalls  war  Knorr  vermöge 
seiner  alten  Berliner  Beziehungen  sehr  gut  dazu  in  der  Lage,  auch  ist  es  auf- 
fallend, dass  er  in  der  Vorrede  au  aeinem  „Versuche  einer  DarsteUung  der  Ele- 
mente der  Geometrie"  nur  die  „Geometrischen  Untersuchungen",  sonst  aher  keine 
Schriften  Lobatschefskijs  erwähnt.  Etwas  sicheres  wird  sich  freilich  über 
diesen  Punkt  kaum  feststellen  lassen,  znmal  da,  wie  Stückel  schon  vor  legerer 
Zeit  ermittelt  hat,  der  Finckesche  Verlag  in  andre  Hände  übergegangen  ist  und 
der  jetzige  Inhaber  (Kampffineyor)  keine  Auskunft,  au  geben  verm^. 

**)  Aus  dem  auf  S.  426  erwii]mt«n  Tagehuche  Littrows  hat  Stäckel  fest- 
gestellt, dass  Knorr  auf  dieser  Reise  Wien  berührt  und  dort  im  „Schwan"  ge- 
wohnt hat. 
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der  l'rovJnK  Sachsen  und  gestorben  dm  dU  Mai  1S7  i  in  Kötzscheiibroda 
bei  Dresden  als  Kaiserlicli  Russischer  Staatsiath  und  Professor  emeritus. 
Studirt  hat  er*J  vom  Herbst  1H2S  bis  Ende  des  Sommerhalbjahrs  1828 
zu  Berlin  und  zwar  vorzugsweise  Mathematik  und  Physik  und  erhielt  1827 
von  di-r  philosophischen  Fakultät  eine  goldene  Preisniedaille.  Von  Alesander 
V.  Humboldt  wurde  er  dann  7Um  Amanuenst?  bei  dessen  Vorlesungen 
gewählt  und  erwarb  im  April  18^0  in  Berlin  den  philosophischen  Doktor- 
grad mit  einer  Arbeit:  Disquisitiones  nuaedam  de  aestu  maris,  ^druckt 
lierlin  1830,  Nachdem  er  zeitweilig  Hulfsaibeiter  an  der  Königlichen 
Itibliothek  und  Lehivr  der  Physik  am  Joachimsthal sehen  Gymnasium  ge- 
wesen war,  folgte  er  im  December  1832  einem  Rufe  als  ordentlicher  Pro- 
fessor der  theoretischen  und  Esperimtintalphy^tk  an  der  Universität  Kasan. 
Aus  Gesundheitsrücksichten  wurde  ei  1846  n<n,h  Ktjef  versetzt  als  Professor 
der  Physik  und  der  physikalischen  Geographie,  wo    er  bis  1858  blieb. 

Au  gedruckten  Arbeiten  E.  Knorrs  sind  nach  den  Angaben  Beines 
Sohues  zu  erwähnen; 

l)  Die  Dissertation.  2)  Ueber  Fräsers  Hiihe nm essungen ,  siehe  01t- 
inanns,  Fundamente  der  Geographie  3)  Ueber  den  Gang  der  Temperatur 
zu  Kasan  im  Jahre  1833  (vgl.  ö  4^7,  l  2bÜ)  4)  Bemerkungen  in  Bezug 
auf  die  von  Prof.  A.  Erman  gegebcm  Bestimmung  der  absoluten  Höhe 
von  Kasan  (im  Bulletin  de  la  soc  imp  des  naturalis tes  de  Moscou). 
5)  Kurzer  Bericht  über  eine  wissen  sc  lufUiche  Koise  unternommen  in  den 
Monaten  Juli,  August,  September  und  October  183(5  (ebenda).  6)  Notiz 
über  einige  Apparate  zu  hydrometii scheu  Messungen  in  Strömen  (Bull, 
de  la  classe  phys.-math.  de  l'Acid  Imp  des  Sciences  de  St.  Petersbourg). 
7)  Meteorologische  Beobachtungen  aus  dem  Lehrbezirk  der  Kaiserlich-Russi- 
schen Universität  Kasan,  HeftI,  1841,  dazu  als  Anhang  Lohatsehcfskijs 
Aufsatz  „Ueber  die  (Jonvergenz  der  unendlichen  Reihen"  und  ein  Aufsatz 
von  E.  Knorr  selbst:  „Allgemeine  Bemerkungen  über  den  Vortrag  der 
Physik  auf  Gymnasien",  der  letztere  ist  datirt:  Kasan  im  Mär/.  1838. 
Manuskript  und  Abzüge  des  zweiten  Heftes  dieser  Beobachtungen  gingen 
am  24.  August  (5.  September)  1842  bei  dem  grossen  Brande  von  Kasan 
mit  der  Universit^tsbuchdruckerei  zu  Grunde.  8)  Untersuchungen  über  das 
von  Prof.  Moser  zu  Königsberg  entdeckte  dunkle  Lieht  und  über  die  Er- 
zeugung voa  Wännehildern  (Bull,  de  St.  Petersbourg).  !))  Aufsätze  über 
Thermodynamik  in  den  Pariser  Comptes  Rendus  und  in  Poggendorffs 
Annalen  von  Band  68  an.  10)  Ueber  PhotograiAie  (in  Poggendorffs 
Annalen  und  in  Uingicrs  polytechnischem  Journale)  11)  \  ersuch  ne 
Darstellung  der  Elemente  der  Geometrie.  Kiew  1849  1  )  Der  Tasten 
gyrotrop  (in  Poggendorffs  Annalen).  13)  Beobi  htungen  e  ne  ItI  cht 
(ebenda).  11)  In  russischer  Sprache:  „Beitrag  ur  I.  eschichto  der  Auto 
maten"  (in  den  Kasaner  Gelelu-ten  Schriften)  und  ,Korre  [  ondenz  m  t 
L.  Breguet  über  einen  von  letzterem  nach  Prof.  Kno  rs  Ideen  konstru  ten 
stündliehen  Thermographen   (im  Journal  des  Ka  serl    h  Eos   sehen  M  n  ste 

*)  Vorher  war  er  1820  nach  Dresden  gegangen  u  ii  uf  I  lo  t  f,en  AJca 
demie  die  Baukunst  m  studiren,  1822  aber  war  er  nach  B  In  1  e  Res  e  lelt  nn  i 
hatte   sich   da   im   Laut!:   eines  Jaires    für    da«    Un  tttl     u     oleetet 

(s.  seine  niichher  orwilhute  Dissertation). 


dby  Google 


440  NachweieuDgen  zu  Lobat^theWtii'j  Lelien  und  Schriften. 

riums  für  Volksbildung).  15)  üebei  die  Messuns  der  Gehörweite  und  die 
Ungleichheit  derselben  für  das  reihte  und  linke  Ohr  Dresden  April  1861. 
16)  Heber  die  tägliche  Variation  des  Barometers  und  die  atbino sphärische 
Lunar-Fluth.  Vgl.  auch  Poggendoiffs  biogr  Wörterbuch,  Bd.  I  u.  III, 
Artikel  Knorr,  sowie  den  Catalogue  der  Rojal  Souetj  of  London. 

S.  401,  Z.  i — -6,  Der  genaue  Titel  des  Baches,  von  dem  ich  ein 
Ksemplar  Herrn  A.  Knorr  verdanke,  lautet  „Versuch  einer  Dai-stellung 
der  Elemente  der  Geometrie  bis  /um  3<>  sten  Satze  des  1-sten  Buches  der 
Elemente  Euclids,  von  Ernest  Knorr,  D-r.  phil.  Prof.  ord.  der  Physik  an 
der  Universität  des  Heil.  Wladimir  u.  s.  w.  Kiew.  In  der  Universitäts- 
Druckerei.  1849."  Das  Buch  eathält  V  und  51  Seiten  Oktav  mit  einer 
Figurentafel.     Der  Beweisversuch  steht  im  Kapitel  III,  8.  33  ff. 

Den  unendlichen  Flächenraum,  der  eingeschlossen  wird  von  einer  be- 
gränztcn  Geraden  AJ!  und  von  zwei  dazu  senkrechten  unbegränKten  Geraden 
AC  und  Bn  nennt  E.  Knorr  ebenso  wie  Legendre  (vgl.  S.  317  f.)  ein 
rechtwinkliges  Zweieck,  AB  nennt  er  die  GrundZinie,  AC  und  BD  die 
Seiten  des  Zweieeks.  Er  zeigt,  dass  rechtwinklige  Zweiecke  mit  gleicher 
Grundlinie  kongruent  sind  und  dass  von  zwei  Zweiecken  mit  verschiedenen 
Grundlinien  das,  dessen  Grundlinie  grösser  ist,  das  andre  in  sich  enthalten 
kann,  woraus  er  schliesst,  dass  jenes  Zweieck  grösser  ist  als  dieses  und 
dass  zwei  gleiche  rechtwinklige  Zweiecke  gleiche  Grundlinien  haben.  Ferner 
bemerkt  er,  dass  der  unendliche  Flächenraum,  der  von  den  Schenkeln  eines 
rechten  Winkels  begränzt  wird,  unendlich  gross  ist  im  Vergleiche  zu  jedem 
rechtwinkligen  Zweiecke,  weil  nfimlich  das  Zweieck  unendlich  oft  in  diesem 
Winkelraum e  Platz  hat. 

Es  folgt  ein  vollkommen  strenger  Beweis  für  den  Satz,  dass  die  Winkel- 
summe im  Dreiecke  nicht  grösser  ist  als  zwei  Rechte,  doch  unterscheidet 
sich  dieser  Beweis  kaum  von  dem  Legen  dreschen  (vgl.  S.  330,  Z,  10  — 12). 
Sodann  wird,  wieder  ganz  richtig,  der  Satz  bewiesen:  „Fällt  man  von  be- 
liebigen Punkten  einer  Seite  eines  rechtwinkligen  Zweyecks  Pei-pendike!  auf 
die  andere  Seite,  so  ist  keiner  dieser  Perpendikel  kleiner  als  die  Grund- 
linie, und  jeder  folgende  Perpendikel  nicht  kleiner  als  ein  vorhergehender" 
und  hieraus  folgt  sofort;  „Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  einer  Seite 
eines  rechtwinkligen  Zweyecks  einen  Perpendikel  auf  die  zweyte  Seite,  so 
ist  die  dadurch  entstehende  vierseitige  Figur  unvergleichbar  klein  in  Bezug 
auf  das  rechtwinklige  Zweyeck",  weil  sie  nämlich  unendlich  oft  in  diesem 
Zweieeke  Platz  hat. 

Aber  nun  kommt  der  Fehler.  Es  sei  CABI)  ein  rechtwinkliges  Zweieek 
mit  der  Grandünie  AB;  auf  den  Seiten  BD  und  AC  mügen  die  Punkte 
T  und  K  so  liegen,  dass  IK  senkrecht  zu  AC  ist.  Wäre  nun  IK  nicht 
gleich  AB  sondern  grösser,  so  wäre  der  Winkel  BTK  spitz  fein  Neben 
Winkel  EID  stumpf  Machte  man  daher  KI  =^  AB  wo  /  /wischen  K 
und  /  fiele,  und  errichtete  man  auf  KI  in  /  und  /  n<ieh  der  '^eite  von 
C  und  D  hin  die  beiden  Senkrechten  ZviV  und  IP  die  beide  ganz  im 
Innern  des  Zweiecks  CABD  lägen,  so  hätte  man  drei  rechtwinklige  Zweiecke 
CABD,  PIKC,  NLKC.  Jedes  dieser  Zweieeke  enthielte  das  daiauf 
folgende  in  sich  und  wäre  daher  nach  Knorr  grössei  ah  dieses,  aber  das 
erste  und  dritte  hätten  gleiche  Grundlinien  und  waifn  fjlgliih  einander 
gleich,  worin  ein  Widerspruch  liegen  würde. 
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Der  Fehler  liegt  offenbar  darin,  dass  Knorr  die  Begriffe  der  Gleichheit, 
des  Grösser-  und  Kleinerseins  oline  Weiteres  auf  uneudliche  Grossen,  wie 
seine  Zweiecke  es  sind,  anwendet,  ein  Verfahren,  das  durchaus  unzulässig 
ist  Es  ist  genau  derselbe  Pebler  wie  ihn  Legendre  begangen  hat,  nur 
dass  dieser  b!os  den  Begrift'  der  Gleicbheit  anwendet  Die  Knorrschen  Be- 
trachtungen sind  daher  viel  lehrreicher  als  die  Legeudreschen. 

S.401,  Z.  15  — 12,  6  — Iv.u,    Näheres  bei  Wassiljef  S.  226f.,  229f. 

Zu  Kapitel  IX. 

S.  402,  Z,  7  V.  0.  —  1  V.  u.     Janischefskij  S.  260  f. 

8.  403,  Z.  1  —  13.  Nach  Janiseliefskij  8.  261  und  nach  Mit- 
tbeilungen Wassiljefs.  Nach  diesen  waren  Lobatschefskijs  Kinder:  l)  der 
im  Texte  erwähnte,  Alexej,  2)  Nikolaj,  geboren  1835,  jetzt  in  Sibirien 
im  Gouvernement  Tomsk,  3)  Alexander,  gestorben  1892  als  Oberst  in 
Petersburg,  4)  Wärwara  verehelichte  Acblöpkof,  lebt  noch  in  Petersburg. 

S.  403,  Z.  14—  19  vgl.  G.  A.  I,  8.  VII  und  II,  S.  7,  ferner  den  Auf- 
satz von  Popof,  Wospominanije  o  slüschbje  i  trudäch  Lobatschefskawa 
(Erinnerung  an  die  Wirksamkeit  und  die  Bemüliungen  Lobatschefskijs) 
in  den  K,  G.  8.  1857,  IV,  S.  153—159, 

S.  403,   Z.  17  —  13  V.  u.     Janischefskij   S.  260. 

8.  403,  Z.  2,  1  V.  u.    Popof  a.  a.  0.  und  G,  A.  I,  S.  VII  und  II,  S.  7. 

8.  404,  Z.  2  —  5.  Wassiljef  8.  233.  Von  Bunjakotskij  sind  hier 
folgende  Arbeiten  zu  nennen:  „Considerations  sur  les  demcnstrations  prm 
cipales  de  la  theorie  des  paralleZes",  iu  le  27.  oct.  1«43  und  ,Nouvelle 
theorie  des  paraUeles",  lu  le  12,  dec.  1845,  erschienen  in  den  Memoires 
de  TAcaderaie  Imperiale  des  Sciences  de  St.  Petersbourg  6  serie  Sciences 
math.  et  phys.,  Bd.  IV,  Petersburg  1850,  S.  87  —  107  und  207  —  233 
Endlich  die  selbstündige  Schrift:  Ilapa.'ue.lhHlJK  jlhhIh  (Die  ParallellinieD), 
77  S.,  8",  Petersburg  1853,  Verlag  der  Akademie. 

8.  404,  Z.  8  — 10.    Janischefskij  S.  260.    Das  geschah  im  Jahre  1855. 

8.  404,  Z.  12  y.  0.  —  5  v.  u.  Wassiljef  S.  232  f.  Ein  Bild,  das 
Lobatscbefskij  als  kräftigen  Mann  darstellt,  ist  dem  zweiten  Bande  der 
G.  A.  beigegeben,  es  ist  nach  einem  Oelgemälde  im  Besitze  der  Universität 
Kasan  photographisch  vervielfältigt.  Das  Bild,  das  den  ersten  Tbeil  des 
vorliegenden  Buches  schmückt,  stellt  ihn  in  höherem  Lebensalter  dar. 

8.  405,  Z.  1  V.  o.  —  4  V,  a.     Popof  a.  a.  0. 

8.  405,  Z.  .-{  V.  u.  —  406,  Z.  5.     Janischefskij   8.  261. 

S.  406,  Z.  7  —  14.     Janischefskij  S.  260. 

S.  406,  Z.  15  V-  0.  —  1  V.  u.     Wassiljef  S.  231  f. 

Zu  Kapitel  X. 

8.  407,  Z.  5-1  V.  u.  So  schreibt  Gauss  in  dem  auf  S.  433  an- 
geführten Briefe,  aber  man  vergesse  nicht,  dass  Gauss  jedenfalls  zu  dieser 
Zeit  die  Neuen  Anfangsgründe  noch  nicht  gelesen  hatte,  wenn  er  überhaupt 
jemals  dazu  gekommen  ist,  das  zu  thun. 

8.  411,  Z.  8—14.  Die  auf  8.  254  f.  aus  der  Pangeometrie  mit- 
getheiltc  Ableitung  einiger  Gleichungen  für  ein  Viereck  mit  drei  rechten 
Winkeln    kann    schon    in   gewissem    Sinne   als    Beleg   hierfür  dienen.     Noch 
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aut'fiilliger  ist  es  aber  bei  der  Bestimmung  der  Winkelsumme  eines  gerad- 
linigen Dreiecks  aus  dessen  Seiten,  man  vei^leiclie  nur  die  aus  der  „Imagi- 
nären Geometrie"  entnommene  Ableitung  dieser  Winbelsumme  mit  der  in 
der  „Pangeometrie"  gegebenen,  G.  A.  I,  S.  536  ff.,  II,  S.  666  ff. 

S.  411,  Z.  1!)  — 24.  Wassiljef  S.  225,  240  —  242  und  in  dem 
Bulletin  of  tiie  New-York  matbematical  society,  Bd,  III,  1^94,  &  231  — 2d> 

S.  411,  Z.  8  —  1  V.  u.     Mittheilung  Wassiljefs 

S.  412  —  417.  Einzelne  Bruchstücke  aus  diesen  Betiacbtungen  hat 
auch    schon   Wassiljef  mitgetbeilt,    vgl.    die    Z.  5f     angeführten   Stellen 

S.  415,  Z.  20—10  Y.  u.  Lobatschefskij  spiicht  nur  von  stetigen 
Punktionen,  die  „für  gewisse  k"  unterbrochen  sind,  dagegen  erwtihnt  er  e'^ 
nicht  als  eine  wenigstens  denkbare  Möglichkeit,  dass  eine  Funktion  an 
jeder  Stelle  eines  Intervalls,  innerhalb  dessen  sie  stetig  ist,  unterbrochen  sein 
könne.  Man  darf  dalier  auch  nicht  ohne  Weiteres  behaupten,  dass  er  den 
Begriff  einer  stetigen,  überhaupt  nicht  differentiirharen  Punktion  wirklich 
gehabt  habe,  so  nahe  es  uns  auch  heute  liegt,  dies  aus  seinen  Worten 
herauszulesen.  Immerhin  ist  es  sehr  wob!  möglich ,  dass  er  den  Wesens- 
unterschied zwischen  Stetigkeit  und  DifferentÜrbarkeit  in  seinem  ganzen 
Umfange  erkannt  hatte,  aber  aus  dem  Wortlaute  seiner  Aeusserungen  gebt 
das  jedenfalls  nicht  mit  Sicherheit  hervor.  IJebrigens  wäre  es  vielleicht 
besser,  für  „ununterbrochen"  (nenpepUBHLlu)  und  „unterbrochen"  (jiOMauuü) 
zu  sagen:  „ungebrochen"  und  „gebrochen".  Das  russische  Wort  für  stetig 
ist  iiocTeiieHHiJH. 

S.  417,  Z,  16  —  14  V.  u.  Hier  befindet  er  sich  in  einem  Irrthume, 
denn  sobald  eine  Funktion  innerhalb  eines  Intervalls  stetig  ist,  ist  sie  in 
diesem  Intervalle  bekanntlich  auch  integrirbar. 

S.  420,  Z.  9—20.  Der  Brief  steht  auf  S.  246  dieses  tunlten  Bandes, 
die  ganze  Stelle  findet  man  F.  Th.  S.  235.  Es  unteiliegt  keinem  Zweiiel, 
dass  diese  Erwähnung  Lobatschefskijs  dessen  Namen  zuerst  in  weiteien 
Kreisen  bekannt  gemacht  hat,  jedoch  ist  der  Briefwechsel  Gauss  Schu 
macher  nicht  die  erste  gedruckte  VeröfTentlichung,  in  der  Lobatschefskijs 
Leistungen  gewürdigt  werden.  Wassiljef  hat  mich  auf  ein  noch  früher 
erschienenes  Buch  aufmerksam  gemacht,  in  dem  das  geschehen  ist,  nämlich 
auf  die  Prolegomenes  jihilosophiques  de  la  Geometrie  et  Solution  des  postu- 
lats  pa  J  D  Ib  uf,  Docteur  en  philosophie  et  en  Sciences  phjsiques 
et  math  m  t  que  uivis  de  la  traduction,  par  le  memo,  d'une  dissertation 
sur  1  p  p  d  la  geomfetrie*)  par  P.  Uebei-weg,  Dr.  en  philos.  et 
privatd      nt       lUn  versite  de  Bonn.     Liege,  Paris  et  Leipzig,  1860. 

In  d  b  hnft  liest  man  auf  S.  75  f.:     „Y    aurait  ü  possibilite,  en 

partant  dh  p  th  autres  que  les  axiomes  reconnus,  de  construire  une 
Science  enchainee,  quoique  fausse,  comrae  il  arrive  dans  les  Sciences  dites 
naturelles?  —  A  cet  argument  force  nous  aurait  ete  de  repondre  oui  sans 
pouvoir  etablir  par  le  fait  la  justesse  de  notre  reponse,  s'il  ne  s'etait  pas 
trouve  quelqu'un  qui  s'est  charge  de  poser  ce  fait.     Partant  d'une  idee  qui 


*J  Es  ist  das  die  Abhandlung;  „Die  Prineipien  der  Geometrie,  wissen- 
schaftlich dargestellt",  Archiv  für  Philologie  und  Pädagogik,  Band  17  (18.51). 
Ygl.  Killing,  EinfQhnmg  in  die  Grundlagen  der  Geometrie,  lid.  IT,  Padcrbom 
18'J8,  S.  304-207. 
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avait  ete  emise  par  Gauss,  M.  Lobatschewsky ,  rectour  de  i'Universite 
de  Oasan,  a  essaye  de  fouder  une  geometrie  qu'il  intitule  imaginaire  dans 
la  snppositioii  que  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  soit  plus  petite 
que  deux  droits.  II  a  developpe  ses  idees  dans  uue  dissertation  qu'on  peut 
lire  dans  le  Journal  de  Grelle  (1837,  page  295);  mais  l'auteur  y  renvoie 
ä  nn  ouvrage  puhlie  par  lui  cinq  ans  auparavant  dans  le  Journal  de  Casan, 
(|ue  nuus  n'avons  pu  noKs  procurer;  il  nous  a  ete  impossible  ainsi  de  juger, 
nous  ne  disons  pas  de  la  certitude  de  ses  raisonnements  qui  semblent 
rigoureus,  naais  de  ia  signification  fondamentale  de  son  hypothese*)."  So- 
dann theilt  Delhoeuf  auf  zwei  Seiten  einige  Ergebnisse  der  Abhandlung 
Lobatsckefskijs  mit 

Wie  Delboeuf  auf  Lobatsehefskij  gekommen  ist,  das  erzählt  er 
in  dem  kurz  Yor  seinem  Tode  erschienenen  Buche;  „La  geometrie  eucli- 
dienne  Sans  ie  postulatum  d'Euciide",  Paris  bei  Hermann,  Liege  bei  Desoer, 
1897.  Er  berichtet  da,  1858  sei  er  nach  Bonn  gekommen  und  habe  mit 
Ueberweg  viel  über  Geometrie  gesprochen.  „Nous  prenions  souvent  pour 
arbitre  son  ami  Lipschitz,  privat-docent  comme  lui,  avec  qui  il  m'avait 
mis  en  i-apport.  C'est  mPme  Lipschitz  qui  mo  signala,  dans  le  Journal 
de  Grelle,  les  artieles  de  Lobatschewsky  dont  je  donne  une  courte  analyse 
dans  mes  Prolegomenes,"  Delboeuf  ist  bis  an  sein  Lebensende  überzeugter 
Anhilnger  der  Euklidischen  Geometrie  als  der  allein  wahren  geblieben. 

Durch  diese  Notizen,  die  mir  Wassiljef  hatte  zukommen  lassen,  war 
festgestellt,  dass  Lipschitz  schon  vor  dem  Erscheinen  des  Gauss-Schw- 
macherschen  Briefwechsels  die  Ergebnisse  Lobatsehefskijs  gekannt  und 
gebührend  gewürdigt  hatte.  Es  schien  mir  daier  angezeigt,  bei  Lipschitz 
selbst  anzufragen,  um  zu  erfahren,  wodurch  er  auf  Lobatschefskij  aaf- 
meiksam  geworden  sei.  Für  seine,  Bonn  d.  7.  October  1898  datirte,  sehr 
eingehende  Beantwortung  meiner  Anfrage  möchte  ich  ihm  auch  hier  meinen 
besondeien  Dank  aussprechen.  Ich  thoile  daraus  mit,  was  sich  unmittelbar 
auf  unsH    Angelegenheit  bezieht: 

„In  dem  letzten  Jahre,  in  dem  ich  in  ISerlin  studirte,  Michael  1852 
bis  185.'t,  beschäftigte  ich  mieli  zum  ersten  Male  mit  Kants  Kritik  der 
reinen  Vernunft  Dirichlet,  in  dessen  Hause  ich  eingeführt  war,  und  der 
von  meinem  Studium  des  Kanfcischen  Werkes  wusste,  pflegte  sich,  wenn 
ich  hinkam,  genau  zu  erkundigen,  wie  ich  in  meiner  Bescbäftigung  weiter- 
rückte. An  den  Abschnitt  Kants  vom  Räume  anknüpfend  sagte  er  zu 
mir,  dass  das  elfte  Euklidische  Axiom  nicht  bewiesen  werden  könnte.  Dies 
sei  dadurch  festgestellt,  dass  man  eine  Geometrie  bilden  könne,  bei  welcher 
dieses  Axiom  nicht  vorausgesetzt  werde.  Es  gebe  zwei  solcher  Geometrien, 
die  eine  von  Gauss,  die  andere  von  Lobatschefskij.  Für  die  Geometrie 
von  Lobatschefskij  nannte  er  mir  die  Abhandlung,  die  im  17.  Bande  des 
Crelleschen  Journals  erschienen  ist,  als  Quelle.  Auf  welche  Weise  er  die 
imaginäre  Geometrie  von  Gauss  kennen  gelernt  hatte,  gab  er  nicht  an. 

„In  dem  Winter  1852  —  53  hörte  ich  bei  Dirichlet  die  Vorlesung 
über    die    Theorie    der   Anziehung    nach    dem  K e wt o nscb 


*)  ,^eut-6tre  le  triangle  est-il  projete  sur  une  surface  particuliere,  ce  qui 
expliquerait  coinment  ses  anglea  deviennent  rigoureuscment  egaux  a  denx  droits 
quand  il  est  infininicnt  petit  .     .  ," 
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zweiten  Male;  icli  hatte  sie  1850  zum  ersten  Male  gehört,  war  aber  durch 
Krankheit  gehindert  worden,  bis  zum  Ende  zu  folgen.  Bei  Gelegenheit 
eines  GesprUchs  über  die  Vorlesang,  die  ich  in  dem  Winter  1852^53 
hörte,  sagte  mir  Dirichlet,  er  habe  nntersucht,  wie  sich  die  Theorie  der 
Ansehung  nach  dem  Newtonschen  Gesetze  gestalte,  wenn  dabei  die  Gaussi- 
sche Theorie  des  imaginären  Eaumes  zu  Grunde  gelegt  wird,  ohne  jedoisb 
irgend  welche  Einzelheiten  hinzuzufügen..  Diese  letzte  Aeusserung  Dirich- 
lets  habe  ich  bei  Veranlassung  der  Abhandlung:  tjnfersuchung  eines 
Problems  der  Variationsrechnung,  in  welchem  das  Problem  der  Mechanik 
enthalten  ist,  Borchardts  Journal  Bd.  74,  S.  117  [1872]  in  einer  An- 
merkung mitgetheilt." 

Lipichitz  bestätigt  sodann  aus  eigner  Erinnerung  die  \ngaben  Del- 
]  oeuts  und  bemerkt  noch  dasi  des  en  Aeusserung  Pirtint  dune  idee 
IUI  avait  ete  em  sp  [.ai  Gauss  für  ihn  etwas  autiallendes  hale  Es 
wird  h  er  7  var  nicht  gesagt  dais  L  von  einem  bedanl^en  au'^gegangen 
sei  der  ihm  als  ein  Gelanke  von  Gauss  bekannt  war  aber  der  I  esei  kann 
doch  1  ei  die&en  W  rten  sehr  leicht  voraussetzen  dasi  L  von  einem  Ge- 
danken au  gegangLu  sei  Yon  den  ei  wusste  dass  ihn  Gauss  gehabt  hatte 
In  der  That  aber  ist  mir  niemals  irgend  eine  Mittheilung  gemacht  word  n 
aus  der  zu  s  blies sea  wäre  dass  L  dur  h  Kenntmssnahme  yon  Gauss 
Psrsthungen  auf  seine  eigenen  Gedanken  gekommen  sei 

Uebrigenä  sagt  Lipschitz,  er  habe  damals  Lobatsehefskijs  Äzbeit 
im  Crelleschen  Journale  nur  äusserlich  gekannt,  von  den  „Geometrischen 
Untersuchungen"  habe  er  erst  viel  später  Kenntniss  erhalten. 

Zu  alledem  möchte  ich  noch  bemerken,  dass  die  AeusseiuBg  Delboeufs 
„Partant  d'une  idee  ,  .  ."  in  der  That  um  so  auffallender  ist,  als  sie  aus 
der  Zeit  vor  dem  Erscheinen  des  Gauss-Schumacherschen  Briefwechsels 
stammt,  doch  erklärt  sie  sich  wohl  ungezwungen  dadurch,  dass  Delboeuf 
von  Lipschitz  Einiges  über  die  Aeusserungen  Dirichlets  erfahren  und 
das  mi  SS  verständlich  aufgefasst  hat;  vielleicht  liegt  aber  auch  nur  eine 
Nachlässigkeit  im  Ausdrucke  vor. 

Dirichlet  endlich  hatte,  wenigstens  soweit  es  sich  um  Ideen  von 
Gauss  handelt,  seine  Kenntniss  aus  dessen  eignem  Munde;  denn  er  hat,  als 
er  in  den  zwanziger  Jahren  Gauss  in  Göttingen  besuchte,  mit  diesem  ein 
Gespräch  über  nichteuklidische  Geometrie  gehabt.  Das  beweist  ein  Brief 
von  Gauss  an  Olbers  vom  3.  Mai  1827  (im  Gaussarchive),  vgl.  auch 
einen  Brief  Dirichlets  an  Gauss  vom  April  1«28,  Dirichlets  Werke 
Bd.  n,    S.  377  (Hittheilung  von  Stäckel). 

8.  421,  Z.  1 — 4-  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  Bd.  II,  2.  Auf- 
lage, Leipzig  1867,  S.  III,  13  —  17,  146.  Die  Frage,  wodurch  Baltzer 
auf  Lobatschefskij  aufmerksam  geworden  ist,  harrt  noch  der  Beant- 
wortung Lipschitz  schreibt  ei  habe  Baltzer  in  Dirichlets  Hause 
kennen  gelemt  aber  keinen  wi  sen  schaff  lieben  Verkehr  mit  ibm  gehabt 
und  ihn  also  auch  nicht  aui  L  ibitschefskij  hinweisen  können.  Dirichlet 
konnte  das  gethan  haben  d  ch  steht  dem  entgegen,  dass  Baltzer  in  Bd.  II 
der  1  Ausgabe  semer  Elemente  (1862)  weder  Lobatschefskij  noch 
J  Bolyai  erwdhnt  Vielleicht  stammt  daher  seine  Kenntniss  doch  aus 
dem  5.  Bande  des  Piiefwechsels  Gauss-Schumacher  (1863),  nur  wird  in 
diesem  Briefwechsel  1er  Aijendis   T   P'-Jyais  nirgends  erwähnt. 
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S.  421,  Z.  4  —  7.  In  der  Vorrede  zu  seinem  Essai  critique  sur  les 
priacipes  fondameEtaus  de  la  Geometrie  elenientaire ,  Paris  1867,  sagt 
Hoilel,  er  verdanke  die  Kenntniss  der  Arbeiten  von  Lobatschefäkij  und 
J.  Bolyai  dem.  Dr.  Baltzer  in  Dresden.  Seine  fi'anzösisclie  Uebersetzung 
der  Cr.  U.  hat  den  Titel:  Etudes  geometriques  sur  la  theorie  des  paralleles 
par  J.  N.  Lobatschewsky,  traduit  de  rÄilemand.  Suivie  d'un  estrait  de 
la  Con-espondance  de  Gauss  et  Sehumacber.  Paris  1866,  sie  ist  ein  Sonder- 
abdruck aus  den  Memoire»  de  la  Societe  des  Sciences  pbysiques  et  natu- 
rülles  de  Bordeaus.     Tome  IV.      S.  83  —  128.     Bordeaux   1866. 

S.  421,  Z.  7  —  9.  Hoüel  sehreibt  am  29.  Mai  1867  ans  Bordeaux 
an  den  Baumeister  Franz  Schmidt,  damals  noch  in  Teraesv^r;  „Le  pro- 
t'esseur  Battaglini,  de  Naples,  s'occupe  activement  de  la  geometrie  non- 
euciidienne,  ....  II  va  publier,  d'api-es  la  copie  que  je  lui  ai  procuree, 
une  traduction  italienne  de  la  Pangeometrie  de  Lobatschewsky."  Am 
30.  Juli  1867  erzählt  er,  dass  ei-  von  den  zwei  Exemplaren  des  Bolyai- 
schen  Tentamens,  die  er  durch  Baltzor  und  E.  Schmidt  erhalten  hatte, 
das  eine  an  Battaglini  geschickt  habe.  Endlich  schreibt  er  am  27.  No- 
vember 1867:  „J'ai  retu  un  gros  volume  de  Memoires  de  Lobatschewsky 
ecrits  en  russe,  il  est  vrai,  mala  qup  je  fais  traduire  j;iar  un  de  mes  aneiens 
eleves,  jeane  polonais  tres  intelligent  ...  .  Le  Giornale  di  Matematiche 
de  Naples  publie  en  ce  moment  une  traduttion  italienne  de  la  Pangeometrie 
de  Lobatschewsky.  II  donnera  bientöt  la  traduction  de  l'Appendice 
de  Bolyai."  Auf  diese  Briefe  hat  mich  Stäckel  aufmerksam  gemacht, 
und  F.  Schmidt  hat  mir  dann  auf  meine  Bitte  die  Oiiginalbriefe  zugesandt, 
denen  die  angeführten  Stellen  entnommen  sind. 

Battaglinis  Uebersetzung  der  Pangeometrie  steht  im  G iornale  di 
Matematiche  Bd.  V,  S.  27;!  — 3:i6,  Neapel  1867  und  hat  den  Titel:  „Pan- 
geometria  o  sunto  di  geonietria  fondata  sopra  una  teoria  generale  e  rigo- 
i-osa   delle   parallele,    per  N.  Lobatschewsky      (Versione    dal  Francese.)" 

S.  421,  Z.  9  —  11.  Vgl.  den  eben  erwähnten  Brief  Hoüels  an 
F.  Schmidt  vom  November  186*  Zu  dei  Memoires  de  Lobatschewsky 
ecrits  en  russe",  von  denen  Houel  dann  sinelit,  müssen  jedenfalls  die 
„Neuen  Anfangsgrunde"  gehört  bal  en  denn  Frischauf  er/ilhlt  in  der 
VoiTede  zu  seinen  „Elementen  der  absoluten  Geometrie",  dass  ihm  Hoüel 
das  Manuskript  Seiner  Uebersetzung,  des  m  tu-isisober  Sprache  erschienenen 
Hauptwelkes  von  Lobatschefsky  Neue  Pnncipien  der  Geoniehie  .  .  ." 
zur  Verfugung  gestellt  habe. 

S.  421,  Z.  12—9  V.  u.  J.  Frischauf,  „Absolute  Geometrie  nacli 
Johann  Bolyai",  Leipzig  bei  Teubncr,  1872  und  „Elemente  der  absoluten 
Geometrie",  ebenda  1876. 

S.  421,  Z.  7  —  5  V,  u.  Halsteds  Uebersetzung  der  „Geometrischen 
Untersuchungen"  bat  den  Titel;  „Geometrical  Eesearches  on  the  theory  nf 
parallels,  by  N,  Lobatschewsky,  translated  from  the  Original  by  G.  B.  Hal- 
sted, Austin,  Texas.  Die  Vorrede  zur  ereteu  Ausgabe  ist  datirt  vom  1.  Mai 
1891,  die  zur  vierten  vom   1.  Januar  1892. 

S.  421,  Z.  4  V.  u.  —  422,  Z.  17.  Vgl.  „Compte  rendu  du  bureau 
iocal  du  comitß  Lobatschefsky,  1893  — 189.5,     Kasan   1895." 
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Verzeichniss 

der  gedruckten  Werke  Lobatschefskijs  nach  der  Zeitfolge 
ihres  Erscheinens. 


1.  0  pfisoHOHci,  H.in  B:ianMHOJi'L  KOJteöaiiiH  BOaAyiiiniixi.  ctojKjofi. 
(Ueber  die  Resonanz  oder  wechselseitige  Schwingung  von  Luftsäulen). 

K.  B.  Tkeil  24:  November  und  Deeember  1828,  S.  213—224. 

Ein  Aiiszug  aus  der  Abhandlung  von  Wheatstone:  „On  tlie 
resonances  or  reciprocated  vibratioiis  of  columns  of  air",  Quarterly  Journal 
of  Science,  Literature  and  Arts.  New  Series,  I,  175  — 183,  London 
1828,  Einen  von  Wilhelm  Weber  herrührenden  deutschen  Auszug  aus 
derselben  Abhandlung  findet  man  in  Scbweiggers  Journal  für  Chemie 
und  Physik,  Bd.  53  {=  Bd.  23  des  Jahrbuchs  der  Chemie  und  Physik), 
S.  327  —  333,  Halle  1828. 
3.    0  naiajiaxi  reOMerpin  (Ueber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie). 

K.B.  Theil25:  Februar  und  MSrz  1829,  S.178— 187;  April  1829, 
S.  228—241. 

K.  B.    Tiieif   27:    November  und  Deeember  1829,    S.  227—243 
(Tafel  I,  Fig.  1—9). 

K.  B.  Theil  28:  März  und  April  1830,    S.  251—283   (Tafel  JI, 
Fig.  10— 17);  .Tuli  und  August  1830,  S.  571  —  636. 

Wieder  abgedruckt  in  den  O.A.  I,  S.  1  —  67;  ins  Deutsche  über- 
setzt hier  S.  1  —  66.    Vgl.  auch  S.  371,  .^92—394,  408. 

3.  P'Lqi.  0  BaKHiftiTiH-KT.  iipcAMeiaxt  BOCUHxania  (Rede  über  die 
wichtigsten  Gegenstände  der  Erziehung).    Geh.  am  !).  (17.)  Juli  1S2H. 

K.  B.  Theil  35;  August  1832,  S.  r)77— 596.  Vgl.  hier  S.  388,  430. 

4.  Ajireöpa  hjie  isuiHtuieHic  kohcihuxt,  (Algebra  oder  die  Rechnung 
mit  eudlicheu  Grössen). 

Selbständiges  Werk,  Kasan  1834,  X  und  528  S.  8<'.    Die  Druek- 
erlaubniss  der  Censur  ist  von  1832.    Vgl  hier  S.  370,  411. 

5.  IIoHHaieHie  eieueHH  b^  jmyuieiiHOBt  ypOBnenJH,  KOr^a  uoKaaaTejit 
ßes^  eARHHiiH  Ä^JiHTCa  iia  8  (Erniedrigung  des  Grades  einer  zweiglied- 
rigen Gleichung,  wenn  der  um  eins  verminderte  Grad  durch  acht 
theilbar  ist). 

K.  G.  S.  1834,  I,  S.  3  —  32;  vgl.  hier  S.  412. 
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G.  0(jt>  HsqesamH  TpHi'OHOMei'pH'iecKBXi  CTpoKi.  (Ueber  die  Kon- 
vergenz der  tri gonometri sehen  Reihen). 

K.  G.  S.   1834,  II,  S,  167  —  226;    vgl.  hier  S.  412  — ilT). 

7.  yciOBHUJi  TiLinHeiiia  ;i.,iiji  jiHniKeniH  h  nojiOjKeiiiH  r.iaiiiiux'b  oceä 
o(^l>aiii,eniÄ  ra>  Tisopjioft  chctcm'I!  (Die  Bedingungsgleiclmngen  för  die 
Bewegung  und  die  Lage  der  Hauptdrehuugsaxen  eines  starren  Systems). 

Gelelii-te  Schriften  der  Moskauer  ümversitüt,  Februar  1835,  Nr.VIII, 
S.  169  —  190. 

8.  Eooöpaataejiaa  reoHerpiu  (Imaginäre  Geometrie). 

K.  G.  S.  1835,  I,  S.  3  —  83,  Tafel  mit  Fig.  1—8;  wiederab- 
gedruckt in  den  G.  A.  I,  S.  71  — 120.  Eussische  Bearbeitung  von 
Nr.  12;  vgl.  hier  S.  395. 

9.  Ciiocoöfc  yicfepHTiiCM  m.  aaqeaauiH  6e3K0»eiiiHXT,  crpoK-r,  ii  iipii- 
i).iHiiiaT[,cs  KT.  aua^eniio  (I)yiiKi];iö  (nn,  necbjia  (]OJii.inHxi  ^hccjit.  (Ein 
Verfahren  iim  sieb  von  der  Konvergenz  unendlicher  Reihen  zu  über- 
zeugen und  sich  dem  Werthe  von  Funktionen  sehr  grosser  Zahlen 
anzunähern). 

K.  G.  S.   1835,  II,  S.  211—342;  vgl.  hier  S.  415  —  417. 

10.  HoEiiH  na^ajia  reOMeT])in  ct.  i[0.iiHOft  Teopioii  ]iapa.iuic.ii.HiJXT> 
(Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie  mit  einer  vollständigen  Theorie 
der  Parallellinien). 

K.  G.  S.  1835,  III,  S.  3  —  48,  Einleitung  und  Kapitel  I,  1  Tafel: 
Fig.   1—20. 

K.  G.  8.  1836,  II,  S.  .S  — 98,  Kapitel  II,  III,  IV,  V,  3  Tafeln: 
Fig.  21—41,  42  — 6ü,  61  — 7r>. 

K.  G.  S.  1836,  III,  8.  3  —  50,  Kapitel  VI,  VII,  2  Tafeln: 
Fig.  76— 9i;  92—106. 

K.  G.  S.  1837,  I,  S.  3-97,  Kapitel  VIII,  IX,  X,  XI,  2  Tafeln: 
Fig.   107  —  120,    121  —  134. 

K.  G.  S.  1838,  I,  S.  3  — 124,   Kapitel  XII. 

K.  G.  S.  1838,  III,  8.  3  —  65,    Kapitel  XIII. 

Wiederabgedruckt  in  den  G.  A.  I,  S,  219 — 486;  Einleitung  uad 
Kapitel  I  — XI  in  deutscher  Uebersetmng  hier  S.  G7  —  235;  Ueber 
Kapitel  XII  und  XIII  vgl.  8.  23G  und  4]0f.  Vgl.  auch  8,395—397. 

11.  lIpHM'ineHie  ncoöpaiKaeMoii  reoMetpin  kt.  ii'^kotoihimi.  mtrerpa- 
.lasiT.  (Anwendung  der  imaginären  Geometrie  auf  einige  Integrale). 

K.  G.  S.  1836,  I,  S.  3  —  166,    1   Tafel:    Fig.  1  —  20. 
Wiederabgedruckt  in  der  G.  A.  I,  S.  121—218.  Vgl.  hier  S.  395, 
409  f. 

12.  Geometrie  imaginairo  (Par  Mr.  N.  Lobatschewsky,  reeteur  de 
i'Universite  de  Cazan), 

Crcllesches    -lournal    Bd.   17,    Heft   4,    S.  295  —  320,     1   Tafel: 
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Wiederabgedruckt  in  den  G.  A.  H,  S.  581—613.  Geschrieben 
vor  Nr.  8  und  schon  1834  oder  18:55  nach  Berlin  geschickt;  vgl. 
S.  397. 

13.  Greometriselie  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Parallellinien 
von  Nicolaus  Lobatschewsky ,  kaiserl.  russ.  wirkl.  Staatsrathe  und  ord. 
Prof.  der  Mathematik  bei  der  Universität  Kasan. 

Selbständiges  Werk:  Berlin  1840.  In  der  F.  Fincke'schen  Buch 
handlung.  (Weidle'sche  Buchdruckerei.)  61  S.  Kleuioktav,  2  Tafeln: 
Fig.  1  —  15,   16  —  35.     Ladenpreis  %  M    Vgl.  S.  397  f.,  433  f. 

Wiederabgedruckt  in  den  G.  A.  II,  S.  553  — 578.     In  Paksimile- 

.     druck  von  Neuem  herausgegeben  von  Mayer  und  Müller,  Berlin  1887. 

lieber  die  französische  und  die  englische  Uebersetzung  vgl.  S.  421,  445. 

14.  üeber  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihen. 
Erschienen  als  Beilage  zu  dem  Grossquarthefte:    „Meteorologische 

Beobachtungen  aus  dem  Lehrbezirk  der  Kaiserlich  Russischen  Univer- 
sität Kasan.  Auf  Kosten  der  Universität  herausgegeben  von  Emest 
Knorr,  Heft  I,  1835—36.  Kasan  in  der  Universitäts-Buchdrackerei. 
1841."  Die  besonders  paginirte  Beilage  enthält  auf  S.  1 — 48  die 
Arbeit  Lobatschefskijs  und  auf  S.  49  —  61  eiaen  „Kasan  im  Mürz 
1838"  datirten  Aufsatz  von  E.  Knorr:  „Allgemeine  Bemerkungen 
über  den  Vortrag  der  Physik  auf  Gymnasien."     Vgl.  hier  S.  399  f. 

15.  Sur  la  probabilite  des  reaultats  moyens,  tires  des  ohservations 
r^petees  (Par  Mr.  Lobatachet'sky,  reeteur  de  l'universite  de  Cazan). 

Crellesches  Journal  Bd.  24,  Heft  2,  S.  164—170,  Berlin  1842. 
Grösstentheils  eme  Uebersetzung  einiger  Seiten  aus  dem  Kapitel  XII 
der  „Neuen  Anfangsgründe",  vgl.  K.  G.  S.  1838,  I,  8.  87  — 105; 
G.  A.  I,    S.  428  —  438;    vgl.  auch  hier   S.  401  und  410, 

16.  Ilojiuoe  aaTMiiriie  eo.iHn,a  Bt  lleij.^t  26.  iKiuji  1842  r.  (Die  totale 
Sounenfinsterniss  in  Pensa,  am  26.  Juni  [8  Juli]  1^42J 

K.  G,  S.  1842,  III,  S.  51  —  83,  auoh  abgedruLkt  im  dvjpHan. 
MHHHCTepcTHa  Hiipoaaaro  IlpncBbmeHiH  (Journal  des  Ministeiiurab  tui  Volks 
bilduug)  1843,  Bd.  XXXIX,   Abth.  II,    S.  b5  — 96 

17.  lIo;i;po6nHft  paaöopi  paacy^vueni^  iipci;<!TiB,iCHinio  iiiiiiiTpOMT. 
A.  6.  lIoiiOBHMi  iio^-h  HasBauieiB'b;  „Oöi  HUTeipHpoBaHin  iHii[n{»p])euiin  i 
HHXt  ypaBHeflift  rHÄpo;tHHaMKKH,  iipHBese)miii\t  la  JinueuHonj  iinjty'  in 
CTeiieHt  Jtoicropa  MaxeMaraKa  h  acipoHOJiin  (Ausfuhthche  Analyse  der 
von  dem  Magister  A.  F.  Popof  zur  Erlangung  des  Doktorgiadtf.  in 
der  Mathematik  und  Astronomie  vorgelegten  Disseitition,  betitelt 
„lieber  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Hydrodynamik, 
wenn  diese  auf  lineare  Form  gebracht  sind"). 

Gedruckt  als  Anhang  zu  der  Doktordissertation  Popofs,  Kasan 
1845,  4",  13  besonders  paginirte  Seiten;  datirt  vom  11.  (23.)  April 
1845.      Vgl.  hier  S.  401. 
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18.  üiiJi'iemc  u'LKOTopiixii  oiipcAt-ienuLix'A  HUTerpa.iOB'b  (DurWerth 
einiger  bestimmter  Integrale). 

K.  G.  S.  1852,  IV  in  4«,  und  zwar:  Abhandlung  I,  S.  1—26, 
Abhandlung  II,  8.  27 — 34.  Dieselbe  Arbeit  ist  auch  in  deutscher 
Sprache  erschienen  in  dem  von  Georg  Adolph  Ermau  heran sgegeheneu 
„Archiv  für  wissenschaftliehe  Kunde  von  Rassland",  Berlin  1855, 
Bd.  14,  S.  232— 272,  unter  dem  Titel:  „lieber  den  Werth  einiger  be- 
stimmten Integrale.  Nach  dem  Eussischeii  von  Herrn  Lobatschefskji, 
Prof.  emerit.  in  Kasan."  Die  Ueherset/ung  rührt  nicht  von  Loba- 
tschefskij  her.    Tgl.  hier  S.  418. 

19.  Pangeometrie  ou  precis  de  geometrie  foudee  sur  utie  theorie 
geriei  de  et  rigoiueuse  des  paidlleles,  par  N  Loliat3cheffsk> ,  Pro- 
fesseur  tmerite  de  I  universite  de  Kasan  et  membi  e  honoraire  de 
l'universite  de  Moseou 

CGopHHBb  )  icHUM  crarcft,  HauHoauHuti  npo  pcccoiiaiiH  JInneparopcEaro  Ka- 
jiBttiro  \ uHMepcuTeia  bi  uaiiHTt  irHTH].ecHTH.i-ftTBj[ro  em  c\ iii.t.cTiioB'uiia  (&amm- 
lung  gelehrter  Abhandlungen,  verfasst  von  Piofessoien  der  Kaiserlichen 
Universität  Kasan  zui  Eimnerung  an  deren  fünfzig) ihnijes  Bestehen), 
Bd  I,  Kasan  lb56,  =!  271  —  340  Wiederabgedruckt  m  den  (x  A.  II, 
S.  617  —  680.  V^rl.  bwr  S.  403  und  411,  wegen  dei  italiemsehen 
Uebersetzung  vgl.  H.  421,   145. 

20.  llauveoMcriiia,  sacayjKeearo  IIpo(|ieccopa  II.  II.  .loöa'ieBCKaro 
(Pangeometrie,  von  dem  emeritirten  Professor  N.  J.  Lobatschefskij). 

K.  G.  S.  1855,  I,  in  4",   S.  1—56;    Kasan,  in  der  Universitäts- 
bucbdruckerei,  1856;  unveränderte  Uebertragung  von  Nr.  19.     Wieder- 
abgedruckt in  den  G.  A.  I,    S.  489  —  350. 
Die  geome tri s eben  Arbeiten   Lobatschefskijs  sind   vereinigt   in 

dem  Werke: 

IlojiHOC  coCJpaiiie  coyaneHia  iio  reoMeTi)iH  H.  II.  .iloöaqeBCKai'o.    lia- 

Aanie  llMiiepaTopcKaro  IvaaancKai'o  yiiniiPpCHTt>Tit  (Vollständige  Sammlung 

der  geometrischen   Arbeiten  N.  J.  Lobatschefskijs.     Ausgabe  der 

Kaiserlichen  Universität  Kasan). 

Theil  I,  Kasan  1883,  in  4'»,  S.  I— VIII  und  1  —  550  enthält  die 
vorstehenden   Nrn.   2,  B,   11,   10  und  20. 

Theil  II,  Kasan  1886,  in  4",  S.  3  —  8  und  551  —  680,  mit  einem 
Bildnisse  und  russischen  Faksimile  Lobatschefskijs,  trägt  auch  die 
Bezeichnung:  Collection  complete  des  oeuvres  geometriques  de  N.  J.  Lo- 
batcheffsky.  Edition  de  l'Universite  Imperiale  de  Kasan,  und  ent- 
hält die  vorstehenden  Nrn.  13,  12  und   19. 
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S.  6,  Z.  1  V.  II,,  7,  Z.  1  V.  o.  setze  man  nach  „hcnihrcn"'  oin  Komma. 

S.  20,  Z.  IH  V.  u.  hätte  (11)  in  (12)  iinigeilndert  werden  sollen. 

ö.  25,  Z.  10.     Die  [3ö7  gehört  an  die  Zeile  13. 

S.  34,  Z.  10:  s.  S.  265  Z.  21—17  v,  u. 

S.  36,  Z,  2  lies:  [gleiche]. 

B.  42,  Z,  10  r.  u.;  s.  S.  278  Z.  7—11. 

S.  57,  Z.  11.    Die  \602  gehört  an  die  Zeile  13. 

S.  73,  Z.  17  V.  o.  —  8  V.  u.  In  seinen  Keflexions  sur  la  theorie  des  paralleles 
(vgl.  S.  311,  Z.  18—15  Y.  n.)  giebt  Legendre  auf  S.  397— yj'J  eine  etwas  ahgeiln- 
derte  Dartellung  des  hier  auf  S.  71 — 73  kritisirten  Beweises,  den  Louis  Bertrand 
in  Bd.  11,  S.  la  f.  seines  Werkes:  Döveloppement  nouvean  de  la  partie  ölömen- 
taire  des  mathematiqnee ,  prise  dans  toute  son  utendue,  Genf  1778,  veröffentlicht 
hat.  Sodann  folgt  auf  S.  399  f.  der  Refleirions  der  hier  S.  73,  Z.  18  v.  o.  — 8  v.  u. 
■wiedergegebene  Beweis,  und  Legendre  schliesst  mit  den  Worten;  „On  ne  peut 
disputer  ä  ces  dömonstrations  le  me'rite  d'6tre  simples  et  rigoureuses.  M.  Ber- 
trand, de  Geueve,  est  le  premier  qni  *n  ait  fait  luention  dans  son  ouvrage  inti- 
tule:  Üeveloppement  de  ia  partie  elementaire  des  mathematiques: 
mais  jusqu'ä  prt-sent*)  personne  ne  les  a  introduites  dans  les  livres  el^mentaires." 

Hierdurch  wird  der  Anschein  erweckt,  als  ol>  auch  der  Bweitc  Bcweisversueh 
von  Hertrand  herrühre.  Lobatschefskij,  der  jedenfalls  das  Bertrandsclie 
Werk  nicht  ?.a  Gesicht  hekommen  hat,  war  offenbar  dieser  Meinung ,  und  ich 
selbst  habe  erst  jetzt  nach  Einsicht  jenes  Werkes  bemerkt,  dass  sich  der  zweite 
Beweisversuch  nicht  darin  findet.  Es  müsste  daher  auf  S.  73,  Z.  17  f.  eigentlich 
heissen:  „Ein  andres  Ansehen  giebt  Legendre  dem  Bertrandschen  Beweise, 
indem  er  unendliche  Flächenräume  in  Winkein  allein  betrachtet."  Ebenso  sollte 
auf  S.  75,  Z.  18  v.  u.  gesagt  werden;  „in  dem  von  Legendre  umgestalteten  Ucr- 
trandschen  Beweise",  auch  müssen  die  von  mir  zu  diesen  Stellen  gemachten  An- 
merkungen auf  S.  315  und  317  geändert  werden,  s,  S.  4öl — 463.  Allerdings  wäre 
es  möglich,  dass  der  zweite  Beweisversuch  in  Bertrands  EltJmens  de  Geometrie, 
Paris  1812  (P.Th.  S.  305)  enthalten  wäre,  aber  diesen  Buch  haben  weder  Stäckel 
noch  ich  bis  jetzt  einsehen  können. 

S.  74,   Pig.  5.     Auf  der  Verlängerung  von  AB  soll  B'  stehen,  nicht  B" 

*)  Das  ist  unrichtig,  denn  das  Beweisierfahrtn  hndet  sich  schon  ISO-t  bei 
Ide  und  bei  Lacroix  (P.  Th.  S.  305,  306),  femer  luch  in  den  Ll^men«  de 
Geometrie  von  Develey,  Lausanne  1816  die  in  dei  P  Th  nicht  angeführt 
sind.    Vgl,  überdies  P.  Th.  S.  231.     Stäckel 
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iS.  75,  Z.  12—6  V,  u.  Hier  ist  nicht  recht  klar,  wie  Lobiitachefs  kij  dazu 
kommt,  gerade  das  aus  den  Legendreschen  Betrachtungen  herauszulesen;  Le- 
geadre  beweist  nämlich,  dasa  das  unendliche  Zweieck  CABD  gleich  ist  dem 
Zweiecke,  das  begränzt  wird  von  ED,  EF  und  von  der  auf  EF  in  E  niwsh  der 
Seite  von  D  und  G  hin  errichteten  Senkrechten,  oder  richtiger,  er  beweist,  dasB 
jenes  Zweieck  in  dieses  verwandelt  werden  kann  (vgl,  S.  317  f);  da  aber,  wenn 
AFE  ein  spitzer  Winkel  ist,  der  Winkel  EFO  stumpf  ausfallt,  so  ist  das  erste 
Zweieck  keineswegs  der  Flächenraum,  der  aus  dem  Zweiecke  DSAC  durch  Ab- 
schneiden des  Vierecks  ABEF  entsteht. 

S.  97,  Fig.  25.  Die  Punkte  zwischen  E  und  li'  sollen  G'  (nicht  G)  und  F 
'nicht  F)  heiseen. 

S  111,  Z  l  und  141,  Z.  18  V.  u.  setze  man  vor  „und"  ein  Komma. 
S  ISO,  Z  13—15  Statt  BC  lies  AB.  Der  Urtext  lautet:  Bt,  läKOM'L  cjiyMa-li 
CojcpaiaBie,  xopiaxi  AC\  BC  coorBBTCTBCTuiuxi.  jtjobi  npir  ueuipli  irpvrii,,  fiyici-F. 
cme  ■weiiLe  pmuuTtca,  hcikwh  flpoöi.  —  ;  -  ■  .  Es  fehlt  aber  eine  Angabe  darüber, 
wovon  eich  dieses  Verliältniss  um  weniger  als  -'■  unterscheidet.  Vgl.  S.  330,  Z,17 
--12  V    u 

S-  196,  Z.  5  lies;  Die  beiden  Linien  a  un.I  «'. 

S.  302,  Z.  3— 16,  305,  Z.  21— S  v.  u.  Die  .Mittheilungen  lil.ei'  dLi^  Legendre- 
sche Supplement   verdanke  ich  Stitckel. 
S.  ai3,    Z.  9  V.  u.  lies:  378  statt:  377. 

S.  316,  Z.  24,  23  und  21  v.u.  lies:  ,,seini'nBeweisverBUch".  ,,n7S"  statt  „177i", 
„diesen  Bewei s versuch "  und:  „Der  Versuch  beruht", 

S.  31S,  Z.  9,  8  V.  n.  sind  die  Worte:  „Den  zweiten  .  .  .■'  zu  tilgen. 

S,  315,  Z.  22  —  9  V.  II.    Wie  ich  mich  jetzt  überzeugt  habe,   ist  der  Bericht 

Legendres  nicht  ganz  treu.    Bertrand  braucht  1778  weder  das  Wort  biangle 

noch  die  Ausdrücke:    unendlich  gross  von  erster  oder  zweiter  Ordnung.     Es  ist 

wohl  das  Beste,  den  Wortlaut  des  Bertrandschen  Beweises  wiederzugeben  (Deve- 

■.  I!)f.).     Die    Figuren    kann    wich    der  Leser    selbst 


loppement  nouvea 
leicht  zeichnen. 

u,    lid. 

i,  y.  I 

.,Propositio 

1  VIII. 

Den 

siemc  GH  des 

ngle« 

inter 

oites  AB,  Cn,  fiui  foiit  sur  une  troi- 
ä  BKL,  DLK  cgiiux  ensemble  ii  dcux 
droitfi,  rcmferment  entr'clleB  unc  portion  du  plan  teile  qu'il  cn  con- 
tient  une  infinite  de  pareilles. 

„  Kn  L'fFet ,  puisqiie  par  supposition ,  la  soinme  des  angles  B  KL ,  DLK  est 
egale  ä  doux  angles  droits;  que  d'ailleurs,  la  soinme  des  angles  de  auite  DLK, 
DLM  est  auaei  «jgale  ä  deux  angles  droits;  il  s'ensuit  que  DTjM  =  BK L:  que 
par  cons^quent,  si  Ton  prend  sur  HG  la  longueur  LM  =^  KL,  et  qu'imagmant 
la  droite  EF  tiree  par  le  point  M  de  mani^re  que  FML  =^  DLK,  oa  fasse 
glisser  la  bände  ACDB,  le  long  de  HG,  .jusqu'ä  ce  que  le  point  L  vienne  en 
M  et  le  point  K  en  i,  la  ligne  KL  coincidera  avec  LM,  ta  hgne  LD  avec 
MF,  et  la  ligne  KB  avec  LD;  parce  que  les  angles  egaux,  de  ineme  qne  les 
droites  ügales,  peuvent  convenir.  Mais  la  bände  AüDB  convenant  aiasi  avec  U 
bände  CEFD,  ä  cau^ie  qu'on  a  pu  prendre  sur  HG  une  longueur  LM  ^=  KL, 
il  est  clair  qu'on  feroit  autant  de  bandes  ögales  ä  ACDB  qu'on  pourroit  prendre 
sur  HG  de  longueurs  ögales  ,i  KL,  c'est-ä-dire ,  qu'on  en  feroit  unc  infinite,  et 
partant,  que  deux  droites,  qui  fönt  sur  une  troisieme  des  angles  intörieurs  egaux 
ä,  deux  dioits,  lenferment  entr'elles  une  portion  du  plan  teile  qu'il  cn  conticnt 
une  infinite  de  pareilles 
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„rropositiou  IX.    Lornque  tUux  droitcs  tVnt  snr  uni^  troisiemu  des 

droiteB  "ie  rencontrent 

RappellonB  nou«  daboril  la  lemarquo  qiii  a  t  (j  liite  plus  h<iut  iwe  ii  ik  it 
(Iroites^l-B  CD  font  dun  cotö  d  mie  troisiemc  AJ  les  ingl(,i  mtcrieurs  ÜA  7 
DLR  dont  la  '^onime  aiirpa^Bsc  deiix  anglen  (iroits  cf^  tnimes  droites  font  dt. 
lautre  cotiS  de  KL  des  anglei  interieuia  AJ\I  CLK  dont  U  BOuime  est 
inomdre  que  deux  dioits  Piiis  bupposi  quici  IKL  -\-  CLK  <!,  2  dl  oits  et  qiie 
L31  fabte  I angle  CLM  du  nombre  de  degres  minutes  tecondeB  etc  qiii 
manq\ient  i  AKL  -\-  CLK  j-our  faire  deux  angles  droits  1  on  ne  pourra  nier 
quo  1  ar  H  propoaition  prtcedente  le  plan  ne  contienne  «ne  infinite  de  bandes 
piitilles  a  MLKA  [»le  par  conaiSquent  i  7  (  ne  rencoiitioit  pis  A  1  du  cötc 
it  A  ü  ne  &  en  uivit  cette  abeuiditL  qut,  MLKA  renfermeioit  langle  Sfl  ( 
diiquel  loin  de  pouvoir  diie  qite  le  plan  en  LOntient  une  infinite  de  eemblables 
on  peut  dire  au  contiaire  [uil  nen  contient  quun  nonibie  fini  savoir  160  ei 
c  est  nn  degre  "'1600  si  c  est  une  nun  ite  1296000  3i  i-  est  une  secondo  etc 
JJonc  il  est  im[K)BsibIe  que  LC  ne  lencontre  pac  A  4  du  cot  de  A  Donc  en  gö 
n-ral  il  est  ira|.os  ible  que  deux  dinitts  ne  se  lencontient  pis  loiaque  la  somtnc 
des  angle    interieurc,  qn  elles  font  siir  une  troi'ierae  n  est  pas  tgAle  i  deux  a,nglcB 

loui  fiire  enLor  laieux  lentii  la  foroe  di  cette  demonstration  j  obaerverai 
qu  un  angle  petit  o  i  gi-ajid  plac(  au  centre  d  un  ceide  dient  avec  un  rayon  fini 
quelconque  insiste  sur  un  arc  de  quelque  grandeur  ou  aur  ua  arc  de  nulle  gran 
deur  que  « il  in'Ji'ite  sur  un  aic  de  niile  giandeur  il  faut  que  sea  lambca  com 
cident  et  consequemment  que  ce  ne  soit  pah  un  angle  que  ■<  il  msiste  eui  un  arc 
de  quelque  giandeur  comme  toute  la  oiiconferenLe  est  eile  möme  une  grindenr 
flnie  il  faut  qne  le  lapport  de  cet  aic  i  toute  li  circonference  soit  im  rajport 
de  quantitt,  linie  a  quantitä  finie  que  par  cunsequent  I  ingle  qui  meiste  sur  (.et 
Ire  BOit  iiUBsi  d  toute  H  quantite  angiilaire  aiitoui  du  centie  comme  une  grm 
dcHi  linie  j,  une  antre  paice  quenfin  les  anglea  au  centre  faJnt  i  toute  li  quan 
tite  angulair  autoiir  du  eentie  comme  les  arcs  sur  lesquela  ila  insistent  sont  a 
toute  la  uiconl(5rence  Mais  une  portion  de  plan  contenue  entie  deus  droitea  qui 
tont  sur  une  troisieme  des  angles  intetieuTS  ägauz  a  deus  droits  n  est  pas  a  toute 
la  surface  plane  comme  une  juantite  flnie  est  i  une  autie  quantitö  tinie  mais 
tomme  une  quantit  finie  %  une  q  lantite  infinie  La  bände  ACDB  pai  exemple*) 
e  t  a  tout  le  plan  dont  eUe  fait  partie  comme  la  droite  hnie  KL  est  a  la  droite 
mtm  e  A  fr  Dono  un  angle  quelque  i  etit  qu  il  soit  est  touiours  plu  grand 
qu  une  le  ces  parties  du  plan  qua  nous  avons  qualifii^es  de  baades  Donc  il 
imphque  contradiction  quune  lande  contienne  un  angle  Donc  il  implique  con 
trailiction  que  deux  droites  qui  font  sui  une  troisieme  des  angi  s  int  neurs  dont 
la  Bomme  n  est  pas  ^gale  i  deux  droits  ne  se  lencontient  pas  du  (,öte  o  i  cetto 
■^Dmme  est  moindrt  que  deux  droits 

'^onst  hibe  ich  m  dem  Bertrandschen  Werke  keine  Stelle  weitei  finden 
können  m  der  die  hier  lehandelte  Fiage  gestreift  waie  nuj  m  der  Vorrede  wird 
wenigstens  darauf  angeepielt  es  heisst  da  Bd  I  S  X\ll  Donc  1  attachement 
sciupuleui  i  la  ngueur  geomiStiiq  le  con  1  iit  a  la  darte  et  i  la  nettett  et  tlci 
pro  i^uement  la  nettetfi  mene    i  la  ngueui  geomttrique     C  est  a  Id  rechercbe    c  est 


*)  (remeint  ist  die  in  Proj  c  itiun  \  111  1  etraci  tete 
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a  1  ambition.  de  cette  nettete  lue  je  doia  par  exeniple,  lea  definitions  de  l'angle 
et  de  la  ligne  holte  qi!  m  ont  fait  eviter  le  d^faut  connu  des  Elements  d'Bu- 
clide  sur  la  reneoitie  des  parallele  Dtfaut  qui  ne  vient  que  de  ce  qu'il  n'a 
kfini  ni  1  iiigle  ni  la  lign  droit«  idr  oq  ne  qualitiera  pas  de  deflnition  une  di^- 
nommation  diffeiente  de  la  d^öomiaation  oidmiire  d'un  objet," 

Den  Winke!  defln  rt  Bertrant  il  r  gens  in  Bd.  II  anf  S.7  so:  „Un  angle  est 
np  porfiun  de  snperfiue  [lane  contenuc  Pntre  ileui  lignes  droites,  qui  ae  coupent, 
et  sont  termin  ^es  \  leur  po  nt  de  bp  t  on  Seine  Erklärung  drr  (ieradcn  ist  da- 
gegen fiiT  un«  nickt  von  Belang 

S   317    Z   11    vgl    S   450    Z   12— b  y.  ii. 

S  321  Z  1  tf  Aich  'Steiner  hat  sich  mit  diesem  Orte  beschäftigt,  jedoch 
ohne  dessen  einfache  Ppfimhon  zu  bemerken,  wie  sie  Lobatschefskij  gegeben 
hat  e  die  AbhandluDg  Verwindl  mg  und  Theilüng  ephärischer  Figuren  durch 
ton'itmction      Crelles  Jo  irnal  Bd   "    S   45—63  (1827),  Werke  Bd.  I,  S.  101  —  120. 

'^  326  Z  18—0  V  u  Zu  derselben  Beaiehung  zwischen  zwei  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecken  ist  schon  Ganss  bei  Untersuchungen  über  das  Penta- 
gramma  minhcuin  gelangt  vgl  die  Ges  Werke  III,  S.  487— 4U0,  und  Daicbek, 
lieber  eine  Lirweiterung  de'<  Uauss  sehen  Pentagramina  mirificuin  auf  ein  belie- 
biges sphärisches  Dieieck    Grunerts  Ardiiv  II,  Reihe,  Bd.  16  (1898),  S.  320—326. 

S  335  Z  I  In  «.einem  Exemplare  der  G.  ü.  (Tgl.  8.  434 f.)  hat  Gauss  zu 
den  Worten  wckhei  vergrösseit  winde"  die  Randbemerkung  gemacht:  ,,was 
wohl  naher  nachgewiesen  /u  werden  verdient  hütte,"  In  der  That  ist  man  nur 
d-»nn  '■icher  dass  i  CBQ  gid«er  ist  als  L  GSA,  wenn  .4C>  BC.  Sollte  da- 
gegen ÄC  <  BC  sein  so  mache  man  i  ACQ  =  n{a)  +  n(b}  und  CQ  =  CB 
und  kann  dann  wieder  die  Lobatschefskijsche  Schlussweise  anwenden.  Der 
Fall  AG=BC  endlich  braucht  wohl  nicht  noch  besonders  behandelt  3U  werden. 

S.  338,  7,.  a,  8  V.  u.     Man  vgl.  hierzu  S.  424  Z.  23—11  v,  u. 

S,  362,  Z,  15 — 19,  Es  sind  drei  verschiedene  Hefbe  über  Geometrie,  die  mit 
Nachschriften  von  Vorlesungen  fiber  Algebra  so  zusammengebunden  sind,  dass 
Algebra  und  Geometrie  abwechseln.  Die  geometrischen  Hefte  enthalten  keine 
Angaben  über  die  Zeit  der  Niederschrift;  eines  trägt  die  Bezeichnung;  Heft  über 
Geometrie  des  Schülers  Temnikof  Auf  den  algebraischen  Heften  steht  geschrie- 
ben: Vorlesungen  von  1815  bis  1816  und:  Vorlesungen  von  1816  bis  1817.  Daher 
stammt  die  Zeitangabe  des  Textes 

S,  362,  Z.  17  V,  n.     Vgl    auch  dm  Bew eis vei such  von  E,  Knorr,   S,  440  f. 

S,  369,  Z,  7  V,  u.     Vgl    auch  '^  450—411 

S,  377,  Z,  17-30.  In  einem  Briefe  an  Gauss,  vom  10.  Februar  1829,  er- 
wähnt Bessel,  ei*  sei  duich  das  was  Lambeit  gesagt  habe,  und  durch  Schwei- 
karts  mündliche  Aensserungen  zui  Klarheit  über  die  Parallelenfrage  gekommen 
(s,  P.  Th,  S.  227).  Es  ist  etwas  aiifi'allend  dias  Gauss  in  seiner  Antwort  auf 
diese  Bemerkungen  Bessels  gar  nicht  eingeht  da  er  fiber  Schweikart  Be- 
scheid wusste,  möchte  man  hieraus  fast  schliessen,  dass  auch  der  Hinweis  auf 
Lambert  für  ihn  nichts  Neues  enthielt  G'insi  kann  auf  die  Arbeit  von  Lam- 
bert durch  den  1824  erschienenen  Fuklidkommentar  von  Camerer  aufmerksam 
geworden  sein,  vgl.  P.  Th    S  24R  und  nt 

S.  381,  Z.  20—25.  Zu  die'.er  Auffa'.sung  sind  Stackel  und  ich  auf  Grund 
des  jetzt  vorliegenden  Materials  gelangt  Die  Mittheilungen,  die  Gauss  selbst 
1799  (s.  S,  379)  und  in  spaterer  Zeit  ilber  lie  -Inftinge  seiner  Untersuchungen  ge- 
macht hat,  sind  damit  durchaus  vereinbar 
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An  lauiiniii  schreibt  ei  1824  (?  I  Th  "^  24  il  er  habe  sich  EPit  Aber 
dieissig  Jahren  mit  der  Annahme  be-jchäftigt  da,ss  die  Wiiikehumme  im  Du  lecliP 
kleiner  sei  als  7wei  Rechte  In  einem  Briefe  an  Be'iEel  ron  1821  (P  Th  S  22C) 
■"pncht  er  divon  dasa  das  Thema  der  eisten  Gründe  der  rieometne  lei  ihm  schon 
fast  Tiir7ig  Jfthre  alt  sei  Im  Jahre  1831  schreibt  er  an  Schumacher  (»  P  Th 
S  *  10)  dass  seine  Meditationen  über  die  Paralielenfheone  zum  Theil  schon  gegen 
vierzig  Jihre  alt  seien  und  einem  Jugendfreunde  W  Boljai  gegenüber  riu-isert 
ei  1HS2  der  ganze  Inhalt  der  fechnfb*)  der  Weg  den  Dem  Sohn  eingeschlagen 
hat  und  die  Re^ultite  zu  denen  er  gefuhrt  ist  kommen  fast  durchgehends  mit 
meinen  eigenen  ?iiin  Ibeil  «chon  seit  50^35  Tahien  ingestellten  Meditationen 
ibeiPin  (s  Math  Ann  Bl  40  S  163  und  Briefwechsel  ywifthen  Gauss  und 
W   Boljai  S  109 

Aus  allen  diesen  Angalien  geht  ibei  n  ir  he  vor  (iass  Gaiss  bereits  vcr 
ISIlfi  sehr  eingehend  unt  is  icht  bitte  welche  lolgen  sich  aus  der  \nnahme  er 
geben  die  \\  inXelsumme  ei  klein«  alt  zwei  Rechte  ihnlieh  wie  'Ziethen  aus 
seiner  Hypothese  des  spitzen  Winkel«  ein  ganzes  System  von  Folgerungen  und 
Sätzen  abgeleitet  hatte  nnd  "nit  ls  Lambert  bei  seiner  dritten  Hvpotbese  gethan 
hatte  (Vgl  P  Th  h  50— Ho  112—207)  Dtmregpn  lasst  sich  aus  den  angefahrten 
Bnefetellen  gar  nichts  darubei  schliessen  w  inn  Gauss  «ch  gan?  von  den 
Fesseln  Euklids  befreit  und  sich  zur  vollen  llLberzeugung  \on  d  r  Unbeweis 
barkeit  de«  Parallelen axiom«  durchgei«ngt,n  hat  Aus  den  im  le^tc  angeführten 
(irunden  ^thelnt  das  jedenfalls  ni<,ht  vor  1808  gewesen  zu  sein 

S  310  Z  17—13  V  u  Die  wichtigsten  =!tellen  aus  diesem  Bnefe  Waehteis 
ollen  in  Bd  VIII  dei  Gaussischen  Wcike  virultenthcht  werien     Stickel 

S   döl    Z   7t    statt       und  lö     lits      bis  1817       igl    S   45t    Z   22  — 16  v  u 

S  i81  Z  3  2  ^  a  Dei  Finfluss  Legendres  hatte  hiei  starker  betont 
neiden  ollen  veiiatben  doch  schon  die  geometrischen  Vorlesungen  die  Loi  a 
tschefki]  1815  —  1817  gehalten  hat  (s  S  3b2f)  ein  eingehendes  Studium  der 
Legendreschen  I  ntersuihungen  Auch  hatti.  darauf  lerwiesen  werien  sollen 
dass  Lobatschef-ikij  später  in  der  Einleitung  zu  seinen  Neuen  Anfangsgrün- 
den    (iiier  b  es — 76)    sich  sehr  ausführlich  mit  Legendre  ausemandergesetzfc  hat 

b  382,  Z  16  V  «  —  i%i,  L  2  Der  Leier  konnte  hier  den  Eindruck  gewinnen 
als  ob  ich  Schweikart  uberschltzte  da  ich  ihn  mit  dauss  Lobatschcfski] 
und  T  Boljai  m  eine  Imie  stelle  Er  bt  lenke  jidoch  doss  es  sieh  bei  diestr 
Gelegenheit  nicht  larum  handelt  was  die  genannten  Mei  Männer  für  die  Aus 
biidung  der  nichteuklidi sehen  Gtometrie  geleistet  hiben  sondern  nur  um  das 
gewiss  nicht  gering  zu  sch.itzende  Verdienst  den  Bruch  mit  dtr  zweit auscndjiih 
ngen  Autorität  Euklids  vollzogen  und  die  Möglichkeit  und  Widerspruchs 
freihcit  der  nichtcuklidischen  Geometrie  klar  erkannt  zu  hiiben  In  dieser 
Beziehung  sind  alii.  Tier  entschieden  als  gleichberechtigt  ?u  1  etrachteu  w  ihiend 
allerdings  Schweiktrt  so  vi  1  wir  wissen  für  du  eigentliche  Ausbildung  der 
neuen  deometne  wenig  geleistet  hat  und  demnach  insofern  mit  den  drei  mdern 
überhaupt  nicht  veigln-hen  werden  kann  Dagegen  können  die  Untersuchungen 
seines  Neffen  Taurinus  auch  neben  denen  von  dauss,  Lobatschefskij  und 
J.  Boljai  mit  Ehren  genannt  werden 

S.  397,  Z.  17  statt      Uebei  die     lies      Die  . 

S,  420,  Z,  ,->— ü.  Dass  sich  Gauss    ehr  fiuh  mit  Parallelen theorie  beschäftigt 

*)  nämlich  des  Apiendi\  von  J  L    h  ai 
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und  Line  anti  eukhdische  beometne  entwickelt  hatte  war  allei  lings  ai-hun  duicli 
die  IS)l  ersehienene  Sohnft  Giuss  zum  Gedächtnis  von  '^-irtorius  lOnWal 
tershauaen  hekannt  geworden  aber  der  Briefwechsel  zwischen  trauss  und  Sehn 
machei  brachte  doch  /um  ersten  yale  Mittheilungen  dariher  aus  daussenb 
eigner  Feder  ml  zwar  aus  dem  Jihre  IWSl  wahrend  S^rtorius  auf  Grund  viel 
«päteiei  mündlicher   ieusserungen  \un  Ua  is'  berichtet  iattt.    Vgl    P  Th    S    210 

S  43**   Z   5  f    namlich  in  der  /weiten  Hälfte  der  zwanzigei  Tahre 

S  43S  Z  Jf  Herr  Prnfeisor  Brendel  in  Gottingen  der  derzeitige  Ver 
walttr  des  Gauss archi\ s  hat  auf  meme  Bitte  den  Briefwechsel  zwischen  Gauss 
und  y  ncke  taraufhm  durchgesehen  il  der  Name  Knnrr  nocl  aa  in  lern  Stcl 
kn  loikommt  hat  leloch  ien  Namen  weder  in  diesem  noch  xuth  scnst  in  einem 
indem  Briefwechsel  finden  können  abge  ehen  von  dem  uns  bekannten  Briefe  an 
1  ncke  *om  1  tebruar  1M41  Dagegen  hat  er  festgest  llt  dass  in  dei  Gaussi 
sehen  Bibliothek  zwei  At  h  in  Illingen  von  Knorr  Physiker  m  Ka  an  vorhanden 
sind  nimlich  (vgl  S  43M)  Bestimmung  der  Höhe  von  Kasan  und  Bericht 
viber  eine  wissensi. haftliche  Heise  IHsfb  {Inspektion  der  meteorologischen  Sta 
tionen  an  der  Wolga)  Daiaus  geht  henoi  dass  F  Knori  wirklich  zu  Gaus« 
Beziehungen  gehabt  hit    und  Stdckels  Veimnthmig  eih  ilt  eine  neue  Stiit/o 

s  441  Z  21  ff  Zur  \eriollständigung  führe  ich  noch  die  nachstehenden  Ar 
betten  BnniakofsLijb  an  Nouvelle  theone  des  paralleles  In  le  12  dec  1H47 
Bulletin  de  1  \l  Imp  de  &t  Pttersb  V  1847  Spalte  81— 8j  ein  Auszug  aus  dei 
1850  in  den  MtiuDires  erschienenen  Abhandlung  Feiner  Note  sur  la  tln-onc 
des  paialteles  et  sui  d  autre«  pomta  fondamentau\  de  la  geomctne  ilimentaire 
hl  le  IG  aout  ISui)  Bull  I\  iSol  Sp  49 — jJ  >.ouYelle^  lonsidt'rattons  sui  la 
theone  des  paiall^leH  lu  ie  2J  aoiit  1HG2  Bull  V  186?  bp  387— ^9d  Fndlich 
,  Consider^tions  sur  quelques  singulantes  ()iii  se  ]  leeenteut  dans  leg  constructions 
ik.  Id.  Geomctne  non  enclidienne  ,  lu  lo  4  ivnl  1873  Memoires  VII  serie,  tome 
18   no  7     leterslnrg  1S72    16  S   4° 

Lobaf  scliefakij  wird  nur  in  ler  letzten  dieser  irbeiten  erw  Ihnt  und  zwai 
ehr  anerkennend  Aber  auch  hiei  i  t  Bunjakofskij  immer  no  h  \nh  mger  der 
tukhdischen  Geometrie  und  sucht  diese  zu  retten 

•-  44"  Z  Ij— llv  u  Wisailjef  hat  mich  nachttaglich  noch  \a{  une 
von  II  cberweg  hennhtende  Bespieihung  de»  Buches  aufmeiksam  gemacht  Diese 
steht  in  ler  Zeitsthiift  für  Philosophie  und  j  hilosot  hiÄcht  Kritik  heiaiiageg  i  m 
ticbte  Uluci  und  Wiith  Neiclolgc  Bl  ^7  Halle  1860  S  14«— 167  Vuf 
S   164  f   he  Mt  es  da 

ia  ist  iernei  dem  Mathematiker  wichtig  zu  wissen  wie  viel  vis  einer  bc 
stimmten  Zahl  von  Axiomen  ohne  die  übrigen  f)lge  insbesondre  waa  ohne  das 
cilfte  A\iom  des  Fuklid  und  was  mir  mit  Hülfe  von  diesem  hich  fe'itstellen  lasse 
Auf  besc  tr^e  antwortet  m  „ewissem  Masse  schon  Luklid  selbst  durch  die  An 
Ordnung  leiner  Sätze  Eine  voll'tilndigeip  Antwort  gibt  die  'Gtometrie  ima 

ginane  welche  Lobat  chewski  aufgestellt  und  deren  Grunlgedanken  -»uch 
aehon  Gauss  obschon  Melleicht  nur  mündlich  ausgesprochen,  hat  eine  hypotlic 
tische  Geometrie  die  mit  Hülfe  der  analytischen  Rechnung  aif  Grund  dei  L  il 
tigkeit  der  früheren  Axiome  aber  zugleich  der  Ungültigkeit  des  eilften  ilso  der 
Gültigkeit  seines  eontradictonschen  Gegentheils  entworfen  wird  und  ein  H  fhe 
von  S  itzen  enthalt  welche  untereinander  widerBprurhlos  zusammenstimmen  abei 
ler  Wiiklichkeit  i  icht  ents]  rechen 

S    44       7    11  V      1      443    Z    11  I  es     Lege 
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S  442  Z  V  u  Die  Zeitschrift  ert  1  len  in  Leipz  g  als  =1  ppl  ment  zu 
ien  Neuen  JihrbuLhem  f  r  Ihilologie  unl  Pädagogik  Die  Ueber»  pgsche 
Arbeit  steht  auf  S     0-^6 

S  446  7  7  V  u  Das  Tahr  ips  Frschemena  dei  Algebra  ist  aif  =!  IIS 
/  0  170  Z  I  \  u  in?  Z  14  unrichtig  angegeben  Da-,  Citat  aut  =!  2Dj  Z  10 
i    u    bezieht  *u(.h  aelbatveratandhch  luch  auf  d  eses  Buch 

S  446  440  Erwähnt  sei  hipr  ein  mathemitischps  Schriftchen  iis  vnn 
einPin   andern   I  ohatsehefskij   lerfaMt  und  1SS3  m  Petersburg  ersch  enen  ist 

Programnia  geomefncum  Contmens  clavem  quadrafurae  lunularum  in 
aequilium  (t    4)    fl    4)  et  legmenti  bi>  graduum      AuctorP  loinne  Lohitiche\aky 

Der  Verfasser  wir  nie  er  sagt  Adjunctus  Prapfecti  BibliothcL-ie  Imperato 
nae  mcdicochiruichaae  Academiae  Petropohfanae  Bin  Iixemplat  des  Schriftchens 
besitzt  d  e  Bibhothek  dpr  Kais  Sternwarte  ?u  Pulkowo  (Nach  einer  durch  ^  ei 
mittelung  Ton  N  ^onin  in  Petersburg  erhiltenen  Mittheilung  von  Fraulein 
M.  Shilowa  in  Pulkowo,) 
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Sachregister 
zur  Uel)ersetzung  nnd  zu  deu  Anmerkungen. 


Abschnitt  einer  Kvigelfliiche  (Kugel- 
kalotte) 109. 

Abstand  zweier  Punkt«  5  f.,  93,  ihr 
kürzester  A.  125.  Auf  der  Kugel- 
fläclie:  A.  awcier  P.  129,  kürzester  A. 
149;  kleinster  A.  eines  Punktes  von 
einem  Kreise  129,  litt,  bestimmt  zu- 

fleich  einen  gewissen  kleinsten  Win- 
el   150. 

Abslandsitnie  erwiUint  ill,  *26ü. 

Achtflach  (regehulUsiges)  142  f. 

Aehnliche  Dreiecke  auf  der  Grunz- 
fläche  und  in  der  gewühnl.  Geom.  lU.'i, 
Sätze  darüber  106  f, ,  uhnl.  Vielecke 
196. 

Aeuasere  Winkel  des  geradlinigen 
Dreiecks  118. 

Allgemeine  (imaginäre) Geometrie  170. 

Analjse  als  Methode  der  Math.  SOf. 

Ausdehnung  85,  die  drei  A.  eines 
Körpers  4. 

Ausfüllen,  einen  Ort  3,   84. 

Ausschnitt  einer  Kugelfläche  (sphäri- 
sches Zweieck)  109,  135. 

Aussenwinkel  des  geradlinigen  Drei- 
ecks 113,  ist  grösser  als  jeder  der  zwei 
innen»,  ihm  nicht  anliegenden  W. 
12S  f.,  ist  mindestens  gleich  der 
Summe  dieser  zwei  W.  162;  Säte  Tom 

A.  beim  Bpkär.  Dreieck  147. 

Axe  eines  regelmässigen  körp.  Winkels 
13ü;  Axen  einer  Gränzljnie  29,  185, 
einer  Gränzfläche  12,  191. 

Berührung  als  charakterist.  Eigensch. 
der  geora.  Körper  2 f.,  83 f.;  äächen- 
bafte,  linienhafte,  punkthafle  B.  4, 
SSf;  B.  zweier  Kugelfl.  in  einem 
Punkte  i06f;   B.  zweier  Kreise  108; 

B.  zwischen  ger.  Linie  und  Kreis  120  f. 


inke!  im  Innern  e 
i  141. 


Bugenelement  einer  Kurve  in  rechtw. 
Koord.  81,  Gl.  (34),  in  Polarkoord.  3.1, 
Gl.  (37),  K.  auch  «265. 

Centrii 
Körpei 

Divergenz,  Seite  der  D.  bei  parall. 
Geraden  181. 

Divergirende  (=  nicht  schneidende) 
Gerade  165. 

Dodekaeder  (i-egelm.)  9,  142f. 

Dreieck.  Sätze  über  geradl.  u.  sphiir, 
Dr.  8f;  Kongruenz  solcher  Dr.  10; 
Gleich,  für  das  rechtw.  geradl.  D. 
ausgedr.  mit  Hälfe  der  Fkt.  F{a)  al- 
lein 15—18,  *2a9f.  ausgedr.  durch 
die  trigon.  Fkt.  und  durch  F{x)  SO, 
Gl.  (13);  Ableitung  dieser  Gl.  aus 
jenen  *346f  Zu  jedem  rechtw.  geradl. 
D.  gehört  ein  rechtw.  sphär.  und  um- 
gek.,  sowie  ein  neues  geradl.  IS  f., 
»240—242.  Gl.  für  bei,  geradl.  D.  31, 
Gl.  (17).  Gl.  fiir  sphär,  D.  31,  Gl.  (15) 
u,  (16).  Ableit.  der  Gl.  für  das  rechtw. 
sphäj.  D,  aus  den  für  das  geradl.  *247, 
Für  D.  mit  sehr  kleinen  Seiten  gilt 
die  Kukl.  Geom.  21  f  (s.  Winkel- 
summe, Flächeninhalt,  flächengleieh, 
Gränzkreis). 

Dreieck.  I,  Das  geradlinige.  Be- 
griff 109,  hat  nur  einen  rechten  oder 
stumpfen  W.  119  f.  Der  gross.  Seite 
liegt  der  gr.  W.  gegenüber  a.  umgek. 
124;  die  Summe  zweier  Seiten  ist 
gröseer  als  die  dritte  124;  vgl.  gleich- 
schenklig, Kongruenzsätze  u,  Wiukel- 
summe.  Die  drei  Mittel  senkrechten 
181— 1»4;  die  geradl.  D.  der  gew. 
Geom.  lassen  sich  auffassen  als  Griinz- 
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Liogendr.  ivuf  e.  Gränzfiäche  193 — 19ü; 
Tgl.  ähnlich;  denkbare  Gl.  zwisciieu 
den  Seiten  u.  W.  e.  D.  218  f.  Gl.  für 
die  geradl.  D.  d.  gew.  Geom.  202  f., 
220.  Gl.  für  die  geradl.  D.  d.  iraag. 
Geom.,  ausgedrückt  durch  d.  Fkt.  IHx) 
allein  207^211  *33'J  f.;  dasselbe  für 
belieb,  geradl.  D.  d.  iiu.  G.  209  f.  Zn 
jedem  vechtw.  geradl,  D.  d.  im.  G. 
gebort  ein  reohtw.  sphär.  u.  umgek., 
sowie  ein  neues  geradl,  210  f.  Gl,  für 
d.  rechtw.  geriidl.  D.  d.  im.  G,  aus- 
gedr.  durch  trig.  Pkt.  u.  durch  FI  (af) 
213,  221,  *S45;  Ableit,  dieser  61.  ans 

denen  auf  S.  a07— 211;  222f.;  '342; 
Abi.  aller  aus  drei  unter  ihnen  221, 
aus  zweien  223;  Analogen  zu  derNe- 
perschen  Regel  *S46f.  Die  entspr. 
Gl.  för  bei,  geradl,  D.  d.  im.  G.  233 
—226,  ihre  Abi.  aus  denen  auf  S.  20'Jf. : 
224,  225  f.,  ';-i43.  Für  I>.  mit  uncndl. 
kl.  Seiten  gelten  d.  Gl.  der  gew.  Geom, 
226  f.  Einige  Formeln  *S45— 34M, 
Vgl.  auch  Höhe  u.  Aussenwinkel. 

IL  Das  spärische.    Begriff  10!). 

Hind  im  sph.  D.  zwei  Seiten  ^  {n,  so 
ist  die  dritte  gleich  dem  gegenüber!. 
W.  117.  Zwei  Seiten  sind  stets  «C^i 
die  dritte  mit  dem  gegenüb.  W".  -<;r, 
=  «,  >OT  118.  Vgl.  gleichschenklig  u. 
Kongruenasätze.  Die  Summe  zweier 
Seiten  u.  d.  Summe  der  gegeniib.  W, 
UCf.,  '324.  Der  Satz  vom  Aussen- 
winkel 147;  sph.  D.  mit  mindestens 
zwei  spitzen  W.  147, '325.  Beziehung 
zwischen  den  Kath,  e.  rechtw.  sph, 
D.  147  f  Bez.  zwischen  Seit.  u.  geg. 
W.  beim  bei.  sph.  D.  148.  Summe 
zweier  Seiten  verglichen  mit  d,  drit- 
ten 149.  Katli.  u,  Hjp.  beim  rechtw. 
sph,  D.  150.  Zu  jedem  aph.  D,,  des- 
sen Seiten  <^ji  sind,  gehört  ein  an- 
dres (das  Polardr.)  150—152,  *3a6. 
Zu  jedem  rechtw.  sphär.  D.,  dessen 
Kath,  <;?j«  sind,  gehört  ein  andres 
151,  *326,  *327.  Denkbare  Gl.  zwi- 
schen d.  Seit.  H.  W.  e.  sph.  D.  218  f 
Abi.  d.  Gl.  für  d.  rechtw.  sph.  D.  aus 
denen  für  d.  geradl,  rechtw.  D.  d,  im, 
Geom.,  AUgemeingfllt.  dies.  Gl.  227  f., 
die  Nepersche  Regel  "326 f.;  die  Gl. 
für  das  bei,  sph,  D,  229—231,  Ableit. 
dieser  Gl,  unt,  Voraussetz.  der  gew. 
Geom.  231 — 235.  Zusammenh.  zw.  d. 
Gl,  d.  sph.  Geom.  mit  denen  für  d. 
geradl.  D.  der  im.  Geom.  65, 235.  Vgl. 
Flächeninhalt  u,  flächengleich. 
Dreiseitiger  körperlicher  Winkel  117, 
Durchmesser  eines  Kreises  97 f. 
Durchmesserebenen  einer  Grämc- 
Mche  191, 


Ebene,  Begriff  7,  9ü;  setzt  sich  ins 
Uneudl.  fort  u,  zerlegt  den  Raum  in 
zwei  Theile  95f.,  '319;  deckt  sich 
mit  sich  seihst  96;  durch  zweiP.  kann 
mau  e.  E.  legen  96  f.;  Ursprung  der 
erzeug.  Kreise  auf  d,  K.  97;  Schnitt 
zwisch.  E.  n.  Kugelflilclie  104;  Schnitt 
zweier  E,  105;  darch  drei  P.  geht  e. 
K.  105  f.;  zwei  E.  dni-ch  drei  P.  fallen 
zusammen  lOG;  zwei  E.  durch  zwei 
parall.  Ger.  schneiden  ein.  in  e.  drit- 
ten Parall.  169  f.;  Ebene,  die  zu  e, 
Ger,  parall.  ist  170;  drei  Ebenen  durch 
drei  par.  Ger.  bilden  innere  W.,  deren 
Summe  ^n  172,  *y31f.  Schnitt  zw. 
E.  u.  Qrknafl.   191  f. 

Ebenenwinkel  8,  113;  seine  Dnab- 
häng.  You  der  zur  Messung  benutzten 
Kugelflilche  115  f.  er  ist  gleich  einem 
gewissen  geradl,  W.  116  f. 

Ecken  geradl.  u.  sph.  Vielecke  109. 

Erzeugende  Kreise  einer  Ebene  97. 

Krzeugungsmittelpuukte  e.  Ebene 
7,  s.  Pole. 

Figur  108, 

Fläche  4f.,  89f.;  Fl,  die  e.  Köiper 
begrän^  ihre  inn,  u.  äuss.  Seite  HO; 
Fl.,  die  einand.  in  e.  Linie  schneiden 
.'i,  Ul;  Messung  d.  Fl.  91  f. 

Flächenelemont  der  Ebene  in  rechtw. 
Koord,  37,  Gl,  (.39),  in  Polarkoord.  .'i9; 
FL  zwischen  zwei  Par.  zuri/-Axe40; 
Anwendung  auf  d.  Kreis  40  f,  *275f.; 
PL  einer  krummen  Oberfl.  in  rechtw. 
Koord.  42,  61.  (44),  e.Umdrehungsfl.  45. 

Fliichengleich,  Ort  der  Spitzen  aller 
ff.  geradl.  D,  mit  gemeins.  Grdlinie 
34,  bei  sphär.  D.  134,  *321f, 

Ftächenhafte  Berührung  4,  88L 

Flächeninhalt  GeradL  D.  d.  im.  G. 
mit  gleicher  Winkelsumme  haben 
gleich.  FL  35,  '266—268;  der  PI,  ist 
proport,  dem  Betr^e,  d.  d.  Winkels, 
an  «  fehlt  30;  PL  des  grundl,  recht- 
winkl,  Dr.  durch  die  ifafcheten  aus- 
gedrückt 36 ;  Uebergang  zur  gew, 
Geom.  36;  Fl.  des  rechtw.  geradl  Dr., 
dessen  Hyp,  der  einen  Kath.  parallel 
ist  39,  *272f.;  PL  d,  geradl.  Vierecks 
36;  vgl.  Winkelsumme  u.  Viereck; 
Fl.  des  sph.  Dr.  stets  <«  148:  dieser 
Fl.  ausgedr.  durch  die  Winkel  d.  Dr. 
133—136,  *321f.;  FL  des  sphär. Viel- 
ecks mit  einf  u,  dopp,  Begränzung 
137  f,;  Fl  des  sphär.  Dr.,  sobald  je 
zwei  Seiten  zus.  <«  163,  der  Fl.  wird 
durch  Verkleinerung  zweier  S.  belieb, 
klein  154;  vgl,  Kreis,  Griinzki-eis. 

Flächenräume,  Messung  t.  Fl,  34,83, 

Funktionen,    d,  Fkt.  F{x)  oder  /f(ic) 
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als  geom.  ¥.  (vgl.  Parallel wicibel)  11, 
17ß;  die  trigou.  F.  13  f.,  197— üOH; 
ihre  Berechnung  14,  201,  20*  f. 

Gegenüberliegende  Fimlttoauf  einem 
Kreise  97;  tf.  Pole  auf  c.  Kugelfläche 
u.  bei  e.  grössten  Kreise  99;  g.  Pole 
e.  Ger.  in  e,  Eb.  108. 

Geometrie,  Mängel  der  bieberigen 
Darstellungen  If.,  ÖTf.,  79;  die  beiden 
mogl.  O.  10,  (J7,  1C4,  17(J,  1901'.;  die 
Ü.  auf  d.  Grilnakngel  12,  193  f.;  Ver- 
werthung  astron.  Messungen,  um  über 
die  im  Baume  gültige  G.  Aufsehluss 
zu  gewinnen  22—24,  *248— 252. 

Ueometriacher  Kotier  3,  83. 

äerade  Linie  und  ihre  Messung  7f.; 
üleicb.  der  G.,  die  die  a;-Axe  unter 
geg.  Winkel  achneidet  26,  Gl.  (18); 
Gl.  derParall.  zur«-Ase  25,  Gl.  (19); 
Gl.  einer  belieb,  ö.  27  Gl.  (24),  (25), 
"200 — 258;  Länge  der  G.  bestimmt  aus 
der  Formel  für  d.  Bogenelem.  32,*264. 

Gerade  Linie,  Begrift'  99f,;  g.  Linien 
durch  zwei  Punkte  fallen  zusammen 
101  f.;  G.,  die  nicht  xusammenfiilleu, 
schneiden  ein.  höchst,  in  e.  F.  102; 
VeWüJigenmg  der  G.  102;  die  G,  als 
Schnitt  zweier  Eb.  105;  eine  G.  durch 
Kwei  P.  e.  Kb.  liegt  ganz  in  d.  Kb, 
105;  jede  G.  durch  d.  Mittelp.  eines 
Kreises  halbiit  d.  Kr.  105;  zwei  G. 
durch  e.  P.  liegen  in  o.  Eb,  10(1;  Pole 
der  G.  in  d.  Eb.,  Seiten  der  G.  10». 
Messung  der  G.  110—112.  Zwei  G., 
die  auf  e.  dritten  seukr.  stehen,  schnei- 
den ein,  nicht  119;  Schnitt  zwischen 
G.  u.  Kreis  120  f.;  lialbirung  e.  G. 
122;  dieG.  als  kürzester  Abstand  125; 
G.,  die  zu  e.  Eb.  parallel  ist  170;  G. 
durch  e,  P.,  die  mit  e.  geg.  6.  e.  be- 
lieb, kleinen  W.  bildet  170.  "Vgl.  pa- 
rallel u.  nichtschneidend,  senkrecht. 

Geradliniger  Winkel  8,  113,  ist  nicht 
abhängig  von  d.  Ki-eishalbm.  II.-!;  vgl. 
Dreieck. 

Gewöhnliche  Geometrie  10,  07,  164, 
17G,  gilt  fiiv  unendl.  kleine  Dreiecke 
d.  im.  Geom.  21  f.,  77,  22Ü,  gilt  für 
Gränabogendreiecke  auf  der  Gränz- 
fläche  12  f.,  193  f. 

Gleich  s,  Körper. 

U  leichschenkliges  Dreieck  109, 1.  ge- 
radliniges, den  gleich.  Seit,  liegen 
gl.  W.  geg.  u,  umgek.,  die  W.  a.  d. 
Grdlin.  sind  spitz  120;  das  Loth  von 
d.  Spitze  nach  d,  Grdl.  halbirt  diese 
u.  den  W.  a.  d.  Sp.  121  f. 
—  —  IL  aphärisches,  symmetrische 
gl,  sph,  Dr.  sind  küngr.  12U;  den  glei- 
chen Seit,  liegen  gl.W.  geg.  u,  umg. 


129f.;  die  Senkr.  von  d.  Spitze  auf  d. 
Grdl.  halbirt  diese  u.  den  W.  an  d. 
Sp.  130;  Gl.  sph.  Dr.  mit  gemeinsa- 
mer Grdl.  130  f. 

Gleiehseitigee  Dreieck  109. 

Gränzdreiecke  193. 

Gränzflache  (=Gräiizkagel,  s.  d.)  191, 
*S3(J;  Schnitt  zwischen  Eb.  u.  Gr.  191, 
*a37  i  Geom.  der  Gi^nzlinien  auf  e.  Or. 
193,  *S37,  vgl.  gewöhnliche  Geom, 

Grä.nzkreis  (=  Gränzlinie,  s.  d.)  12, 
78;  Gleich,  in  rechtw.  Koord.  27,  Gl. 
(27),  *259;  Bogen  des  Gr.  ausgedr. 
durch  das  Ton  einem  Endpunkte  auf 
die  Axe  des  andern  gefällte  Loth  29, 
Gl.  (29),  *260;  geradh  Dreieck,  dessen 
Ecken  auf  e.  Gr.  liegen  29f.,  *260; 
Bogen  des  Gr.  ausgedi'.  dureh  die 
Tangente  in  dem  einen  Endp.,  die  bis 
zur  Axe  durch  den  andern  reicht  30, 
Gl.  [30) ;  das  Verhalfcn,  zweier  Gränz- 
bögen  zwischen  zwei  gemeins.  Axen 
33,  Gl.  (36);  der  Flächenraum  zwisch. 
e.  Grbogen  u.  den  Axen  durch  dessen 
Endpunkte  ist  gleich  dem  Grbogen 
selbst  39;  PI.  zwisch.  zwei  Grbßgen 
(I.  den  gemeins.  Axen  dureh  dereu 
Endp.  39,  Formel  (39a),  *273f.;  Be- 
rechnung des  Fl.  in  Polarkoord.  40, 
*274.    Einige  Formeln  beim  Gr.  *34S. 

Gränzkugel  (=GrUnzflaehe),  die  Geo- 
metrie auf  ihr  12 f.;  Oberflüehe  der 
Gr.  43  Z.  12,  40  Z.  8f,;  Rauminhalt 
eines  Grabscbnittes  51  Z,  ü  v.  u. 

Granzlinie  (=  Gränzkveis,  s,  d.),  Be- 
griff 185 f.,  "SSÖf,;  sie  ist  ein  Kreis 
von  unendl.  grossem  Halbm.  78,  IHöf,; 
Vergleichung  der  Sehnen  u  Bögen 
einer  Gr.  mit  denen  eines  sie  berühr. 
Kreises  187—189,  *.336;  Verhältniss 
zweier  Grbogen  zwisch.  gemeins,  Axen 
189  f.  Vgl.  Griinzfiäche,  parallel  und 
senkrecht. 

Grösse  von  Flächen,  Linien  und  Punk- 
ten 5,  92. 

Grösster  Kreis  s.  Kreis. 

Grundfläche  c.  Pyramide  I4ri. 

Grundlinie  e,  Dreiecks  Uta. 

Halbirung  e,  Winkels  u.  e.  Geraden 
122. 

Halbmesser  e.Kugelil.  0,  93;  Verglei- 
chung  von  Hn.  94;  H.  e.  Kreises  7, 
e,  erzeug.  Kreises  97  f. ;  der  H.  ist  d. 
Hälfte  des  Dnrchm.  98. 

Hauptschnitte  3  f.,  87  f. 

Hexaeder  142  f.,  *;-i23. 

Höhe  e.  geradl.  Dreiecks  ausgedr,  durch 
d.  Winkel  70,  »31.^  f.,  *348;  vgl,  gleich- 
schenklig, 

Hypotenuse  114;    Quadrat  d,  H.  ver- 
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Ikosaeder  (regelm.)  9,  142  f. 

Imaginäre  Geometrie  10,  e7,  164,  176, 
angewendet  auf  unendl.  kl.  Dreiecke 
21  f.,  77,  228;  ihre  WidersprucLafrei- 
beit  65,  ihr  ZuBammenhitng  mit  der 
Bphär.  65,  *308,  235,  ihl-  Nutzen  02— Ö4, 
65,  die  Mechanik  in  d.  im.  6.  65  f., 
»308-^310. 

Innere  Winkel  desgevadl.  Dreiecks  HS. 

Integrale  {bestimmte),  Relationen  zwi- 
schen solchen:  44 f.,  *278— 280;  54— 
67,  '^91—296;  61,  Gl.  (82),  (84),  (85), 
•299—301;  63  f.,  *301  f.;  64,  Gl.  (88), 
(89),  *304-308. 

Kante  e.  Ebenenwinkels  HG;  Kainteii 
(Seiten)  e.  geradl.  od.  sphür.  Vielecks 
109. 

Katheten  114,  vgl.  Hypotenuse. 

Kegel  B.  Kreiskegel;  Kaumelement  e. 
Kegels  in  rechtw.  Koord.  63,  0!.(87), 
*302  f. 

Kegelförmiger  Kugelausschnitt  51  Z. 
15,  *288,  *286. 

Kegelscbaie  48,  Gl.  (54),  *284. 

Koncentrigche  Kugelä.  bestimmen 
lleihenschnitte,  die  jeden  Körper  in 
Theiie  zerlegen  94. 

Kongruent  s.  Körper,  Kugel,  Kugelfl., 
Kreis;  kongruente  Dreiecke  154. 

Kongruenasatze  10,  vgl.  *.t39.  I.  Bei 
geradlinigen  Dreiecken;  zwei  Sei- 
ten n.  der  zwischenlieg.  W.,  zwei  W. 
n.  d.  anlieg.  Seite  155;  drei  Seiten 
165  f,;  zwei  Seit.  u.  ein  gegenüber!. 
W.  157,  "^Saa;  bei  recbtw.  Dr.  Hypot, 
u.  eine  Kath.  157;  eine  S,  u.  zwei  W., 
dabei  der  gegenüberl.  159;  hei  rechtw. 
Dr.  eine  Kath.  (od.  die  Hjpot.)  u.  ein 
spitzer  W,  155,  1">9.  Wenn  dieWiu- 
kelsumme  <Jt,  die  dteiWinkel  lG4f. 

II,  Bei  sphärischen  Dreiecken. 

Symmetr,  Dr.  werden  als  kongr.  be- 
trachtet 154.  Zwei  Seit.  u.  d.  zwi- 
schenlieg. W.,  zwei  W.  u,  d.  anlieg. 
Seite  155;  d.  drei  Seiten  156;  zwei  H. 
n.  ein  gegenüberl.  W.  158  f.;  eine  S. 
n.  zwei  W.  159  f;  d,  drei  W.  160; 
rechtw.  Dr.  160, 

I!I.   Bei  Gränzbogendr.   u.  Dr. 

d.  gew.  Geom.  194  f. 

Konstruktionen:  das  Loth,  dessen 
Parallel  Winkel  ein  geg.  spitzer  W.  ist 
*242f ;  das  gemeinsame  Loth  von 
7wei  nichtschneidenden  Geraden  *25;-i, 
*255f.;  durch  e.  geg.  Punkt  d.  Parall. 
zu  e.  geg.  Geraden  *256;  vgl.  Loth  u. 
Senkrechte, 


Konvergirende  (^schneidende)  Ge- 
rade 165. 

Körper,  geom,  3,  83;  begränzter  K.  3; 
kongr.  u,  gleiche  K.  3,  84;  Messung 
von  K.  91;  K.  mit  ebenen  Seitenll. 
aus  dreiseit,  Pyram,  zusammengesetzt 
145f;Eulers  Polyedersatz  143,  I45f,i 
vgl,  regelmässig. 

Körperlicher  Winkel  8,  113,  117; 
seine  Grösse  9;  dreis.  k.  W.  ausgedr. 
durch  seine  Kbenenw.  133— 136,*321f.; 
Fehler  des  üblichen  Beweises  136,*322; 
Möglichkeit  eines  k.  Ws.  138. 

Kräfte,  deren  Zusammensetzung  in  d. 
imag.  Geom.  *310. 

Kreis  7;  Gl.  in  rechtw.  Koord.  27,  Gl, 
(26);  Bogenlänge  des  Kreises  auf  der 
Gränzkngel  28,  in  d.  Ebene  29,  For- 
mel (28);  Ableit.  d.  Bogenl.  aus  d, 
allg,  Formel  für  d,  Bogenel.  32,  in 
Polarkoord.  33;  Flächeninhalt  d.  Kr. 
37,  berechnet  aus  d,  allg.  Formel  für 
d,  Flächenel.  38,  40  f. 

Kreis,  Begriff  95;  erzeugende  Kre.  97; 
gegenüberlieg,  Punkte  auf  e.  Kr,  97; 
Durchmesser  97  f.;  nur  ein  Mittelp, 
98  f.;  kongruente  Kr,  98;  grösste  Kr. 
99,  *319;  Kr.  als  Schnitt  von  Kugelfl, 
u.  Ebene  104,  als  Schnitt  zweier  Ku- 
gelfl, 106-108;  d.  Schnitt  zweier  Kr. 
108;  d.  Kreis  als  Fläche  od.  Linie  109; 
bei  der  Messung  geradl,  Winkel  wird 
d,  halbe  Kreisumfang  gleich  a  gesetzt 
112;  d.  Schnitt  zwischen  Kr.  u.  ger. 
Linie   120  f.;    d.   Kr.    auf  d.   Kugelfl. 


mit  unendl.  gr,  Halbm,  ist  e.  Gerade 
od.  e.  Gränzlinie  7«,  186;  einige  For- 
meln beimKreise*34ö.  Vgl. Halbmesser. 
Kreisabschnitt  109;  Flächeninh,   des 

K,  38, 
Kreisausschnitt  109;  Flächeninh,  des 

K,  38. 
Kreisbögen  95,98;  ihre  Messung  112; 
Halbmesser  eines  Ks.  auf  d.  Kugelfl. 
131,  auf  d.  Gränzkugel  28,  Vgl.  Win- 
kel u.  Kreis. 
Kreisflache  109,  vgl    Krei« 
Kreiskegel   (gerader)     seine    Mantel 
fläche  46  Z.  7 ;  Rauminb     l    Ks      les 
sen  Erzeugende   zur  Aie   parall    sind 
48,  Gl,  (53),  62,  '301    Rauminh    des 
Kr,   von  endl.  Höhe  49     Gl   (ü5)     ul 
Z.  13,  12  T.  w.,  *285     Uebergang  ?  ir 
gew.  Geom.  50. 
Kreisumfang  109,  vgl    Kreis 
Kreuz,  Schnitte  n.  Theile  ubeis  K  mi 
Kugel  0;    Kamninh.  d    K    oO    Gl    (5b) 
*285  f.,   51  Z.  11  f.,   52  7    -1  V    u  -  )3 
Z.  3,  *289f.     Vgl.  Kugelfl  ithe 
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Kugel,  Begriff  93;  kongruente  Kn.  94; 

die  K.  wird  durch,  ihre  Kugelfl,  aiobt 

in  Theile  zerlegt  95, 
Kugelabschnitt  109,  seine  Oberfl.  43 

Z.  9,   sein  Bauminhalt  51  Z.  '  ' 

Kugelausschnitt  lOSj  Rauminh.  des 
K.  zwischen  zwei  zum  Darchm,  senkr. 
Ebenen  51,  Gl.  (58);  vgl.  kegelfBrmig. 

Kugelfläche  6;  Inhalt  des  Stücks  der 
iC  zwischen  zwei  zum  Durchm.  senkr. 
Ebenen  42  Z.  1  v.  u. ,  der  ganzen  K. 
43,  Gl.  (45),  *278;  Umgestaltung  des 
Integrale  für  d.  Inhalt  der  K.  43  f., 
*278-280. 

Kugelfläche  93;  kongr.  K.  Di;  Schnitt 
zwischen  K,  u.  Ebene  104  f.,  zwischen 
zwei  K.  106;  Ausschnitt  u.  Abschnitt 
der  K.  109;  bei  der  Messung  körperl. 
Winkel  wird  die  halbe  K.  gleich  « 
gesetzt  8,  112. 


d.  gew.  Geom.  181  f.,  schneid,  einand, 
od.  sind  parall.  od.  divergiren  in  der 
imag.  Geom.  181—184,  ''S34f,,  •4.53. 


Linie,  Begrift'4f,  90;  e.  L.  als  Schnitt 
■vonFlächeuö,  91;  L.,  die  sich  schliesat 
u.  ihre  Seiten  91 ;  Grösse  e.  L.  93. 

Linienhafte  Berührung  4,  88f, 

Loth,  das  gemeina.  zweier  nichtschneid, 
Gerad.  26,  seine  Konstr.  *353,  *255  f. 

Loth  (vgl.  senkrecht),  Begriff  114;  von 
jedem  Punkte  aus  nur  ein  L.  auf  e. 
Gerade  119;  Konstr.  dieses  L.  123; 
nur  ein  Loth  auf  e.  Ebene  126,  des- 
sen Konstr.  127 f.;  das  L.  auf  der 
Kugelfl.  128,  dessen  Konstr.  131,  wann 
es  <.iJi  u,  wann  es  >+«  ist  148. 
In  d.  gew.  Geom.  sind  d.  L.  zwischen 
Parall.  gleich  176.  In  d.  im.  Geom.: 
Verhalten  der  Lothe,  die  von  einer 
Geraden  auf  eine  andre  gefällt  sind, 
wenn  die  Ger.  Schenkel  eines  spitz. 
W.  sind  178  f,  wenn  sie  auf  einer 
dritten  senkr.  stehen  i79f,  wenn  sie 
parall.  sind  180  f. 


Mechanik  in  d.  imag,  Geom.  G6,  '308 
—310. 

Messung  von  Körpern  4,  91,  von  Flä- 
chenräumen 3.8f,83,91,  von  krummen 
Linien  27  f,,  82,  92;  Principien  für  d, 
M.  110,  133. 

Mittelpunkt  bei  Kugelfl  u  Kugel  6 
93,  beim  Kre  s  7  d  Kug^l  hat  nm 
einen  M.  94  f.  M  eme?  erzeug  Krei 
ses  97;  der  Kreis  hat  nur  einen  M 
98  f,;  jede  Ger  durch  d  M  halbirt 
d,  Kreis  105;  M  eines  regelm  "\  lel 
ecks  132,  eines  regelm.  Körpers  140f. 

Mittelsenkrechten,  die  drei  des  ge- 
radlin,  Dreiecks,  schneiden  einand,  in 
LQbEitsQhetakij,  gaomelr.  Abhsadlungeu. 


Neigung  gerader  Linien  gegen  einand. 

Nichtschneidende  Gerade  11;  haben 

ein  gemeins,  Loth  26,  dessen  Konstr, 

*253,  *255f 
Nichtschneidende  Gerade  165;  zwei 

Ger.,  die  auf  e,  dritten  senkr,  stehen, 

sind  nichtschn.  119,  ebenso  zwei  Ger., 

die  von  e.  dritt.   auf  ders.  Seite  unt. 

gleich,  W.  geschn.  werden  167;  in  d. 

gew.  Geom.   sind   die   nichtschn.  Ger. 

zugleich  parallel  173;  vgl.  Loth. 
Normalebenen(^^Durchmesserebenen) 

einer  Gränzkugel  12. 
Normalen  (=.  Axen)  einer  Gränzkugel 

12. 

Oberfläche  eines  sphär.  Vielecks  117, 
vgl,  Flächeninhalt. 

Oberflächenelement  in  rechtw,  Ko- 
ord.  42,  Gl.  (44),  »277;  bei  e.  Umdre- 
hungsfläche 45,  Gl.  (48), 

Oktaeder  (regelm.)  9,  142  f. 

Oricycle  (=  Gränzljnie)  'asö. 

Oriaphäre  (==  Grünzfläche)  '336. 

Ort  eines  Körpers  3,  84. 

Parallele  Gerade  u.  Sätze  über  sie  11; 
Konstr.  der  Parall,  zu  einer  geg.  Ge- 
raden *25e. 

Parallel.  Begr.  p.  Kreise  auf  e.  Kugelfl, 
132;  Begriff  p.  Geraden  166  f;  durch 
jeden  Punkt  giebt  es  eine  od.  zwei  P. 
zu  einer  ge^eb.  Geraden  166  f.;  eine 
Ger,,  die  einer  and.  p.  ist,  ist  das 
von  jedem  ihrer  Punkte  aus  167;  der 
Parallelismus  zweier  Ger,  ist  gegen- 
seitig 169;  zwei  Eb,  durch  zwei  par, 
Ger.  schneid,  ein.  in  einer  dritten  P, 
169  f.;  e.  Ger,  ist  einer  Eb.  p,  170; 
zwei  einer  dritt.  p,  Ger.  sind  ein,  p. 
(in  d.  Ebene  u.  im  Kaume)  171f.;  die 
Ebenen  durch  drei  p.  Ger,  bilden  in- 
nere W.,  deren  Summe  =  jt  172, 
'331f;  p,  Ger.,  wenn  die  Winkels, 
des  geradl.  Dr,  =«  173;  p.  Gerade 
awisch.  d,  Schenkeln  eines  W,  in  d. 
gew,  Geom,  176  f;  p,  Gränzlinien  auf 
e.  Gränzfl.  193.    Vgl.  Loth. 

Parallelenasiom  (Euklidisches)  68; 
die  Versuche  zum  Beweise  des  P.  68 
—73. 

Par  allelismus, mangelhafte  Erklärung 
des  P.  79;  der  P.  in  seiner  vollen  AIl- 
gemeinh.  166;  Seite  des  P,  bei  parall. 
Geraden  löl. 
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176. 

Parallelwinkel,  der  zu  dem.  Lofche  a 
gehört,  =  ^'(«)  11;  Bestimmung  von 
F(a)  ISi.,  '243;  Konstr.  des  Lothes, 
dessen  P.  e.  geg.  spitz.  W.  ist  242 f.; 
die  trigon.  Fkt.  von  F{x)  sind  hyper- 
bol.  Fkt.  von  x  *243;  eine  elementar- 
geom.  Deutung  von  F{x)  'Slöf.  Vgl. 
*239. 

Parallel  winkel,  der  zu  einem  Lotkep 
gehört, "  ir(p)  167;  wenn  dieWinkels. 
im  geradl.  Dreieck  <iit,  so  ist  jeder 
spitze  W.  d.  P.  eines  bestimmten  Lo- 
thes 174 f.,  *33af.!  wie  sich  der  P. 
ir(x)  mit  X  ändert  174;  die  Fkt.  n(x) 
fnr  negative  a;  175.  Der  P.  ist  in  d. 
gew.  Geom.  konstant,  in  d.  imagin. 
veränd.  176.  Bestimmung  d.  Fkt.  n'(a!) 
212—214,  anders  214—218,  '341. 

Polarkoordiuaten,  Uehergang  von 
rechtw.  Koord.  za  P.,  in  der  Khene 
•265,  im  Räume  *290.  Vgl,  Eogenel., 
Flachenel.,  Raumel. 

Pole  der  Ebene  'Ja,  welche  Punkte  P. 
e.  Eh.  sein  können  100  f.,  102  f.;  ge- 
gennberl.  P.  einer  Kugelfl.  90;  P,  e, 
gerad.  Linie  in  d.  Ebene  108, 

Projektion  einer  Geraden  auf  e.  Eb. 
128. 

Projiciren  s,  Projektion. 

Punkt  5,  90;  d.  P,  als  Schnitt  von  Li- 
nien 91;  seine  Grösse  ist  stets  null 
92,    Vgl.  Gerade,  Ebene,  parallel. 

Pnnkt hafte  Berührung  4,  88 f. 

Pyramide  144;  Eaumel.  e.  P.,  deren 
Grdfl.  e.  rechtw.  Dr.  u.  deren  Kanten 
parall.  sind,  sodass  eine  auf  d.  Grdfl. 
in  einem  spitz.  W.  senkr.  steht  48,  Gl, 
{51),  (52),  "284;  EaumJnh.  dieser  P.  56, 
Gl.  (73),  (74),  Ö7,  GL  (75),  »296.  Raura- 
element  e.  P.,  deren  Grdfl.  e.  rechtw. 
Dr.  ist  nnd  von  deren  endl.  Kanten 
eine  auf  d.  Grdfl.  in  e.  spitz.  Winkel 
senkr,  steht  53,  Gl  (62),  '291;  ver- 
schiedene Formen  für  d.  Inhalt  dieser 
P.  54,  GI.(67),  65,  Gl.(70),  56,  Gl.(71), 
•201  —  296;  Anwendung  auf  d.  P.  mit 
parall.  Kanten  50  f.  Zusammensetz, 
d.  P,  TOn  endl.  Höhe  aus  vier  solchen 
mit  parall.  Kanten  57  Gl  (IG)-  die 
Inhalte  dieser  vier  P  59,  Gl  1,801  (Sl) 
•297—299.  P.,  deren  Grdfl  e  Viereck 
mit  drei  recht,  W.  ist  u  deren  Kan 
ten  parall,  sind,  so  dass  eine  in  dem 
mittleren  rechten  W  auf  d  Grdfl 
senkr.  steht  60  Z.  9,  Zusammensetz 
dieser  P.  aus  zwei  dreiseit  GO  Z  12 
11  V.  u.,  *2ü9f,  Raumelem  e  P  in 
rechtw.  Koord,  63  W  ('<7)  *i02f 
Rauminh.  e    P,  von  endl   Höhe   dpren 


Raum  u  umgeben  kr  R  1  Sl 
Kiumelement  wenn  man  zur  Koord 
Best  benutzt  e  Schaai  Gran?kugeln 
mit  gemeins  Axen  u  zwei  Schaaren 
von  Normalebenen  dieser  Gr  51  f 
*28S  E  in  rechtw  Koord  52  Gl 
{'><!)  (GOl  "288  f 
R  luminhalt  e  Korper«  der  begranzt 
wird  von  /wei  Granzkug  In  mit  ge 
mems  Aien  u  von  e  Kegel  dessen 
Erzeugende  Äsen  der  Gi  "und  46  f 
Gl  (4J1  R  e  Kfrpers  der  begranzt 
wird  lon  vier  der  Reihe  nach  auf  ein 
lenki  Ebenen  die  ein  in  parall  Ge 
raden  schneiden  und  von  einei  Cj 
linderfl  die  auf  einer  dieiei  Ebenen 
1  ausschneidet  47 


1  Kreiskegel  Kugel 


vgl. 


Gränzkrei'iboge 
Gl  (501  *2b2f  " 
Pjramide 

Rechteck  m  d,  gew.  Gcom,  IS, 

Rechter  W,  113,  116, 

Rechtwinkliges    Dreieck    114 
Dreieck  u,  Kongruenzs, 

Regelmässiges  Vieleck  132;  r.  kör- 
perl. Winkel  139;  r,  Körper  9,  139; 
jeder  r.  Körper  hat  einen  Mittelpunkt 
140  f.;  die  fünf  r.  K.  9,  142,  Zahl  ih- 
rer Ecken  u.  Kanten  142  f.  Vgl.  *323. 

Reihenschnitte  3,  85,  Unterschied  von 
d.  Wendeschn.  86  f. 

Scheitel  eines  geradl.  W.  114,  eines 
körperl.  W,  117. 

Scheitelwinkel  sind  gleich  113,  IIG; 
der  S.  eines  körperl.  W.  117. 

Schenkel  eines  gleichsch.  Dreiecks  103, 
eines  geradl.  W.  113,  eines  Ebenen- 
winkels 11 G. 

Schiefe  Lage  gerader  Linien  114. 

Schneidende  gerade  Linien  II,  165. 

Schnitt  n.  Seiten  eines  S.  3,  84;  S. 
übers  Kreuz  86. 

Sechsflach  (regelmässiges)  142  f. 

Seite  eines  Schnittes  3,  84,  e.  Ebene 
05,  e.  Geraden  108;  S.  eines  Vielecks 
109,  e.  Bbenenwinkels  116,  e.  körperl, 
W.   117,  e.  Pyramide  114. 

Senkrecht  (vgl.  Loth).  Se.  Lage  von 
ger  Linien  114  von  Ebenen  116.  Von 
jedem  Punkte  e  Geraden  aus  giebt 
es  nnr  eine  S  118  f.,  deren  Konstr. 
123,  Se  aut  e  Ebene  3,  125,  von  je- 
dem P  d  Fb  aui  nur  eine  S.  126; 
deren  Konstr  12(i  Jede  Ebene,  die 
durch  eine  aui  e  Eb  senkr  Ger.  geht, 
steht  aut  dieser  Eb  senkr ,  und  zwei 
Eh  die  auf  e  dntt  s  stehen,  sehn, 
cm    m  e    auf    lies£i  F,h    senkr.  Ger. 
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126  f.  Zwei  Ger.,  die  auf  e.  Eb.  8. 
stehen,  liegen  in  e.  Eb.  12S.  Se.  Lage 
grassier  Kreise  auf  e.  Eugelfl.  128; 
durch  jeden  P.  eines  grösst.  Kr.  geht 
nur  eine  Se.  138,  deren  Konstr.  131; 
senkrechter  grösster  Kreisbogen  als 
kleinster  od.  grösst.  Abstand  e.  Punk- 
tes Ton  einem  grösst.  Krb.  132,  149  f. 
Senkr.  GrMzliuien  auf  e,  Gr^nzfl.  193. 

Sphärisches  Vieleck  109;  Zusammen- 
hang d.  aph.  Geom.  mit  d.  imag,  66, 
235;  die  sphär.  Geom.  ist  Tom  Paval- 
lelenas.  unabhängig  23G.  Vgl,  Dreieck, 
Kongruenza.,  Flächeninhalt. 

Spitze  e.  Dreiecks  lO'J,  e.  geradl. Win- 
kels 114,  e.  körpetl.  W.  117,  e.  Pyra- 
mide 144. 

Spitzer  Winkel  113. 

Spur  einer  Geraden  128. 

Stücke  eines  Dreiecks  154, 

Stumpfer  Winkel  113. 

Symmetrische  sph&r.  Vielecke  117; 
symm.  spfaär.  Dr.  sind  flächengleich, 
weil  sie  aus  gleich.  Theil.  zusammen- 
setzh.  sind  13C;  Bjmm.  Gränzdr.  194; 
Zusammensetz.  zweier  aymm.  (geradl., 
sphär,  od.  GräuKbogen-)  Dreiecke  aus 
gleich.  Theilen  134,  "338.  Vgl,  gleich- 
schenklig, 

Synthese  als  Methode  der  Math.  80  f. 

Tangente,  Winkel  awiscli.  d.  T.  einer 
Kurve  a.  der  Ordin.  des  Ber. -Punktes 
31,  Gl.(3ö). 

Tetraeder  (regelm.)  9,  142 f, 

Theile  übers  Kreuz  86. 

Trigonometrische   Fkt.  s.  Funktion. 

ümdrehunesflä'che,  ihr  Üherfiacben- 

elem.  45,  Gl.  (48),  *281;  ihr  Kaiimin- 

halt  ÖO,  Gl.  (57),  *287. 
Umfang  einer  Figur  100. 
Umgebender  Eaum  3,  84, 
Ursprung  der  erzeug.  Kreise  auf  e.  Eb, 

97;  jeder  Punkt  d.  Eb.  kann  U.  sein 

103  f. 

Vieleck,  geradl.  u.  sphär.  100;  zu  je- 
dem aph.  V.  gehören  zwei  körperl. W. 
117;  jede  Seite  e,  geradl.  Vb.  ist  klei- 
ner als  die  Snmme  der  übr.  124;  re- 
gelm.  V.  132;  sphär.  V.  aus  Dreiecken 
zusammengea.  136  f. ;  V.  mit  dopp.  Be- 
grenzung 188;  Zerlegung  geradl.  u. 
sphär.  vT  in  Dreiecke,  die  ^le  addiit 
werden  138  f.;  Kongruenz  von  V,  155. 
Vgl.  Flächeninhalt. 

Vielseitiger  körperl.  W,  117. 

Viereck,   geradl.   109,     Zu  jedem  ge- 


radl. V.  mit  drei  rechten  W.  gehört 
ein  rechtw.  geradl,  Dreieck  26;  Gl. 
zwiachen  d.  Seit«»  u,  dem  spitzen  W. 


Zuaammenstell.  aller  derart.  Gl.  ^347, 
V.,  von  dem  zwei  Seiten  auf  d.  Qrdl. 
senkr.  stehen.  Gl.  zwisch.  seinen  Sei' 
ten  u.  W.  30  f.,  61.  (31),  (32),  '261  f. 
Die  vierte  Seite  ist  d.  Grdl.  parallel 
31,  Gl.  f33),  '263;  32f.  Grösse  der 
vierten  Seite,  wenn  die  Grdl.  unendl. 
klein  u.  die  beiden  darauf  senkr.  Sei- 
ten gleich  sind  *263,  Gl.  (VI). 

Vierflach  (regelm.)  142 f. 

Volumen  s.  liauminhalt. 

Wendcsuhnitte  3f,  86;  Unterschied 
von  den  Beihenschn.  86  f. 

Winkel,  Begrift'  o.  Messung  8;  braucht 
nicht  blos  von  d.  Verhältn.  der  Linien 
abzuhängen  7(1  f.;  das  Zeichen  a  bei 
der  Winkelmessung  8, 112;  Begriff  und 
Messung  des  geradl.,  Ebenen-  u.  kör- 
perl. W,  113;  W.  eines  geradl.  Viel- 
ecks 114,  W.  zweier  Kreisb.  auf  e. 
Kugelfl.  116.  W.  e.  spMr.  Vielecks 
117.  W.  zwisch.  e.  Ger.  u.  e.  Eb,  128. 
Halbirung  e.  geradl,  W.  122,  e.  Ws. 
a,uf  d.  Kugelfl.  131.  W.  zwisch.  Gränz- 
lin.  auf  e.  GränzH.  193,  Vgl.  spitz, 
stumpf,  Dreieck,  Kongmeuzs.,  Wiiuiel- 

Winkelflumme  beim  geradl.  u.  sphär. 
Dr.  8,  10;  W.  des  rechtw.  geradl.  Dr. 
d.  im^.  Geom.  ansgedr.  durch  d.  Kath. 
23  f.,  *249  f.  W.  e.  belieb,  geradl.  Dr. 
auagedr.  durch  d,  Seiten  *269f 

Winkelsumrae,  Verwandt,  e.  geradl. 
Dr,  in  eines  von  gleich.  W.  69.  Die 
W.  des  geradl.  Dr.  nicht  >«  161, 
Legendres  Beweis  161  f,  *330;  ist 
d.  W.  in  einem  Dr.  =  jt,  so  in  allen 
162.  Vergleich.  d.W.  in  einand.  lieg, 
geradl.  Dr.  164.  Ist  d.  W.  =  jt,  so 
gew.  Geom.,  ist  sie  <«,  imag.  Geom. 
173—176.  Die  W.  d.  sphär,  n-ecks 
ist  >  (m  —  3)  ji  138.  Nehmen  zwei 
Seiten  e.  sphiir.  Dr.  ab,  so  kommt  d. 
W.  belieb,  nahe  w  154.  Die  W.  e. 
Gränzliniendr.  auf  e.  Gränzfl,  =  «  193. 
Vgl.  Flächeninhalt  u.  Ebene. 

Würfel  (i-egelm.  Hesaeder)  9,  142f. 

Zwanzigflach  (regelm.)  142 f. 
Zweiecke,    die  Legendreschen  75  f. 

'317  f 
Zwölfflach  (regelm.)  142  f. 
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d'Asi 


i-Montdardiei-  22,  *248. 


'Bartels  *338,  '424. 

Bertrand  aus  Genf,  seinVersucli  zum 
Beweise  des  Parallelenaxioms  71 — 73, 
*S15,  *450— 453. 

*Bolyai,  J.,  seine  Konstruktion  der 
Parallelen  *256;  benutzt  die  Abstanda- 
linie  'aeS;  *316;  benutzt  die  Stetig- 
keit '333. 

'Cagnoli  *322,  '426. 

Cauchj,  sein  Beweis  für  den  Eulei- 

schen  Polyedersatz  143,  *324;  *238, 
'Cajley  '268. 

Deacartes  1. 

Euklid  1,  67,  68,  106 f. 

Euter,  sein  Polyedersatz  10,  143,  *238, 
erleidet  Ausnahmen  144  f.,  *323  f., 
untersucht  die  sphärischen  Dreiecke 
mit  gemeinsamer  Grundlinie  und  glei- 
chem Flächeninhalt  *321. 

•Plamsteed  '248. 


Örunert,  sein  Beweis  für  den  Euler- 

sehen  Polyedersatz  10,  *238, 
•Gudermann  »244. 


Lagrange  82,  *318. 
'Lambert  benutzt  die  hyperbolischen 
Funktionen  '243,    führt  einen  Hülfa- 


winkel  ein,  der  das  Komplement  des 
L ob atschefskij sehen  Parallelwink, 
ist  '245;  '330. 

Laplace  24,  66,  *252,  '308—310, 

Legendre,  von  ihm  gefundene  Integrale 
63,  64,  "302,  *305,  *307,  seine  Versuche 
zum  Beweise  des  Parallelenaxioms  68, 
69,  70,  71— 76, '311— 313, 'SIS,  "317  f., 
sein  Beweis  des  Eulerschen  Polyeder- 
satzes 143.  *S24,  sein  Beweis  dafür, 
dass  die  Winkelsumme  im  Dreiecke 
nichts«  sein  kann  161  f.,  '330,  und 
dasB  die  Winkelsurame  stets  =  -n  ist, 
wenn  sie  in  einem  Dreiecke  diesen 
Wertb  hat  164,  '330;  vgl.  *450f. 

»Lexell  "■""■ 

'Lhuilie 


*32i. 


*a24. 


*326. 


•Neporsche  Regel  *327,  ihr  Analogon 
bei  den  rechtwinkligen  geradlinigen 
Dreiecken  der  imaginären  Geometrie 
*346  f 

'Netto  '289. 

Newton  1. 

Tetrofskij  besitzt  einen  durchlaufend 

Saginirten  Abdruck  der  Arbeit  „Ueber 
ie  Anfangsgründe"  '237,  vgl.  474, 
'Poisson  *310. 


'Sckumacher  *321. 
•Simon,  M,  '245, 
'Stäckel  '237,  *245,  *451. 
•Study  *326. 
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Alesander  I  stiftet  die  UniverBität 
Kasan  430, 

Baltaer  ist  für  das  Bekanntwerden  Ls. 
und  J-  Bolyais  thätig  420,  444  f. 

Bartels,  J,  M.  C,  sein  LeLen  n.  seine 
Freundschaft  mit  Gauss  352—365; 
424;  Lehrer  u.  BeBohüfeter  La.  365— 
358,360;  urteilt  über  L.  368 f.;  seine 
Stellung  in  Kasan  360,  364;  geht 
nach  Dorpat  366,  366;  ob  Vermittler 
zwischen  Gauss  U.L.?  378—382,  42ö, 
428  f.;  seine  Vorlesungen  über  math. 
Analysis  364,  424;  406. 

Battag]iniübei«etatL9.G.U.  421,445. 

Bellingshausen  365. 

Beltrami  420. 

Bernoulli  (Johann  III)  377. 

Bertrand,  Louis,  aus  Genf  362,  363, 
Tgl.  315,  460—453. 

Beseel  453  f. 

Biot  427. 

Bolotoff  436. 

Bolyai,  J.,  Sohn  des  Folgenden,  ent- 
deckt die  nichteuklid.  Geom.  375  f; 
seine  Unabh.  v.  d.  and.  Entdeckern 
377  f,  382,  429;  lernt  Ls.  G.  ü.  ken- 
nen 378,  438;  sein  Appendix  mit  Ls. 
Arbeiten  verglichen  392—394;  seine 
Leistungen  erst  spät  anerkannt  419, 
421 ;  399,  444  f.,  454, 

Bolyai,  W.,  Freund  v.  Gaues  u, Vater 
Johanns  375,  378,  379,  382,429,432; 
spricht  rühmend  von  L.  428;  454. 

Bolzani,   Prof.  in  Kasan  404. 


Lcompai 


i  423. 


1  Kasan  360. 
Breguet  439. 
Brendel  455. 

Brockbaus,    Verleger    des    Gersdorf- 
schen  E«pertoriHms  434. 


Uronner,  Lehrer  u,  Beschützer  La.  355 
—357;  Direktor  des  pildag.  Instit.  in 
Kasan  359,387;  verlässt  Kasan  364 f.; 
360,  424. 

Bunjakofskij  achreibt  üb.  d.  Parall.- 
Th.  404,  441,  455. 


Belambri 


427. 


Delboeuf,  J.,  erwilhnt  1860  L.  443  f. 
Develey  450. 
Diderot  426. 
ringler  439, 

Dirichlet    396,    von   L.   erwähnt  412; 
kennt  d.  Geom.  v.  Gauss  u.  L.  443f, 
Duclos  von  L.  erwähnt  431. 

Encke,Briefy.  Gauss  an E,398,433, 455. 
Erman  439,  449. 

Euklid,  seine  Autorität  376,  379f.,  398. 
Euler  354. 

Ferdinand.  Karl  Wilhelm  F.,  Herzog 
V,  Braunschweig,  Gönner  von  Gauss 
und  Bartels  363f 

Finckeache  Buchhandl.  433,  438,   448. 

Fourier,  von  L,  bei  Vorles.  benutzt  427. 

Fresnel,  von  L,  bei  Vorles.  benutzt  427. 

Frischauf,  J.,  421,  445. 

Fuchs,  Prof.  in  Kasan  352,  384. 

Fuss,  Nik.  353,  beurteilt  ein  geom, 
Lehrh.  Ls,  368. 
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Öftiiss,  Freund  v.  Bartels  353 f.,  378, 
424;  seine  Diaqu.  arithm.  355,  369, 
362;  entdeckt  d.  nicbteuklid.  Geom. 
374,377,378—380;  beinfluset  Tauri- 
nus  375,428;  sein  vermeintlicher  Eia- 


Bscbe  G.  383,  429;  lernt  d.  Ar- 
beiten hs.  kennen  u,  rühmt  besonders 
d.  G.  U.  398f.,  400,  420,  432— 4S4; 
sein  Urtheil  üb.  d.  and.  Schrift.  Ls. 
407,  433,  441;  seine  Autor,  wirkt  für 
das  Bekanntwerden  der  Arb.  Ls.  419f.; 
seine  russ.  Studien  436;  sein  Brief- 
wechsel mitW.  Bolyai  379,424,427, 
429,  m,  Schumacher  420,  429,  436, 
m.  Gerling  398,  428,  431,  432—434, 
441,  m.  Eneke  398,  432,  m.  Olbers 
380,  m.  W.  Struve  435;  Brief  an 
Taurinus  374,  428;  G.  u.  Dirich- 
let  443 f.;  vgl  453 f. 

Gerling,  Schüler  u.  später  Freund  v. 
Gauss,  erzählt  von  Schweikart  u. 
Pfaff  428,  439,  vgl.  Gauss. 

Gersdorf,  Herausg.  des  Repertoriums 
der  gesammten  deutschen  Literatur, 
398,  433  f. 

Halsted,  übersetzt  die  G.  U.  Ls.  421 
445,  dsgl.  die  Rede  Wassiljeis  über 
L.  423. 

Heller,  A.  425. 

Helmholtz  420. 

Hermann,  Pi-of.  in  Kasan  357. 

■Hotiel  ist  für  (i,  Verbreitung  der  Ideen 
Ls.  thatig,  übersetat  die  G.  U.  421,  445. 

Humboldt,  A.  von,  439. 

Ide  450. 

Jatofkin,  Rektor  des  Kasaner  Gym- 
nasiums und  Prof.  an  der  Univ.  361, 
356,  360. 

Janischefakij,  E.,  Ls.  Biograph  349, 
423;  385,  387,  405;  424—441, 

Jesipof,  der  Begleiter  Sheltuchitts, 
371. 

Kaestner  und  Bartels  353,  380,  429, 

Kant  359,  443. 

Kampffmeyer  438. 

Kasan,  die  Universitilt,  ihre  Gründung 
351  f.;  Streitigkeiten  unter  den  Prof. 
360f;  die  Magniakijsche  Periode 
363—367;  die  Sheltuchinsche  Re- 
vision 370 f.,  ihre  Folgen  383 ff.;  das 
Jahreafest  der  Univ.  388,  430. 

Kaaaner  Nachrichten  357,  366,  42.5, 
ersetzt  durch  d.  K,  Boten  366,  371, 
392,  394,  vgl,  237;  an  die  Stelle  des 
K,  B.  treten  die  K.  Gelehrten  Schrif- 
ten 394,  vgl.  237, 


Killing  430,  442, 

Klein,  F,,  über  Gauss,  Bartels  und 
L,  420,  428,  436, 

Knigge,  von  L,  erwähnt  431, 

Knorr,  A,,  Sohn  des  Folg.  4.H8f,  440, 

Knorr,  E.,  Prof  in  Kasan  391;  giebt 
meteorol.  Beobb.  heraus,  denen  L. 
eine  Abhandl,  üb,  unendl.  Reihen  bei- 
giebt  3fl9,  448;  von  ihm  hat  Gauss 
wahrsch,  e,  russ,  Arbeit  Ls.  erhalten 
4Ü0,  437  f.,  455;  seine  Beschäftig,  mit 
d.  Parallel th,  400f ,  430,  440f,,  453;  war 
mit  L,  befreundet  438 ;  Lebensgesch. 
u,  Schriften  438—440. 

Knorre,  K.  F.,  Astronom  in  Nikolajef, 
vonGauss  erwähnt,  aber  wahrsch  eini, 
mit  E,  Knorr  verwechselt  398,  400, 
432,  437  f. 

Knorre,  V,,  Sohn  des  Vorigen  438. 

Kondyref  berichtet  ungünstig  über  L, 
356  f. ;  Bibliothekar  366, 

Kupffer,  Prof  in  Kasan  399. 

Lacroix,  von  L,  bei  Vorles.  benutzt 
427,  431,  450, 

Lagrange  354,  von  L,  erwähnt  414,  bei 
Vorles.  benutzt  427,  431, 

Lambert,  J,  H,,  seine  Arbeit  über  Pa- 
rallellinien  .^76  f,  380,  383,  463  f. 

Lang,  Frau  Ella  Edle  v,  L.,  geh,  v.  Litt- 
row  426. 

Laplace,  von  L.  studirt  356,  bei  Vorl. 
benutzt  427. 

Legendre,  seine  Zahlenth.  von  L.  bei 
Vorles.  benutzt  362,  seine  geometr, 
Unters,  von  L,  studirt  363,  380,  381 ; 
440  f,  454, 

Lessing  426, 

Lie,  Sophus  420,  erhält  den  ersten  L,- 
Preis  422. 

Lipschitz,  liistorische  Mittheilungen 
von  Li,  443  f, 

Littrow,  J.J.,  Lehrer  u,  Beschützer  v. 
Lob,  356—367;  358;  veröff.  Kometen- 
beob.  V.  Lob,  u.  Simonof  359;  360; 
verlfisst  Kasan  364 f.;  Brief  üb.  die 
Kasaner  Verhältn.  425;  sein  Tagebuch 
426,  438;  bor^  Lob.  Bücher  426, 

Lobatschefskij ,  Alexander  Iwano- 
witsch,  Bruder  d,  Nikol^  351;  nimmt 
sich  das  Leben  351  f. 

Lobatschefskij,  Aleü^  Iwanowitach, 
Bruder  des  Nikolsj  351,  356,  38G. 

Lobatschefskij,  Nikolaj Iwano witsch, 
Quellen  zur  Biogr,  349  f.,  423;  Geburt, 
Aeltem  351;  besucht  das  Kas.  Oymn. 
351  f;  bezieht  d.  Univ.  352;  Schaler 
V.  Bartels  362,  359;  Studienzeit,  Ju- 
gendstreiche 35öf ;  wird  Magister  357 ; 
studirt  bei  Bartels  die  Mecaniquc 
cöl.  u.  d.  Disq^u,  arithm.  358  f.;  <5aran 
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ankuüpf,  Jugendarbeiten  359;  Urteil 
von  Bartels  über  ihn  358  f.;  beob. 
d.  Kometen  v.  1811:  359;  Schüler  t. 
Brenner  35'J;  erst«  Lehrthatigkeit 
360,  362;  Adjunlt  361;  ao.  Prof.  361; 
L.  „ Günstling"  des  Kurators  426 ; 
Reisen  361;  erste  geometr.  Versnche 
362 f.;  MagnizkijscheZeit  364—367; 
L,  ord.  Prof.  364;  ausgedehnte  Lehr- 
thät.  365,  426f.;  Verwaltungsgeschäftc, 
L.  wird  Dekan  362,  366;  VerliaJten 
gegenüber  Magnizkij  367. 

Sei»  ungedr.  Lehrbuch  d.  Geom.  v. 
1823:  367— 370,  von H.Fuss  beurteilt 
368;  sein  Lehrbuch  d.  Algebra  370, 
397,  411f.,  446;  er  legt  1826  der  phy- 
siko-math.  Abth.  seine  „Esposition" 
vor  37li  deren  Inhalt  u,  Bedeutung 
371—373;  seine  Vorläufer  u,  Nebeii- 
bnhler  in  der  utchteuklid.  Gcom.  374 
— S78;  seine  Unabh.  von  Gauss  378 
— 382;  die  Riemannaehe  Oeom.  ist 
ihm  entgangen  383;  L.  wird  Rektor 
d.  Univ.  Kasan  384,  Wirksamkeit  als 
solcher  384— 3U1,  im  Senat  384  f., 
Ordnuug  der  Biblioth.  u.  der  Institute 
385  f.,  Reorgan.  d,  pildagog.  Instituts 
387,  Rede  üb.  d.  Aufgaben  d.  Erzie- 
hung 388,  430  f.,  416,  die  Choleraaeit 
389f.,  UniTersitäfsbauten  366,  3üO, 
populäre  Vorträge  31)1;  Orden  u.  Aus- 
zeichnungen 3ai  f. 

Schritten  182T-46 :  302-401 ;  „Ueber 
die  Aufeiagsgründe"  S'Ji,  3'J6f.,  407i., 
446,  e.  kritnkende  Kritrk  dieser  Arb. 
396,  432,  433;  Vergleich  mit  J.  Bo- 
lyais  Appendix  392 — 304;  GrClndung 
d.  Kasaner  Gel.  Sehr.  394 f.;  d.  „Ima- 
ginäre Geometr."  39ö,  397,  409,  447; 
„Anwend.  d.  imag.  Geom.  auf  Inte- 
grale" 306,  400  f.,  447;  die  „Neuen 
AnfangsgE-"  3ll5f.,407,4J0f,,447;  die 
„Geom.  Unters."  31)7  f.,  448;  eine  „al- 
berne" Kritik  darüb.  432—434;  Urteil 
von  Gauss  420,  438;  Gauss  über  L. 
308,  407,  432—434;  wie  Gauss  zu 
Ls.  Schriften  gekommen  ist  308,  400, 
434-436;  Gauss  veranlasst  d.  Wahl 
Ls.  zum  Korr.  d.  Gott.  Ges.,  Ls.  Dank- 
schreiben 390,  436  f.;  Ls.  Interesse  f. 
meteorol.  Beobb.  300  f.;  L.  in  Pensa 
zur  Beob.  d.  Sonnenftnst.  401;  L.  pen- 
sionirt  u.  Vertreter  d.  Kurators  402; 
Abnahme  seines  Einflusses  402  f.;  IV 
müienverh.  403,  441;  die  „Pangeom." 
40S,  411,  440;  er  erblindet  n.  stirbt 
4'03;  in  Russland  unbeachtet  404,  422; 
äussere  Erscheinung  u.  Charakt.  404  f. ; 
L.  als  Lehrer  u.  Examinator  405  f ; 
Reisen  406;  betreibt  d.  Land wirth seh, 
zur  Erholung  4ÜG, 


Ls.  Stil  407  f.;  seine  rein  analjt. 
Unters,  411;  die  Arbeit  ilber  die  Gl. 
a:"  —  1  =  0  412,  446,  üb.  d.  trigon. 
Reihen  412—415,  447;  seine  Ansich- 
ten üb.  d.  Punktions  begr.,  üb.  Stetig- 
keit u.  Dlfferentiirbark.  413—415,  417, 
442;  sein  Verfahren  zur  Unters,  d. 
Reihenkonv.  415—417,  447;  Abh.  v 
1841  über  die  Konv.  unendl.  Reihen 
300,  418,  448;  Abh.  üb.  best.  Integr. 
418,  448  f.  Chronolog.  Vera,  seiner 
gedr.  Veröff.  446-449. 

L.  vergessen  410;   er  wird  allmähl. 
bekannter  420 f.;    Feier  seines  hun- 
derlgähr.  Geburtst.  421f ;    d.  L. -Preis 
422. 
Lobatschefskij,  Johann  456. 

Mably,  von  L.  erwähnt  430. 
Magnizkij    revidirt    die    Univ.    Kasan 

363,   wird  Kurator  u.  reorg.  d,  Univ. 

363  f.,  426;   Folgen  der  Reorg.  364  f, 

386,  387;  seine  Grundsätze  364,  366, 

308;  wird  abgesetzt  370  f.,  383  f. 
Makarjef,  Ls.  Geburtsort?  351. 
Moebius  410. 
Moloatwof,  Kurator  der  Univ.  Kasan, 

Nachf  Mussin-Puschkins  402. 
Monge  355,  von  L.  bei  Vorles.  benutzt 

427. 
Moser  430. 
Mussin-Puschkin,    Kurator  d.  Univ. 

Kasan,  Nachf  Magnizkijs  371,  384; 

veranl.  d.  Wahl  Ls.  zum  ß«kt*r  384; 

soi^  für  d.  Ordn.  d.  Bibl.  u.  d.  Uui- 

versinstit.  385  f.,  für  die  Er^nz.  des 

Lehrkörpers   386  f.;    sein  Verh.  zu  L. 

388,  423;  380,  331;  wird  nach  Petera- 

burg  versetzt  402. 

Sikolaus  L  ordnet  1826  die  Revis,  d. 

Univ.  Kasan  an  371, 
Nikolskij    erst    Adjunkt    .■!55,     dann 

Prof  an  d.  Univ.  Kasan  365. 
Nischni-Nowgorod,     Ls.     Geburts- 

Btadt?  351,  424. 

Olbers  380,  444. 


Pon 


ilet  4 


,  427. 


Popof,  Ls.  Schüler  u.  Nachf  401,  448; 
P.  üb.  L.  404  f,  441. 

Potocki  flbersetzt  die  Janisehefski- 

sche  Biogr,  Ls.  349,  423. 
Puissant  426, 
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Renner,  La.  Lebrer  355,  364 f. 
Eiemann,  B.,  d.  Entdecker  d.  zweiten 

nicMeukl.  Geom.  383,  419  f. 
Eoebefoucauld,  von  h.  erwähnt  431. 
Rnmofskij,   erster  Kurator  der  Univ. 

Kasan  351,  357,  360. 

Saccheri  376  f,,  383,454, 

Sagoskin  entdeckt  d.  Manuskr.  d.  L.- 
schen  geom.  Lehrbucbs  v.  1823:   368. 

Saltjkof,  Nachf.  RumofskiJB  als 
Kurator  der  Univ.  Kasan  360  f.,  426, 

Sartorius  von  Waltershaasen  455. 

Schmidt,  Pramz  424,  428,  445. 

Schubert,  der  Astronom  436, 

Schumacher,  Notiz  aus  e.  Tagebucbe 
Ss.  von  1808;  379f.,  429.  Sein  Brief- 
wechsel mit  Gauss  398,  420,429,  436, 
4U,  454  f. 

Scbweigger  446. 

Schweikart  entdeckt  selbständig  die 
nichteuklid.  Geom,  374  f,,  377  f,,  3B2, 
428,  432;  die  Zeit  seiner  Entd.  428; 
vgl.  453  f. 

Sheltuchin  revidirt  1826  die  Univers. 
Kasan  371,  383. 

Shilowa  456. 

Simonof,  Studiengenosse  u,  Kollege 
Lb.  358  f.,  361;  ist  lange  von  Kasan 
abwes.  365;  Dekan  366;  mit  L.  in 
Pensa  401,  Ls,  Naohf,  als  Rektor  402; 
steht  mit  Littrow  in  Briefw.  426. 

Siniof,  Dr.  u.  Docent  an  d.  Univ.  Ka- 


Sol 


1  423, 


f,  Prof.  an  d.  Univ.  Kasan  361. 
jnin  456. 

;iickel  entdeckt  d,  Geom.  prima  Ele- 
menta  des  Taurinus  375;  wird  J. 
Bolyais   Nachlaes   zugängl.  machen 


393,  424;  hat  Littrows  Nachläse 
eingesehen  426;  427,  428,  429,  432,  435, 
436;  stellt  die  Vermuthung  auf,  dass 
Gauss  Knorr  mit  Knorre  verwech- 
selt habe  437  f.,  438,  455;  4«,  445. 

Staudt,  v.,  419. 

Steiner  419,  453. 

Struve,  0.,  Sohn  des  Folg.,  Mitthei- 
lungen üb,  Bartels  381,429;  besucht 
Gauss  und  schickt  diesem  nachher 
Schriften  Ls.  4361. 

Struve,  W    424    436 

Suchomlinof  4'>b 

Sutfik  (ib.  1  magyi  Maji  skr  J  Bo- 
Ijais  428 

Taurinus  entdeckt  selb3tb,nlg  !ass 
aus  d.  sphär  Geom  e  neue  (d  ni  ht- 
eukl.)  Geom  abgele  tet  werden  kann, 
deren  Mdgl  er  vorher  von  Schwei- 
kart und  Gauss  erfih  e  hit  370, 
377f,  ein  Bref  y   T  Gauss  428; 

vgl.  453  t 

Temnikof  453, 

Ueberweg  442,  456;  erwilhnt  1860  L. 


Wächter,  Schüler  v.  Gauss  380,  454. 

Wassiljef,  seine  Rede  üb.  L,  349,  422, 
423;  sammelt  Material  zu  e.  Biogr. 
Ls,  349,  358;  berichtet  üb.  Lb.  erste 
geom.  Versuche  362  f.,  426;  Mittheil, 
(tb.  Ls.  ungedr,  geom.  Lehrb.  v.  1823 
368—370;  371,  388;  berichtet  üb.  Ls. 
rein  analyt.  Arb.  411,  442;  Vorsitaen- 
der  der  physik.-math.  Ges.  zu  Kasan 
422;  423-442;  macht  auf  Delboeuf 
u.  Lipschitz  aufmerksam  442. 

Weber,  W.  446. 

Wheatstone,  L.  veröifentl.  e.  Auszug 
aus  e.  Arb.  Ws.  394,  446. 
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Zwei  der  wichtigsten  Urkunden  zur  Geschichte  der  nichteukHdi- 
schen  Geometrie,  die,  in  russischer  Sprache  geschrieben,  bisher  so  gut 
wie  unbekannt  waren,  lege  ich  hiermit  den  Mathematikern  in  deutscher 
Uebersetzung  vor.  Es  sind  das  die  beiden  Lobatschefskij  sehen  Ab- 
handlungen: „lieber  die  Anfangsgründe  der  Geometrie",  erschienen 
1829^30  im  Kasaner  Boten,  und  „Neue  Anfangsgründe  der  Geometrie", 
erschienen  1835  und  in  den  folgenden  Jahren  in  den  Gelehrten  Schrif- 
ten der  Universität  Kasan.  Erst  wer  diese  Abhandlungen  gelesen  hat, 
kann  sich  einen  Begriff  von  dem  machen,  was  Lobatschefskij  auf 
dem  Gebiete  der  iiichteuk lidischen  Geometrie  erstrebt  und  geleistet 
hat :  die  bisher  allein  bekannten,  deutsch  oder  französisch  geschrie- 
benen Arbeiten  Lobatsehefskijs  sind  dazu  nicht  ausreichend.  Ausser- 
dem bilden  die  von  mir  übersetzten  Abhandlungen  zusammengenommen 
ein  vollständiges  Lehrbuch  der  nichteuklidischen  Geometrie,  ein  Lehr- 
buch, wie  wir  es  bisher  noch  nicht  Wsassen,  das  nicht  blos  eine  sy- 
stematische Darstellung  der  Elemente  enthalt,  sondern  auch  eine  sehr 
beträchtliche  Anzahl  von  Beispielen  für  die  Berechnung  von  Bogen- 
längen, FJüchenräumen  und  Körperinhalten. 

Für  den  Leser,  der  aus  diesen  Schriften  die  nichteuklidische  Geo- 
metrie kennen  lernen  will,  möchte  ich  gleich  hier  bemerken,  dass  er 
am  Besten  mit  den  „Neuen  Anfangsgründen"  beginnt,  und  auch  von 
diesen  möge  er  die  Einleitung,  S.  67— 83,  zunächst  ganz  Überschlagen. 
Hat  er  sich  mit  dem  Inhalt  der  „Neuen  Anfangsgründe"  vertraut  ge- 
macht, so  wird  ihm  die  Einleitung  dazu  keine  Schwierigkeiten  mehr 
machen,  und  er  wird  dann  auch  die  Abhandlung  „Ueber  die  Anfangs- 
gründe" ziemlich  leicht  lesen  können,  wenn  er  die  von  mir  beigegebe- 
nen Anmerkungen  zu  Rathe  zieht.  Solehe  Leser,  die  mit  der  hohem 
Mathematik  gar  nicht  vertraut  sind,  werden  sich  mit  dem  Studium 
der  „Neuen  Anfangsgründe"  begnügen  müssen. 

Den  auch  sonst  von  mir  befolgten  Grundsätzen  getreu,  habe  ich 
meiner  Uebersetzung  die  Seitenzahlen  der  von  mir  benutzten  russi- 
schen Ausgaben  beigefügt,  und  zwar  sind  die  Seitenzahlen  der  Origi- 
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nalausgabeii,  also  des  Kaaaner  Boten  und  der  Kasaner  Gelehrten 
Schriften,  kursiv  gesetzt,  die  Seitenzahlen  der  „Vollständigen  Samm- 
lung der  geometrischen  Arbeiten  Lobatschefskija",  Band  I,  Kasan 
1883,  in  Antiqua.  Von  mir  herrührende  Zusätze  im  Texte  sind  durch 
Einschliessung  in  eckige  Klammern  kenntlich  gemacht.  Das  Datum 
am  untern  Rande  der  ersten  Seite  jedes  Bogens  bezeichnet  den  Tag, 
an  dem  ich  den  Bogen  für  druckfertig  erklärt  habe. 

In  der  Uebersetzung  habe  ich  mich  dem  Wortlaute  des  Urtextes 
möglichst  genau  angeschlossen,  auch  wenn  dadurch  die  Uebersetzung, 
dem  ziemlich  schwerfalligen  Stile  Lobatschefskijs  entsprechend,  zu- 
weilen etwas  Ungeschicktes,  ja  Undeutsches  bekommen  hat.  Solche 
Unebenheiten  hätte  ich  nur  auf  Kosten  einer  treuen  Wiedergabe  der 
L ob atschefskij  scheu  Gedanken  vermeiden  können,  und  ich  hätte 
mich  dann  leicht  dem  Vorwurfe  ausgesetzt,  etwas  Andres  gesagt  zu 
haben,  als  was  Lobatachefskij  hat  sagen  wollen.  Es  ist  eben 
zweierlei,  ob  man  ein  poetisches  oder  ein  prosaisches  Kunstwerk  aus 
einer  Sprache  in  eine  andre  übertragen  will,  oder  ob  man  diese  Auf- 
gabe bei  einem  wissenschaftlichen  Werke  zu  losen  hat.  Im  ersten 
Falle  muas  sieh  der  Uebersetzer  bestreben,  mit  den  Mitteln  seiner 
Sprache  ein  ähnliches  Kunstwerk  zu  schaffen,  und  darf  sich  deshalb 
grosse  Freiheiten  nehmen.  Im  zweiten  Falle  ist  es  seine  vornehmste 
Pflicht,  sich  vor  jeder  Entstellung  der  Gedanken  des  Originals  zu 
hüten:  die  Form,  in  der  er  diese  Gedanken  wiedergiebt,  kommt  erst 
in  zweiter  Linie,  und  er  wird  oft  in  der  Lage  sein,  die  Schönheit 
seiner  Uebersetzung  der  Treue  opfern  zu  müssen. 

Erwähnt  seien  noch  einige  Aeusserlichkeiten:  An  vielen  Stellen 
habe  ich  Absätze  angebracht,  wo  der  Urtext  keine  hatte;  die  Ueber- 
sichtlichkeit  des  Ganzen  wird  dadurch  wesentlich  erhöht.  Aus  dem- 
selben Grunde  habe  ich  die  Abhandlung  „üeber  die  Anfangsgründe" 
in  Paragraphen  eingetheilt.  Alles  in  Sperrdruck  Gesetzte  war  fast 
durchweg  schon  von  Lobatschefskij  selbst  durch  den  Druck  hervor- 
gehoben. Die  beiden  ausführlichen  Inhaltsverzeichnisse  auf  Seite  VII 
—  IX  und  IX — XVI  sind  von  mir  neu  hinzugefügt,  während  bisher 
etwas  Derartiges  gänzlich  fehlte. 

Durch  zahlreiche  und  eingehende  Anmerkungen  das  Verständniss 
der  Lobatschefskijschen  Abhandlungen  möglichst  zu  erleichtern, 
habe  ich  mir  ganz  hesouders  angelegen  sein  lassen.  Durchaus  geboten 
schien  mir  das  namentlich  bei  der  Arbeit  „Ueber  die  Anfangsgründe", 
in  der  die  Zwischenrechnungen  meist  weggelassen  und  nur  die  End- 
ergebnisse mitgetheilt  sind.  In  den  Anmerkungen  habe  ich  überall 
diese  Zwischenrechnungen   vollständig   ausgeführt,    so   dass  der  Leser 
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nicht  erst  iiöthig  hat,  mühsam  die  Wege  aufzusuchen,  auf  denen  Lo- 
batschefskij  zu  seinen  Resultaten  gelangt  ist. 

Wenn  die  übrigen  Abhandlungen  Lobatschefskijs  etwas  ent- 
hielten, was  zur  Ergänzung  der  hier  übersetzten  dienen  konnte,  so 
habe  ich  das  in  den  Anmerkungen  verwerthet,  indem  ich  es  entweder 
auszugsweise  oder  nach  dem  Wortlaute  des  Originals  wiedergab.  Den 
Schluss  der  Anmerkungen  bildet  eine  kurze  Zusammenstellung  einiger 
wichtiger  Formeln  der  niehteuklidischen  Geometrie,  Seite  3ih — 348: 
auf  diese  möchte  ich  noch  ausdrücklich  aufmerksam  machen. 

Wirklich  benutzbar  werden  jedoch  meine  Anmerkungen  nur  dann, 
wenn  man  sie  neben  die  Uebersetzung  legen  und  also  lesen  kann, 
ohne  erst  umschlagen  zu  müssen.  Deshalb  ist  das  ganze  Werk  in 
zwei  Theile  zerlegt,  die  einzeln  einbinden  zu  lassen  ich  nicht  dringend 
genug  empfehlen  kann. 

Hinter  den  Anmerkungen  folgt  eine  Lebensbeschreibung  Loba- 
tschefskijs, in  der  ich  auch  dessen  geometrische  und  sonstige  Leis- 
tungen zu  würdigen  versucht  habe;  in  den  Nachweisungen  zu  dieser 
Lebeusbeschreibnng  findet  mau  noch  allerhand  ergänzende  Mittheilungen 
sowie  auch  genaue  Angaben  über  die  von  mir  benutzten  Quellen,  so- 
dass der  Leser  jederzeit  ersehen  kann,  worauf  sich  meine  Angaben 
stützen.  Ein  Sachregister  und  zwei  Namenregister  sind  beigefügt,  um 
die  Benutzung  des  Buches  so  bequem  wie  möglich  zu  machen. 

Soviel  über  Plan  und  Inhalt  meines  Buches;  jetzt  noch  Einiges 
über  dessen  Entstehmig. 

Als  Stiickel  und  ich  im  Jahre  1894  unser  Buch  ankündigten: 
„Die  Theorie  der  Parallellinieu  von  Euklid  bis  auf  Gauss,  eine  Ur- 
kundensammlung zur  Vorgeschichte  der  niehteuklidischen  Geometrie", 
da  behielten  wir  uns  vor,  dieses  Unternehmen  fortzusetzen  und  auch 
für  die  Geschichte  der  niehteuklidischen  Geometrie  selbst  eine  ähnliche 
Urkundensammlung  zu  schaffen,  soweit  sich  das  als  thunlich  erweisen 
möchte.  Selbstverständlich  dachten  wir  hierbei  zunächst  an  die  Schrif- 
ten Lobatschefskijs  und  der  beiden  Bolyai,  in  denen  die  nicht- 
euklidische Geometrie  ihre  erste  systematische  Begründung  und  Dar- 
stellung gefunden  hat:  jedoch  waren  wir  damals  noch  weit  entfernt, 
einen  bestimmten  Plan  gefasst  zu  haben.  Dazu  ist  es  erst  Anfang 
1897  gekommen,  wo  Stücke!  und  ich  verabredeten,  er  solle  die  beiden 
Bolyai  übernehmen  und  in  seinem  Namen  herausgeben,  ich  aber 
ebenso  den  Lobatschefskij  in  meinem  Namen,  jedoch  solle  Beides 
unter  dem  gemeinsamen  Titel:  „Urkunden  zur  Geschichte  der  nieht- 
euklidischen Geometrie"  erscheinen. 

Zur  Uebernahme   des  Lobatschefskij  bestimmte  mich  vor  allen 
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Dingen  der  Umstand,  dass  ich  einigermassen  mit  der  russischen 
Sprache  vertraut  war,  da  ich  diese  schon  1888  —  89  durch  meineu 
Leipziger  Kollegen  Scholvin  kennen  gelernt  hatte.  Es  gereicht  mir 
zu  besonderer  Genugthuung,  ihm  jetzt  durch  Widmung  dieses  Buches 
einen  wenn  auch  etwas  verspäteten  Beweis  meiner  Dankbarkeit  zu  liefern. 

Meine  Bekanntschaft  mit  den  russischen  Schriften  Lobatsehefs- 
kijs  stammt  aus  dem  Jahre  1895.  Wassiljef  schenkte  mir  nämlich 
damals  ein  Exemplar  des  vollständig  vergriffenen  ersten  Bandes  der 
gesammelten  geometrischen  Arbeiten  Lobatsehefskijs,  der  die  Ar- 
beiten in  russischer  Sprache  enthält  (Kasan  1883).  Schon  eine  flüch- 
tige Durchsieht  dieser  Arbeiten  Überzeugte  mich,  dass  die  deutsch  oder 
französisch  geschriebenen  Abhandlungen  nur  ein  sehr  unvollkommenes 
Bild  von  den  geometrischen  Untersuchungen  Lobatschefskijs  ge- 
währen, dass  erst  die  russischen  den  ganzen  Lobatschefskij  zeigen, 
und  dass  man  ihm  Unrecht  thut,  wenn  man  ihn  nur  nach  jenen  be- 
urteilt. Infolgedessen  reifte  in  mir  der  Entsehluss,  die  wichtigsten  der 
russischen  Arbeiten  durch  eine  Uebersetzung  den  deutschen  und  damit 
auch  den  andern  Mathematikern  zugänglich  zu  machen.  Doch  hielt 
ith  es  für  nÖthig,  mich  auf  diese  umfangreiche  und  auch  nicht  ganz 
leichte  Arbeit  erst  etwas  vorzubereiten,  indem  ich  zuvor  ein  paar  klei- 
nere russische  Schriften  übersetzte.  Ich  wählte  dazu  eine  Rede  von 
Wassiljef  über  Lobatschefskij  (vgl.  S.  423)  und  eine  bisher  gänz- 
lich unbeachtet  gebliebene  Abhandlung  von  N.  Soniu  über  partielle 
Differentiaigleichimgen  2.  0.  (s.  die  Math.  Ann.,  Bd.  49,  S.  417  —  447). 

Anfänglich  hatte  ich  geglaubt,  mich  zunächst  mit  einer  Ueber- 
setzung der  „Neuen  Anfangsgründe"  begnügen  zu  können.  Allein  mein 
historisches  Gewissen  erlaubte  mir  nicht,  die  erste  Veröft'entlichung 
Lobatschefskijs  über  niehteuklidische  Geometrie  bei  Seite  zu  lassen, 
die  1829- — 30  im  Kasaner  Boten  erschienene  Arbeit  „Ueber  die  An- 
fangsgründe der  Geometrie".  Diese  Abhandlung  war  zwar  sehr  oft 
genannt  worden,  war  aber  doch  bisher  eigentlich  Niemandem  bekannt; 
seibat  in  Russland  hat  sie  kaum  jenjand  wirklich  durchgearbeitet,  und 
ausserhalb  Russlands  wusste  man  von  ihr  weiter  nichts  als  den  Titel. 
Freilich  war  ich  mir  auch  von  vornherein  darüber  klar,  dass  grade 
diese  Arbeit  nur  durch  Hinzufügung  sehr  ausführlicher  Anmerkungen 
den  Mathematikern  schmackhaft  gemacht  werden  konnte. 

So  entschied  ich  mich  denn  dafür,  die  beiden  eben  genannten  Ab- 
handlungen, die  den  Hauptinhalt  des  vorliegenden  Werkes  bilden, 
herauszugeben.  Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  haben  mich  Stäcbel 
und  Wassiljef  auf  das  Wirksamste  unterstützt,  wofür  ihnen  auch 
öffentlich  meinen  Dank  auszusprechen  mir  wirkliches  Bedürfniss  ist. 
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Stäckel  hat  einzelne  Theile  meines  Werkes,  namentlich  die  An- 
merkungen und  die  Nachweisungen  zur  Lebensbesehreibung  Loba- 
tsehefskijs,  schon  im  Manuskript  durchgesehen;  verschiedene  grössere 
Zusätze,  die  yon  ihm  herrühren,  habe  ich  als  solche  durch  Hinzufü- 
gung seines  Namens  kenntlich  gemacht. 

Von  dem  Ganzen  hat  er  alle  Korrekturen  mitgelesen,  und  äusserst 
zahlreich  sind  in  allen  Theilen  des  Werks  die  Stellen,  die  durch  ihn 
Verbesserungen  und  Berichtigungen  erfahren  haben.  Dabei  ist  es  ihm 
sehr  zu  Statten  gekommen,  dass  er  von  der  Kasaner  Universität  durch 
Vermittelung  Wassiljefs  ein  Exemplar  des  ersten  Bandes  der  geo- 
metrischen Werke  Lobatschefskijs  zum  Geschenke  erhalten  hat.  Auf 
seineu  Wunsch  bringe  ich  seinen  Dank  hierfür  Öffentlich  zum  Ausdruck. 

Ausdrücklich  erwähnen  möchte  ich  noch  eins.  Stäckel  hat  alle 
die  Rechnungen,  die  in  der  Arbeit  „üeber  die  Anfangsgründe"  und  in 
den  Anmerkungen  dazu  enthalten  sind,  nachgeprüft.  Ich  bin  ihm  da- 
für ganz  besonders  dankbar.  Da  nämlich  der  Urtext  jener  Arbeit 
durch  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Druckfehlern  entstellt  ist,  so  war 
es  für  mich  keine  geringe  Mühe  gewesen,  überall  die  fehlenden  Zwi- 
schenrechnungen zu  ergänzen  und  die  richtigen  Formeln  herzustellen. 
Einem  Manne  wie  Lobatschefskij  gegenüber  kann  man  aber  nicht 
misstrauisch  genug  gegen  sich  selbst  sein :  zuweilen  fand  ich 
schliesslich  doch  heraus,  dass  eine  Formel,  die  ich  zuerst  für  unrich- 
tig gehalten  hatte,  in  Ordnung  war,  oder  dass  eine  anscheinend  nicht 
passende  Verweisung  sich  rechtfertigen  Üess.  Man  kann  sich  demnach 
denken,  dass  die  von  Stäckel  durchgeführte  Kontrole  der  Rechnungen 
mir  eine  grosse  Beruhigung  war. 

Wie  gross  die  Dankesschuld  ist,  in  der  ich  mich  Wassiljef 
gegenüber  befinde,  das  habe  ich,  soweit  es  sich  um  meine  Biographie 
Lobatschefskijs  handelt,  schon  in  der  Einleitung  zu  dieser  ausge- 
sprochen. Ich  will  das  hier  nicht  wiederholen,  möchte  aber  noch  ein- 
mal ausdrücklich  hervorheben,  dass  ich  ohne  Wassiljefs  Hülfe  diese 
Biographie  gar  nicht  geschrieben  hätte,  nicht  hätte  schreiben  können. 
Aber  auch  sonst  habe  ich  mich  bei  meiner  ganzen  Arbeit  jederzeit 
der  Unterstützung  Wassiljefs  erfreut.  Eine  Menge  Notizen,  die  ich 
mir  gar  nicht  zu  verschaffen  gewusst  hätte,  verdanke  ich  ihm,  zum 
Beispiel  für  mein  Verzeichniss  der  Lobatschefskijschen  Schriften 
[S.  446^44',J),     Auf  einiges  Andre  will  ich  näher  eingehen. 

Schon  während  ich  die  beiden  Abhandlungen  Lobatschefskijs 
übersetzte  und  noch  mehr,  als  ich  sie  wiederholt  genau  durcharbeitete, 
überzeugte  ich  mich,  dass  die  Kasaner  Ausgabe  seiner  geometrischen 
Arbeiten  —  milde  ausgedrückt  —  an  Korrektheit  viel  zu  wünschen  übrig 
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liesa.  Es  galt  daher  auf  die  Originalausgaben  zu  rück  zu  gehen.  Bei 
den  „Neuen  Anfangsgründen"  war  das  nicht  schwer:  aus  der  Berliner 
Königlichen  Bibliothek  erhielt  ich  in  danken swerther  Weise  die  betref- 
fenden Bände  der  Kasaner  Gelehrten  Schriften  und  fand  dann  auch, 
dass  die  Kasaner  Gesammtausgabe  an  recht  vielen  Stellen  den  fehler- 
freien Urtext  entstellt,  ja  üass  sie  zuweilen  ganze  Zeilen  einfach  aus- 
gelassen hatte.  Nirgends  aber  war  der  Kasaner  Bote  aufzutreiben;  es 
blieb  mir  daher  nichts  andres  übrig,  als  alle  die  vielen  Stellen,  an 
denen  der  Text  der  mir  vorhegenden  Ausgabe  fehlerhaft  ku  sein  schien, 
einzeln  aufzuschreiben  und  Waasiljef  zu  bitten,  mir  die  Fassung  der 
Originalausgabe  mitzuth  eilen.  Das  hat  er  auf  das  Bereit  willigste  und 
Sorgfaltigste  ausgeführt,  so  dass  sich  mir  die  ünzugilnglichkeit  des 
Kajsaner  Boten  verhältniss massig  nicht  sehr  fühlbar  gemacht  hat. 

Bei  dieser  Gelegenheit  hat  Wassiljef  auch  noch  einen  Sonder- 
abdruck der  Abhandlung  „Ueber  die  Anfangsgründe"  verglichen,  der 
sich  im  Besitze  des  Professors  Petrofskij  in  Kasan  befindet  und  der 
aus  zwei  Gründen  merkwürdig  ist.  Erstens  ist  es  das  Kxemplar,  das 
Lobatschefskij  dem  damaligen  Kurator  der  Kasaner  üniversitilt, 
Mussin-Puschkin  (vgl.  S.  384ff.),  überreicht  hat;  die  eine  der  beiden 
Figurentafehi  ist  sogar  von  Lobatschefskij  eigeuhändig  gezeichnet. 
Zweitens  aber  ist  der  Abdruck  fortlaufend  pagiuirt  und  an  einer  be- 
stimmten Stelle  sind  sogar  einige  Seiten  anders  umbrochen  als  im  Kasaner 
Boten.  Mehrfach  zeigt  dieser  Abdruck  bemerkenswerthe  Abweichungen 
vom  Texte  des  Kasaner  Boten.  Druckfehler,  die  der  eine  enthält,  fehlen 
im  andern  und  umgekehrt.  Es  ist  daher  auch  noch  nicht  ganz  aus- 
gemacht, in  welcher  Beziehung  diese  beiden  Abdrücke,  der  im  Kasaner 
Boten  und  der  Petrofskijache,  zu  einander  stehen. 

Für  mich  haben  die  Beziehungen  Wassiljefs  zu  Petrofskij 
noch  die  äusserst  angenehme  Folge  gehabt,  dass  Herr  Professor  Pe- 
trofskij mir  im  Sommer  1897  eine  ganze  Anzahl  Hefte  der  Kasaner 
Gelehrten  Schriften  zum  Geschenk  gemacht  hat,  so  dass  ich  jetzt 
glücklicher  Besitzer  eines  vollständigen  Exemplars  der  „Neuen  An- 
fangsgründe" in  der  Originalausgabe  bin,  sowie  auch  der  Abhandlung 
Lübatsehefskijs  über  die  trigonometrischen  Reihen  ( 1 834),  Für  dieses 
werthvoUe  Geschenk   kann  ich  dem  Geber  nicht  dankbar  genug  sein. 

Endlich  muss  ich  noch  erwähnen,  dass  ich  durch  Wassiljef  auch 
in  den  Staud  gesetzt  worden  bin,  meinem  Werke  ein  bisher  unbekanntes 
Bild  von  Lobatschefskij  beizugeben.  Wassiljef  schickte  mir  eine 
Photographie,  der  ein  nach  dem  Leben  gemachtes  Daguerrotyp  zu 
Grunde  liegt.  Hierfür  spricht,  ausser  der  üeberlieferung,  auch  noch 
der  Umstand,    dass   das  Bild  den  Orden  auf  der  rechten  Brust   zeigt. 
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Allerdings  war  die  Photographie,  die  ich  erhalten  hatte,  nicht  schart 
genng,  um  eine  unmittelbare  p ho to graphische  Vervielfältigung  zu  ge- 
statten; aber  ich  habe  mir  geholfen,  indem  ich  nach  der  Photographie 
eine  Kreidezeichnung  in  etwa  halber  LebensgrÖsse  ausführen  liess,  und 
nach  dieser  Kreidezeichnung  hat  die  Verlagsbuchhandlung  die  bei- 
gegebeue  Heliogravüre  hersteilen  lassen.  Die  Heliogravüre  giebt  die 
Eigenthümlichkeiten  jener  Photographie  vollkommen  treu  wieder,  und 
wenn  man  sie  mit  dem  Bilde  vergleicht,  das  dem  zweiten  Bande  der 
geometrischen  Arbeiten  Lobatschefskijs  (Kasan  1886)  beigegeben  ist 
und  das  allerdings  Lobatschefskij  in  jüngeren  Lebensjahren  darstellt, 
so  wird  man  wohl  keinen  Augenblick  darüber  im  Zweifel  sein,  welches 
von  beiden  Bildern  sich  durch  grössere  Lebens  Wahrheit  auszeichnet. 

Das  Faksimile  unter  dem  Bilde  stammt  aus  Göttingen;  entnom- 
men ist  es  einem  Bande  von  Dankschreiben,  die  an  die  Königliche 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  von  den  neu  erwählten 
Korrespondenten  und  auswärtigen  Mitgliedern  gerichtet  worden  sind 
(vgl.  S.  399  und  436  f.).  Die  Königliche  Universitätsbibliothek  zu  Got- 
tingeu,  auf  der  dieser  Band  aufbewahrt  wird,  hat  ihn  mir  in  daukens- 
werther  Weise  zur  Herstellung  des  Faksimiles  zugänglich  gemacht. 

Schon  hierdurch  fühle  ich  mich  auch  der  Göttinger  Gesellschaft 
selbst  zu  Danke  verpflichtet.    Aber  auch  noch  aus  andern  Gründen. 

Im  Stillen  hatte  ich  immer  noch  die  Hoffiiung  gehegt,  dass  im 
Gaussischen  Nachlasse,  der  von  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wis- 
senschaften verwaltet  wird,  der  Kasaner  Bote  vorhanden  sein  möchte. 
Veranlasst  war  ich  dazu  hauptsächlich  durch  gewisse  Mittheilungen, 
die  ich  Anfang  1896  von  Excellenz  Otto  Struve  in  Karlsruhe  erhal- 
ten hatte  (s.  S.  081,  429,  435).  Im  November  1897  hatte  ich  durch 
das  Entgegenkommen  Felix  Kleins  Gelegenheit,  mich  zu  überzeugen, 
dass  ich  mich  nicht  getauscht.  Klein  machte  mir  nämlich  den  Nach- 
lass  von  Gauss  zugänglich,  damit  ich  die  vorhsindenen  Schriften  Lo- 
hatschefskijs  und  etwaige  auf  diesen  bezügliche  Notizen  für  mein 
Buch  verwerthen  könnte.  Da  fand  ich  denn  in  der  That  ausser  andern 
Lobatschefskijschen  Abhandlungen  auch  die  „üeber  die  Anfangs- 
gründe der  Geometrie",  zum  Theil  zwar  nur  in  Abschrift,  einen  Theil 
aber  auch  im  Originaldrucke,  in  zwei  Heften  des  Kasaner  Boten.  Was 
iuh  bei  der  Vergleichung  dieses  Exemplars  gefunden  habe,  ist  den 
Anmerkungen  zu  meiner,  damals  schon  gedruckten,  üebersetzung  zu 
Gute  gekommen.  Ausserdem  durfte  ich  auch  die  ungemein  reich- 
haltige Sammlung  von  Briefen  an  und  von  Gauss  für  meine  Zwecke 
benutzen,  namentlich  die  Briefe  von  Gauss  an  Encke,  Gerling  und 
Olbers,  sowie  die  Briefe  von  Bartels,  Taurinus   und  Wächter  an 


dby  Google 


''«•.••«Vi?.»»' 


IltlMÜti 


